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Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåí êëàññ çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè íà ïîëè-
ýäðàëüíî-ñôåðè÷åñêèõ ìíîæåñòâàõ. Îáîáùåíû ðåçóëüòàòû òåîðèè âûïóêëûõ
ïðîäîëæåíèé íà íåêîòîðûå êëàññû ôóíêöèé, çàäàííûõ íà ñôåðè÷åñêè- è
âåðøèííî-ðàñïîëîæåííûõ ìíîæåñòâàõ. Èñõîäíàÿ çàäà÷à ýêâèâàëåíòíî ñôîð-
ìóëèðîâàíà êàê çàäà÷à ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ âûïóêëûìè
öåëåâîé ôóíêöèåé è ôóíêöèîíàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè. Ïðèâåäåíà ÷èñëåí-
íàÿ èëëþñòðàöèÿ è âîçìîæíûå ïðèëîæåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ê ðå-
øåíèþ çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîìáèíàòîðíàÿ îïòèìèçàöèÿ, ïîëèýäðàëüíî-ñôåðè÷åñêîå
ìíîæåñòâî, íåïðåðûâíîå ïðåäñòàâëåíèå, âûïóêëîå ïðîäîëæåíèå.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Çàäà÷è êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè âûçûâàþò ïîñòîÿííûé èíòåðåñ èññëåäîâà-
òåëåé [1–6]. Ê óêàçàííîìó êëàññó îòíîñÿòñÿ çàäà÷è åâêëèäîâîé êîìáèíàòîðíîé
îïòèìèçàöèè [7, 8], â êîòîðûõ êîìáèíàòîðíûå îáúåêòû îòîáðàæàþòñÿ â àðèô-
ìåòè÷åñêîå åâêëèäîâîå ïðîñòðàíñòâî. Âàæíåéøåé îñîáåííîñòüþ çàäà÷ äèñ-
êðåòíîé îïòèìèçàöèè ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îáëàñòü äîïóñòèìûõ ðåøåíèé ïðåäñòàâ-
ëÿåò êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, ñîâïàäàþùåå ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí ñâîåé âûïóê-
ëîé îáîëî÷êè. Â ðàáîòàõ [9–12] çàëîæåíû îñíîâû òåîðèè âûïóêëûõ
ïðîäîëæåíèé äëÿ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà âåðøèíàõ âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ.
Èññëåäîâàíèÿ ñïåöèàëüíûõ êëàññîâ åâêëèäîâûõ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ
è ôóíêöèé, çàäàííûõ íà ýòèõ ìíîæåñòâàõ, îñâåùåíû, â ÷àñòíîñòè, â ïóáëèêà-
öèÿõ [13–20]. Ñîâðåìåííîå ñîñòîÿíèå òåîðèè âûïóêëûõ ïðîäîëæåíèé è íåïðå-
ðûâíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé äëÿ åâêëèäîâûõ êîìáèíàòîðíûõ ìíî-
æåñòâ ïðåäñòàâëåíî â ðàáîòàõ [21–33]. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðàçâèâàþòñÿ îñíîâ-
íûå ïîëîæåíèÿ äàííîé òåîðèè ïðè ðåøåíèè çàäà÷ îïòèìèçàöèè íà ìíîæåñòâå
åâêëèäîâûõ êîìáèíàòîðíûõ îáúåêòîâ.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîíÿòèÿ
êîìáèíàòîðíîãî îáúåêòà, ââåäåííîãî â [34–37].

Ïóñòü J n n� { }1 2, , ..., , � — íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ïðîñòðàíñòâî èçîëèðîâàí-
íûõ òî÷åê, êîòîðîå íàçîâåì îáðàçóþùèì, à Z — ïîðîæäåííîå èì áàçîâîå ìíî-
æåñòâî. Ïîä êîìáèíàòîðíûì îáúåêòîì ïîíèìàåòñÿ òðèàäà ( , , )� Z � , ãäå
�: J n Z� — ãîìîìîðôèçì, êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò íåêîòîðîé ñèñòåìå îãðàíè-
÷åíèé � . Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî J n íàçûâàåòñÿ íóìåðóþùèì. Òàêîå îïðåäåëåíèå
êîìáèíàòîðíîãî îáúåêòà îñíîâàíî íà ïîíÿòèè êîìáèíàòîðíîé êîíôèãóðàöèè,
ââåäåííîì Ê. Áåðæåì [38], êàê îòîáðàæåíèå íóìåðóþùåãî ìíîæåñòâà â íåêîòî-
ðîå êîíå÷íîå àáñòðàêòíîå ñòðîãî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî. Çàìåòèì, ÷òî òðåáî-
âàíèÿ êîíå÷íîñòè è ñòðîãîé óïîðÿäî÷åííîñòè îáóñëîâëåíû, ïðåæäå âñåãî, çàäà-
÷àìè, êîòîðûå âîçíèêàþò ïðè ïåðå÷èñëåíèè è ïîñòðîåíèè ðàçëè÷íûõ êëàññîâ
êîìáèíàòîðíûõ êîíôèãóðàöèé [38–41]. Ïðè îïðåäåëåíèè êîìáèíàòîðíîãî
îáúåêòà ýòè óñëîâèÿ îñëàáëåíû áåç ïîòåðè ñóùíîñòè ïîíÿòèÿ êîíôèãóðàöèè.

Ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè â ñëåäóþùåé ïîñòàíîâ-
êå [34–37]. Ïóñòü � — ëîêàëüíî-êîíå÷íîå ïðîñòðàíñòâî, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî

ÿâëÿþòñÿ êîìáèíàòîðíûå îáúåêòû è íà êîòîðîì çàäàí ôóíêöèîíàë �:� � R 1.
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Òðåáóåòñÿ íàéòè

� � �
�

* arg min ( )�
� �P �

, (1)

ãäå P � � — ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé.

Óñòàíîâèì âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå �: � � E ìåæäó êîìáèíà-
òîðíûìè îáúåêòàìè � ïðîñòðàíñòâà � è òî÷êàìè x x x xn� � �( , )1 2 � íåêîòîðîãî

ìíîæåñòâà E R n	 , ïîëîæèâ x x� � 
� � � �( ), ( )1 . Ìíîæåñòâà, äëÿ êîòîðûõ ñó-

ùåñòâóåò òàêîå îòîáðàæåíèå, íàçâàíû åâêëèäîâûìè êîìáèíàòîðíûìè ìíîæå-
ñòâàìè [7, 8]. Îíè îáëàäàþò ðÿäîì ñâîéñòâ, êîòîðûå îïðåäåëÿþò ñïåöèôèêó
îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ íà ýòèõ ìíîæåñòâàõ.

Ïóñòü ôóíêöèÿ f E R: � 1 òàêîâà, ÷òî f x x( ) ( ( ))� 
� � 1 äëÿ âñåõ x E� . Òîãäà

çàäà÷à (1) ìîæåò áûòü ýêâèâàëåíòíî ñôîðìóëèðîâàíà â ñëåäóþùåì âèäå: íàéòè

x f x
x X E

* arg min ( )�
� �

, (2)

ãäå X P� �( ) — îáðàç ìíîæåñòâà P â R n .

Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â ôîðìàëèçàöèè îòîáðàæåíèÿ

�:� � 	E R n . Ïðè ýòîì ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ îñíîâíûìè ñõåìàìè, ïðèìåíÿ-

åìûìè ïðè ôîðìèðîâàíèè êîìáèíàòîðíûõ êîíôèãóðàöèé, à â áîëåå îáùåì
ñëó÷àå — êîìáèíàòîðíûõ îáúåêòîâ.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü A a a� { }1 2, , ... — íå áîëåå ÷åì ñ÷åò-
íîå ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë è îòîæäåñòâèì åãî ñ îáðàçóþùèì
ïðîñòðàíñòâîì, ïîëîæèâ � � A . Íàçîâåì êîìáèíàòîðíûé îáúåêò ( , , )� Z � è êîí-
ôèãóðàöèþ � :J n Z� (ïðè êîíå÷íîì ìíîæåñòâå A) ñîîòâåòñòâåííî åâêëèäîâûì
êîìáèíàòîðíûì îáúåêòîì è åâêëèäîâîé êîìáèíàòîðíîé êîíôèãóðàöèåé.

Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì êîìáèíàòîðíûõ îáúåêòîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà
[34–37], ò.å. ïîëîæèì Z � � . Ïóñòü ( , , )� Z � — ïðîèçâîëüíûé êîìáèíàòîðíûé îáú-
åêò, ãäå � :J n Z� . Óñòàíîâèì áèåêöèþ �:� � A . Òàêèì îáðàçîì, êîìáèíàòîðíûé
îáúåêò âèäà ( , , )� A � , ãäå A Z� �( ) , ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâûì êîìáèíàòîðíûì îáúåê-

òîì. Îáîçíà÷èì E A R n( ) 	 ìíîæåñòâî òî÷åê âèäà x x x xn� � �( , )1 2 � , ãäå x Ai � ,

i n�J . Ñóïåðïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé � : J n Z� è �:� � A ïîçâîëÿåò êàæäîìó êîì-
áèíàòîðíîìó îáúåêòó ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðóþ òî÷êó x E A� ( ) , òåì ñà-

ìûì ôîðìèðóÿ èñêîìîå îòîáðàæåíèå �:� � 	E R n . Ñèñòåìà îãðàíè÷åíèé � ïî-

çâîëÿåò âûäåëÿòü ñîîòâåòñòâóþùèå êëàññû åâêëèäîâûõ êîìáèíàòîðíûõ îáúåêòîâ,
ôîðìèðóÿ òåì ñàìûì ðàçëè÷íûå åâêëèäîâûå êîìáèíàòîðíûå ìíîæåñòâà.

Èçëîæåííûå ðàññóæäåíèÿ ïîçâîëÿþò ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó (1) ïðè îòîáðà-

æåíèè � :� � 	E R n êàê çàäà÷ó îïòèìèçàöèè (2) íà ìíîæåñòâå åâêëèäîâûõ

êîìáèíàòîðíûõ îáúåêòîâ, ò.å. âåêòîðîâ àðèôìåòè÷åñêîãî åâêëèäîâîãî ïðîñòðàí-
ñòâà. Ïðè ýòîì çàäà÷à (2) â ñîîòâåòñòâèè ñ êëàññèôèêàöèåé [2, 6, 36, 42]
îòíîñèòñÿ ê êëàññó çàäà÷ äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè.

Äëÿ îïèñàíèÿ ñâîéñòâ çàäà÷è (2) ñôîðìóëèðóåì åå â ñëåäóþùåé ýêâèâàëåíò-
íîé ïîñòàíîâêå:

f x( ) min� , x X� , (3)

ãäå ìíîæåñòâî X çàäàåòñÿ ñèñòåìîé îãðàíè÷åíèé

x E� , (4)

g x ii k( ) ,� �0 J , (5)

g x ii m k( ) , \� �0 J J , (6)

à ôóíêöèè f x g x ii m( ), ( ), �J , îïðåäåëåíû íà E. Îãðàíè÷åíèÿ (4) íàçûâàþò
ïðÿìûìè, à (5), (6) — ôóíêöèîíàëüíûìè.
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Ôîðìàëèçàöèÿ çàäà÷è (3)–(6) îïðåäåëÿåòñÿ ñïîñîáîì çàäàíèÿ ïðÿìûõ îãðà-
íè÷åíèé (4), à òàêæå àíàëèòè÷åñêèì âèäîì ôóíêöèé f x g x ii m( ), ( ), �J .

Çàìåòèì, ÷òî ôîðìèðîâàíèå ïðÿìûõ è ôóíêöèîíàëüíûõ îãðàíè÷åíèé â çàäà-
÷å (3)–(6) ÿâëÿåòñÿ óñëîâíûì. Äåéñòâèòåëüíî, åâêëèäîâû êîìáèíàòîðíûå ìíî-
æåñòâà E äîïóñêàþò îïèñàíèå èõ ñèñòåìîé óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ, ÷àñòü èç êî-
òîðûõ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèîíàëüíûå îãðàíè÷åíèÿ. Êîíêðåòíûé âèä
ôóíêöèîíàëüíûõ îãðàíè÷åíèé äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ åâêëèäîâûõ êîìáèíàòîð-
íûõ ìíîæåñòâ äàí â ðàáîòàõ [23–27, 31, 32]. Ïðè ýòîì íàèáîëüøèé èíòåðåñ ñ òî÷-
êè çðåíèÿ ïðèëîæåíèÿ ìåòîäîâ íåïðåðûâíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ôîðìàëèçàöèè
çàäà÷ âèäà (3)–(6) èìåþò òàê íàçûâàåìûå âåðøèííî-ðàñïîëîæåííûå [12] è
ïîëèýäðàëüíî-ñôåðè÷åñêèå ìíîæåñòâà [25–27, 31, 32].

ÂÅÐØÈÍÍÎ-ÐÀÑÏÎËÎÆÅÍÍÛÅ È ÏÎËÈÝÄÐÀËÜÍÎ-ÑÔÅÐÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂÀ

Âûäåëèì êëàññ ìíîæåñòâ E R n	 , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ E E� vert conv ,

ò.å. ñîâïàäàþùèõ ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí ñâîåé âûïóêëîé îáîëî÷êè. Òàêèå
ìíîæåñòâà íàçîâåì âåðøèííî-ðàñïîëîæåííûìè.

Åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå � �R n è ÷èñëî r  0 , ÷òî äëÿ ëþáûõ x E�

|| ||x r
 �� 2 2 , (7)

òî ìíîæåñòâî E R n	 íàçîâåì ñôåðè÷åñêè ðàñïîëîæåííûì. Î÷åâèäíî, ÷òî êî-
íå÷íîå ñôåðè÷åñêè-ðàñïîëîæåííîå ìíîæåñòâî E ÿâëÿåòñÿ âåðøèííî-ðàñïîëî-
æåííûì è ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí ìíîãîãðàííèêà Ï conv� E . Ïðåä-
ñòàâëåíèå êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ â âèäå ïåðåñå÷åíèÿ ñâîåé âûïóêëîé îáîëî÷êè è
íåêîòîðîé ãèïåðñôåðû ïîçâîëÿåò îáúåäèíèòü èõ â åäèíûé êëàññ ïîëèýäðàëü-
íî-ñôåðè÷åñêèõ ìíîæåñòâ.

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû âåðøèííî-ðàñïîëîæåííûõ è ïîëèýäðàëüíî-ñôåðè÷åñêèõ
ìíîæåñòâ, ýëåìåíòàìè êîòîðûõ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèâåäåííûìè âûøå ðàññóæäå-
íèÿìè ÿâëÿþòñÿ åâêëèäîâûå êîìáèíàòîðíûå îáúåêòû (êîíôèãóðàöèè). Ïóñòü
A a a an� � �{ }1 2, � — ìíîæåñòâî n äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, à � � �� � �( )1 � n —
ïðîèçâîëüíàÿ ïåðåñòàíîâêà èç ïåðâûõ n íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Êàæäîìó ýëå-
ìåíòó � � �� � �( )1 � n ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå âåêòîð x x x xn� �( , , ..., )1 2

� � � �( , )a a a R
n

n
� � �1 2

� . Ñîâîêóïíîñòü òàêèõ âåêòîðîâ ïîðîæäàåò åâêëèäîâî

ìíîæåñòâî ïåðåñòàíîâîê E A Rn
n( ) 	 . Åñëè äîïóñòèòü, ÷òî ýëåìåíòû ìíîæåñòâà

îäèíàêîâûå, òî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðå÷ü èäåò î ìóëüòèìíîæåñòâå, è îáîçíà÷àòü

åãî
~
A . Ìóëüòèìíîæåñòâî

~
A ïîðîæäàåò åâêëèäîâî ìíîæåñòâî ïåðåñòàíîâîê ñ ïî-

âòîðåíèÿìè E A Rn
n(

~
) 	 .

Ìíîæåñòâà E An ( ) è E An (
~

) ÿâëÿþòñÿ âåðøèííî-ðàñïîëîæåííûìè è ïîëèýä-

ðàëüíî-ñôåðè÷åñêèìè. Äåéñòâèòåëüíî, íå òåðÿÿ îáùíîñòè ïîëîæèì, ÷òî ýëåìåí-
òû ìíîæåñòâà A óïîðÿäî÷åíû ïî âîçðàñòàíèþ: a a ii i n� �� 
1 1, J . Òîãäà âûïóê-
ëîé îáîëî÷êîé ìíîæåñòâà E An ( ) áóäåò òàê íàçûâàåìûé ïåðåñòàíîâî÷íûé ìíî-
ãîãðàííèê Ïn A( ) , êîòîðûé îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìîé îãðàíè÷åíèé [43]:

x ai

i

n

i

i

n

� �
� ��

1 1

,

(8)

x a ni

i

i

i

n� � � �
� �
� �

�

��

� �
1

|

, | |J .

Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî E An ( ) êîíå÷íî è äëÿ ëþáîãî � �R 1

( ) ( )x ai

i

n

i

i

n

� �
� �
 � 


1

2

1

2� � , (9)
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òî îíî ÿâëÿåòñÿ ïîëèýäðàëüíî-ñôåðè÷åñêèì, à çíà÷èò, è âåðøèííî-ðàñïîëî-
æåííûì.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîëèýäðàëüíî-ñôåðè÷åñêèì ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî ïåðåñòàíî-

âîê ñ ïîâòîðåíèÿìè. Ïåðåñòàíîâî÷íûé ìíîãîãðàííèê Ïn A(
~

) ïðè ýòîì îïèñûâà-

åòñÿ óñëîâèÿìè (8) ïîñëå óïîðÿäî÷åíèÿ ïî íåóáûâàíèþ ýëåìåíòîâ ìóëüòèìíî-

æåñòâà
~
A. Òî÷êè ìíîæåñòâà E An (

~
) òàêæå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (9).

Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ìóëüòèìíîæåñòâ

~
,A a a ak k k

n

k

k

� � �{ }
1 2

� , n n n k Jk k

k

m

m� � �
�
� , ,1

1

,

êàæäîå èç êîòîðûõ ïîðîæäàåò ïîëèýäðàëüíî-ñôåðè÷åñêîå ìíîæåñòâî E An
k

k
(

~
)

ñ ýëåìåíòàìè x x xk k

n

k

k

� � �( )
1

� , ãäå x a ii
k k

n
i
k k

� �
�

, J , à ( )� �
1
k

n

k

k

� �� — ïåðå-

ñòàíîâêà ÷èñåë èç J nk
.

Ñôîðìèðóåì äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ E An
k

k
(

~
) , k m�J :

E A A A E An
m

n

k

k

m

k

(
~

*
~

* *
~

) (
~

)1 2

1

� �
�
� . (10)

Ýëåìåíòàìè òàêîãî ìíîæåñòâà áóäóò óïîðÿäî÷åííûå íàáîðû

x x xn� � � �( )1 �

� � � � � � �( , , ,a a a a a a a
n n

m� � � � � � �1
1

2
1

1

1
1
2

2
2

2

2
1

1 1 1 2 2 2
� � �

m m ma a
m

nm

m
, )

� �2

� �� , (11)

ãäå ( )� �
1
k

n

k

k

� �� — âñåâîçìîæíûå ïåðåñòàíîâêè ÷èñåë èç J nk
, k m�J .

Ìíîæåñòâî, çàäàííîå âûðàæåíèåì (10), ÿâëÿåòñÿ ïîëèýäðàëüíî-ñôåðè÷åñ-
êèì êàê ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà ïåðåñòàíîâîê ñ ïîâòîðåíèÿìè, ïîðîæäåííîãî
ìóëüòèìíîæåñòâîì

~
, , , ,A a a a a a a a a a

n n

m m

n

m

m

� � � � � � � � �{
1
1

2
1 1

1
2

2
2 2

1 21 2

� � � � } . (12)

Ïóñòü Pm — ìíîæåñòâî ïåðåñòàíîâîê èç J m è 	 	 	� � � �( )1 � m mP . C ó÷å-
òîì ââåäåííûõ âûøå îáîçíà÷åíèé ñôîðìèðóåì ìíîæåñòâî

E A A A E An n
k

m
m

k

k(
~

*
~

* *
~

) (
~

)
	 	 	 	

	

1 2

1

� �
�
� , (13)

ýëåìåíòû êîòîðîãî èìåþò âèä

x x x a a a a an
n

� � � � � �( ) ( , , ,1
1
1
1

2
1
1

1

1
1

1
2
2

2
2

� �
�

	

�

	

�

	

�

	

�

	

	

2

2

2
2

1 2

� � � � � �� � �a a a a
n

m
m

m
m

n
m

m
m

�

	

�

	

�

	

�

	

	 	

, ) ,

ãäå ( )� �
1
k

n

k

k

� �� — âñåâîçìîæíûå ïåðåñòàíîâêè èç J nk
, k m�J .

Îáúåäèíÿÿ ìíîæåñòâà âèäà (13) ïî âñåâîçìîæíûì 	 �Pm , ïîëó÷àåì

E A A A E A A An
m

n

P

m

m

(
~

,
~ ~

) (
~

*
~

* *
~

)1 2 1 2� � �
�

� ��
	 	 	

	

. (14)

Ìíîæåñòâî E A A An
m(

~
,

~ ~
)1 2 � �� âèäà (14) ÿâëÿåòñÿ ïîëèýäðàëüíî-ñôåðè÷åñ-

êèì, êàê ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà ïåðåñòàíîâîê ñ ïîâòîðåíèÿìè, ïîðîæäåííîãî

ìóëüòèìíîæåñòâîì
~
A âèäà (12).

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå îáîáùåíèÿ, ïîëàãàÿ, ÷òî ýëåìåíòàìè ìóëüòèìíîæåñòâà
~
A ÿâëÿþòñÿ âåêòîðû, ò.å.

~
,A a a a� � �{ }1 2

�
n , ãäå a

i i i
m
i ma a a R� � � �( , )

1 2
� ,

i n�J . Êàæäîé ïåðåñòàíîâêå � � �� � �( )1 � n �Pn ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå òî÷êó
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x x x xt� �( , ..., ),1 2 (15)

� � � � � � � � � �( , , ,a a a a a a a am m
n n

1 2 1 2 1 2
1 1 1 2 2 2� � � � � � � �

� � � � � � � �a R t nmm
tn�

) , .

Ñîâîêóïíîñòü òî÷åê âèäà (15) çàäàåò åâêëèäîâî ìíîæåñòâî ïåðåñòàíîâîê

âåêòîðîâ E Rt
t(

~
)A 	 , êîòîðîå â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèâåäåííûìè âûøå ðàññóæäå-

íèÿìè òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîëèýäðàëüíî-ñôåðè÷åñêèì.

Ïðèìåðàìè ïîëèýäðàëüíî-ñôåðè÷åñêèõ ìíîæåñòâ òàêæå ÿâëÿþòñÿ ìíîæå-

ñòâî ÷åòíûõ ïåðåñòàíîâîê [43, 44] êàê ïîäìíîæåñòâî E An ( ) ñ ÷åòíûì êîëè÷åñò-

âîì èíâåðñèé; ìíîæåñòâî öèêëè÷åñêèõ ïåðåñòàíîâîê [45, 46]; ìíîæåñòâî ïåðå-

ñòàíîâî÷íûõ ìàòðèö [47, 48]; áóëåâî ìíîæåñòâ è åãî ñïåöèàëüíûå ïîäìíîæåñòâà

[47–49] è ò.ï.

Ïîñêîëüêó êëàññ âåðøèííî-ðàñïîëîæåííûõ è ïîëèýäðàëüíî-ñôåðè÷åñêèõ

ìíîæåñòâ îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî îïåðàöèè ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ íå âûâî-

äÿò èõ èç ýòîãî êëàññà, òî ïåðñïåêòèâíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ íàïðàâëåíèå, ñâÿçàííîå

ñ ãåíåðàöèåé êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ, ñîõðàíÿþùèõ ýòè ñâîéñòâà [39, 40].

ÂÛÏÓÊËÛÅ ÏÐÎÄÎËÆÅÍÈß È ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÇÀÄÀ× ÄÈÑÊÐÅÒÍÎÉ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ ÍÀ
ÂÅÐØÈÍÍÎ-ÐÀÑÏÎËÎÆÅÍÍÛÕ ÌÍÎÆÅÑÒÂÀÕ

Ðàññìîòðèì ñâîéñòâà çàäà÷ äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè íà âåðøèííî-ðàñïîëî-
æåííûõ ìíîæåñòâàõ â ïîñòàíîâêå (3)–(6). Ïðè ýòîì âîñïîëüçóåìñÿ òåîðèåé
âûïóêëûõ ïðîäîëæåíèé [12, 28, 33], íà îñíîâå êîòîðîé ñôîðìóëèðóåì ñëåäó-
þùèå óòâåðæäåíèÿ äëÿ êëàññà âåðøèííî-ðàñïîëîæåííûõ è ïîëèýäðàëüíî
ñôåðè÷åñêèõ ìíîæåñòâ.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü E R n	 — êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òàêîå, ÷òî E E� vert conv .

Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f E R: � 1 ñóùåñòâóåò äèôôåðåíöèðóåìàÿ âûïóêëàÿ

ôóíêöèÿ
~

:f E Rconv � 1 òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ x E�
~

( ) ( )f x f x� . (16)

Äëÿ ôóíêöèé
~

( )f x , óäîâëåòâîðÿþùèõ íà ìíîæåñòâå E óñëîâèþ (16), áóäåì

èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå
~

( ) ( )f x f x
E
� . (17)

Ôóíêöèþ
~

( )f x , çàäàííóþ íà ìíîæåñòâå X E� è óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëî-

âèþ (17), íàçîâåì ïðîäîëæåíèåì ôóíêöèè f x( ) íà X . Åñëè X – âûïóêëîå è ôóíê-

öèÿ
~

( )f x âûïóêëàÿ íà X , òî íàçîâåì åå âûïóêëûì ïðîäîëæåíèåì f x( ) íà X .

Åñëè ôóíêöèÿ
~

( )f x äèôôåðåíöèðóåìà (ñèëüíî âûïóêëà) íà X , òî áóäåì ñ÷èòàòü

äèôôåðåíöèðóåìûì (ñèëüíî âûïóêëûì) ïðîäîëæåíèåì f x( ) íà X .

Îáîáùåíèåì òåîðåìû 1 â ñîîòâåòñòâèè ñ ââåäåííûìè îïðåäåëåíèÿìè ÿâëÿ-
åòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü E R n	 – êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òàêîå, ÷òî E E� vert conv .

Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f E R: � 1 ñóùåñòâóåò ñèëüíî âûïóêëîå ïðîäîëæåíèå
~

:f E Rconv � 1 .

Äëÿ ïîëèýäðàëüíî-ñôåðè÷åñêîãî ìíîæåñòâà E ñèëüíî âûïóêëîå ïðîäîëæå-

íèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå � 
 �( )
~

( ) || ||x f x x� � 
 2 , ãäå
~

( )f x — ïðîèçâîëüíîå

äèôôåðåíöèðóåìîå âûïóêëîå ïðîäîëæåíèå íà conv E , 
  0 — ïàðàìåòð ñèëüíîé

âûïóêëîñòè, � �R n .

Çàìåòèì, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2 ñîõðàíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî âûïóêëîãî

íàäìíîæåñòâà X E� conv , åñëè
~

( )f x — äèôôåðåíöèðóåìàÿ âûïóêëàÿ íà X

ôóíêöèÿ.
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Âûäåëåíèå êëàññîâ ôóíêöèé f x( ) è âåðøèííî-ðàñïîëîæåííûõ ìíîæåñòâ, äëÿ

êîòîðûõ ñòðîÿòñÿ âûïóêëûå ïðîäîëæåíèÿ
~

( )f x , ïîçâîëÿþò êîíêðåòèçèðîâàòü,

à â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ îáîáùèòü óòâåðæäåíèÿ òåîðåì 1, 2. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà
ðàññìîòðèì ñâîéñòâà âûïóêëûõ ïðîäîëæåíèé äëÿ ïîëèíîìîâ, çàäàííûõ íà ìíî-

æåñòâå E An (
~

) . Â ðàáîòå [10] ïðåäëîæåí êîíñòðóêòèâíûé èòåðàöèîííûé àëãîðèòì

ïîñòðîåíèÿ âûïóêëîãî ïðîäîëæåíèÿ äëÿ êàæäîãî ìîíîìà, ïîçâîëÿþùåãî ñòðîèòü
èñêîìûå ïðîäîëæåíèÿ äëÿ ëþáîãî ïîëèíîìà. Îäíàêî ýòîò àëãîðèòì â îáùåì ñëó-
÷àå íå ïîçâîëÿåò íàõîäèòü äèôôåðåíöèðóåìûå âûïóêëûå ïðîäîëæåíèÿ.

Ðàññìîòðèì íîâûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ áåñêîíå÷íî ãëàäêîãî âûïóêëîãî ïðîäîë-

æåíèÿ äëÿ ïîëèíîìîâ, îïðåäåëåííûõ íà ìíîæåñòâå E A Rn
n(

~
) 	 0

, ïîðîæäåííîì

ìóëüòèìíîæåñòâîì
~

, ,A a a a an i� � �{ } > 01 2 � , i n�J . Çäåñü è äàëåå R Rn n
 ��
0

int .

Ïîñêîëüêó ñèììåòðè÷íûé ìíîãî÷ëåí â òî÷êàõ ìíîæåñòâà E An (
~

) ïðèíèìàåò

ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå, òî ëþáîé ìíîãî÷ëåí íà ýòîì ìíîæåñòâå ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå ñóììû ìîíîìîâ ñ ïîëîæèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè [10, 12]. Â ïðî-
ñòåéøåì ñëó÷àå äëÿ ëþáîãî k �1 2, , ... èìååì

x ai
k

i

n

E A
i
k

i

n

n� �
� ��

1 1(
~

)
,

îòêóäà ïðè j n�J


 � 

�
�

�
� �x x aj

k

E A
i
k

i
i j

n

i
k

i

n

n(
~

) 1 1

. (18)

Â îáùåì ñëó÷àå ïðåäñòàâèì ïðîèçâîëüíûé ìîíîì k-é ñòåïåíè â âèäå

F x x
k k i

k

i

n

n

i

1
1

...
( ) �

�
� , (19)

ãäå k k i

i

n

�
�
�

1

, k i � 0 , i n�J .

Ïóñòü P � � �P l ln( )1 � — ìíîæåñòâî ïåðåñòàíîâîê èç ÷èñåë { }l ln1� �� . Òîãäà

F x A
l l

l l E An
n n

1
1

...
( ) (

~
)

( ) (
~

)

� � �
� �

� P

� ,

ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî âñåâîçìîæíûì ïåðåñòàíîâêàì èç P , à êîí-

ñòàíòà �(
~

)A çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì

�(
~

)

( )

A ai
l

i

n

l l

i

n

�
�� � �
��

11 � P

.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íà ìíîæåñòâå E An (
~

) ëþáîé ìîíîì F x
k kn1,... ,

( ) ñ îòðèöà-

òåëüíûì çíàêîì ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñóììó ìîíîìîâ ñ ïîëîæèòåëüíûìè
êîýôôèöèåíòàìè, ò.å.


 �
� �

� � � � �

F x F x
k k

E A
l l l

l l k
n

n
n

n
1 1 2

1 1

...
(

~
)

,
( ) \

( ) ( )
�

� �P kn

A

)

(
~

)� 
 � .

Âîçâðàòèìñÿ ê ìîíîìó F x
k k kn1 2...

( ) âèäà (19). Îáîçíà÷èì

� �
�
� ai

i

n

1

.

Ïîñêîëüêó
x ai

i

n

E A
i

i

n

n� �
� ��

1 1(
~

)
,
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òî äëÿ òî÷åê ìíîæåñòâà E A Rn
n(

~
) 	 0

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

ln ln
(

~
)

xi

i

n

E An�
� �

1

�.

Îòñþäà, ïîëàãàÿ  �
�

max
i J

i
n

k , èìååì

F x k x k x
k k i i

i

n

E A
i

n
n

1
1

�
( ) exp ln exp ( ) ln

(
~

)
�

�
�
�

�
�
�

� 
 

�
�  i

i

n

�
� �

�
�
�

�
�
�

�
1

 �ln

� 


�
��  

xi
k

i

n
i

1

.
(20)

Â ïðîöåññå ïðåîáðàçîâàíèé (20) èñïîëüçîâàëñÿ òîò ôàêò, ÷òî ìîíîòîííî âîçðàñòà-
þùàÿ âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ îò âûïóêëîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé. Ïîýòîìó ôóíêöèÿ

F x
k kn1...

( ) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé è, êàê ñëåäóåò èç åå âèäà, áåñêîíå÷íî ãëàäêîé íà R n
0

.

Ïðèâåäåííûé âûøå êîíñòðóêòèâíûé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ âûïóêëîãî ïðî-
äîëæåíèÿ äëÿ ìîíîìîâ äîêàçûâàåò ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 3. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëèíîìà, çàäàííîãî íà ìíîæåñòâå E An (
~

) ,

ïîðîæäåííîì ìóëüòèìíîæåñòâîì
~

, ,A a a a a in i n� � � �{ } > 0,1 2 � J , ñóùåñòâóåò

âûïóêëîå áåñêîíå÷íî ãëàäêîå ïðîäîëæåíèå íà R n
0

, ïðè÷åì äëÿ ëþáîãî ìîíîìà

F x
k kn1...

( ) âèäà (19) âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

F x a x
k k

E A
i

i

n

i
k

i

n

n
n

i

1
1 1

...
(

~
)

( ) �
�

�
�
�

 

!
"
"

�




�
� �




, (21)

ãäå  �
�

max
i J

i
n

k .

Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò êëàññ çàäà÷ êâàäðàòè÷íîé îïòèìèçàöèè íà âåð-
øèííî-ðàñïîëîæåííûõ ìíîæåñòâàõ. Ïîñòðîåíèå âûïóêëûõ ïðîäîëæåíèé äëÿ
êâàäðàòè÷íûõ ôóíêöèé íà ðàçëè÷íûõ åâêëèäîâûõ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâàõ
ðàññìîòðåíû â [13, 16, 22–24, 27]. Îáîáùåíèå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ íà êëàññ ñôåðè÷åñ-
êè ðàñïîëîæåííûõ ìíîæåñòâ ïîçâîëÿåò ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü íà ñôåðè÷åñêè ðàñïîëîæåííîì ìíîæåñòâå S S r� ( , )� çàäà-

íà êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ
f x Cx x b x( ) ( , ) ( , )� � , (22)

ãäå C cij n n� #[ ] — ïðîèçâîëüíàÿ ñèììåòðè÷íàÿ n n# -ìàòðèöà, à b — n-ìåðíûé

âåêòîð. Òîãäà ñóùåñòâóåò âûïóêëîå ïðîäîëæåíèå
~

( ) (
~

, ) (
~

, )
~

f x Cx x b x d� � �

ôóíêöèè f x( ) íà ïðîñòðàíñòâî R n , ãäå
~

[~ ]C cij n n� # — ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæè-

òåëüíî-ïîëóîïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà,
~
b — n-ìåðíûé âåêòîð,

~
d — êîíñòàíòà.

Ïóñòü S r( , )� — ãèïåðñôåðà, çàäàííàÿ óñëîâèåì (7), è S S r� ( , )� . Ïîñòðîå-

íèå âûïóêëîãî ïðîäîëæåíèÿ â R n äëÿ êëàññà êâàäðàòè÷íûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ
íà ñôåðè÷åñêè ðàñïîëîæåííîì ìíîæåñòâå S , îñíîâûâàåòñÿ íà ñëåäóþùèõ ýêâè-
âàëåíòíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ:

$ � $ � 
 �
��

�
�

��x x x x x xi j
S

i j k k k

k

n

k
k i j

n

k
k

n1

2
22 2

11

2

1

( )

,

� �� 


�

�

�
�
��

 

!

"
"
""

r 2 , 1� �i<j n; (23)


 � 
 � 

��

�
�

�� �x x x ri
S k k k

k

n

k
k i

n

k
k

n
2 2

11

2

1

22 � � . (24)
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Îñóùåñòâëÿÿ ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ôóíêöèè (22) â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ âûðàæåíèÿìè (23), (24), èìååì

~
( ) ( ) | | | | ( || ||

:

f x f x c c xii

i ñ

ij

i jii

� � �
�

�

�
�

 

!

"
"



� �

� �
0

� 2 2
r ) . (25)

Ïóñòü � � �
� �

� �| | | |

:

c cii

i ñ

ij

i jii 0

. Òîãäà äëÿ ôóíêöèè
~

( ) (
~

, ) (
~

, )
~

f x Cx x b x d� � �

èìååì
~

,
~

,
~

( )Ñ Ñ I b b d r� � � 
 � 
� �� � �2 2 2 ,

ãäå I — åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Ïðè ýòîì â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 2 äëÿ ëþáî-

ãî 
  0 êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ
~

( ) || ||f x x� 

 � 2 áóäåò ñèëüíî âûïóêëîé ñ ïà-

ðàìåòðîì 
 .

Ïðèìåíèì ïîëó÷åííûå âûøå ðåçóëüòàòû äëÿ èññëåäîâàíèÿ êëàññà çàäà÷
äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè íà âåðøèííî-ðàñïîëîæåííûõ ìíîæåñòâàõ.

Îñóùåñòâèì ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ çàäà÷è (3)–(6). Äëÿ ýòîãî ïðåä-
ñòàâèì îãðàíè÷åíèÿ-ðàâåíñòâà (6) â âèäå

g xi ( ) � 0 ,
(26)


 � �g x , ii m k( ) \0 J J .

Äëÿ ôóíêöèè f x( ) è ôóíêöèé g xi ( ) , i m�J , íàõîäÿùèõñÿ â ëåâûõ ÷àñòÿõ
îãðàíè÷åíèé-íåðàâåíñòâ (5) è (26), ïîñòðîèì âûïóêëûå ïðîäîëæåíèÿ íà âûïóê-
ëîå ìíîæåñòâî X E� conv

~
( ) ( )f x f x

E
� ,

~ ( ) ( ),g x g x ii
E

i m� �J ,

~ ( ) ( ), \g x g x ii
E

i m k r m� 
 �
 � J J , r m k� 
2 .

Òîãäà ñ ó÷åòîì ïðèâåäåííûõ âûøå ðåçóëüòàòîâ î ñóùåñòâîâàíèè âûïóêëûõ
ïðîäîëæåíèé äëÿ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà âåðøèííî-ðàñïîëîæåííûõ ìíîæåñò-
âàõ, ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 5 (îá ýêâèâàëåíòíîñòè çàäà÷ îïòèìèçàöèè íà âåðøèííî-ðàñïîëî-

æåííûõ ìíîæåñòâàõ). Ïóñòü E R n	 – êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òàêîå, ÷òî
E E� vert conv . Òîãäà

arg min ( ) arg min
~

( )
~

f x f x
x G x G� �

� ,

ãäå G x E g x i g x ii k i m k= { }� � � � �: ( ) , , ( ) , \0 0J J J ,
~

: ~ ( ) ,G x E g x ii r� � � �{ }0 J .

Àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü äëÿ äèôôåðåíöèðóåìûõ

è ñèëüíî âûïóêëûõ ïðîäîëæåíèé
~ ~f x g x ii r( ), ( ), �J .

Ñ òåîðåòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, òåîðåìà 5 ïðåäñòàâëÿåò îñîáûé èíòåðåñ, ïî-
ñêîëüêó ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü àïïàðàò òåîðèè âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
äëÿ ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷, âîçíèêàþùèõ â ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìàõ
äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè.

ÏÐÈÌÅÐ ÏÎÑÒÐÎÅÍÈß ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÎÉ ÇÀÄÀ×È ÄÈÑÊÐÅÒÍÎÉ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ
ÍÀ ÅÂÊËÈÄÎÂÎÌ ÌÍÎÆÅÑÒÂÅ ÏÅÐÅÑÒÀÍÎÂÎÊ

Ïðîèëëþñòðèðóåì ïðèìåíåíèå ïðèâåäåííûõ âûøå ðåçóëüòàòîâ äëÿ ýêâèâàëåíò-
íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ çàäà÷è îïòèìèçàöèè íà ìíîæåñòâå ïåðåñòàíîâîê.

Ïóñòü E A10 (
~

) — åâêëèäîâî ìíîæåñòâî ïåðåñòàíîâîê, ïîðîæäåííîå ìóëü-

òèìíîæåñòâîì
~

,A a a a� � �{ } =1 2 10� {1, 2, 2, 4, 5, 6, 7, 7, 7, 9}.
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Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè

f x x x x x x x x x x x x x x
E

( ) min
(

� � �
1
4

2 3
3

4
2

6 7
4

9
4

1 3
2

5 7
2

8 10
22

10

~
)A

(27)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

g1 1
2

2 3 2 7 3
2

4 5 7
2

6 7 7 92 6 3 4 2 4 2( )x x x x x x x x x x x x x x� 
 � 
 � 
 
 � 
 � �3
10
2x

(28)

� 
 � 
 � 
 � �5 3 5 4 01 2 4 5 7 9 10x x x x x x x ;

g 2 1
3

2
4

4 5
3

6
4

7
3

8
2

9 10
23 2 5 3 2 4 7 5( )x x x x x x x x x x� 
 � 
 � 
 
 
 
 � 
250 0� . (29)

Ôóíêöèîíàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ íåðàâåíñòâà (28), (29),
à ïðÿìûå îãðàíè÷åíèÿ èìåþò âèä

x E A� 10 (
~

) . (30)

Äëÿ îïèñàíèÿ ìíîæåñòâà E A10 (
~

) âîñïîëüçóåìñÿ ïîëèýäðàëüíî-ñôåðè÷åñêèì

ïðåäñòàâëåíèåì â ñîîòâåòñòâèè ñ (8), (9):

xi

i�
� �

1

10

0� ,
(31)

x ki
i J

k

k
� 	

�

� � �
�
�

�

10

9

| |

, J ,

( )x ri

i�
� 
 �

1

10
2 2� , (32)

ãäå � �
�
�

1

10 1

10

ai

i

, r ai

i

� 

�
� ( )

1

10
2� , � k i

i

k

a�
�
�

1

, k �J 9 .

Òàêèì îáðàçîì, òî÷êè ìíîæåñòâà E A10 (
~

) ëåæàò íà ãèïåðñôåðå S r( , )� ìèíè-

ìàëüíîãî ðàäèóñà r � 8 ñ öåíòðîì â òî÷êå � � �� ( , ..., )1 10 , ãäå � i � 5 , i�J10 . Äðó-
ãèå êîíñòàíòû èìåþò âèä

� � � � � � � � �1 2 3 4 5 6 7 8 91 3 5 9 14 20 27 34 41� � � � � � � � �; ; ; ; ; ; ; ; ; �10 50� .

Âûïóêëîå ïðîäîëæåíèå ôóíêöèè f x( ) â ñîîòâåòñòâèè ñ (21) ïðèìåò âèä

~
( )f x

x x x x x x x x x x x x x x
� �

� �4

2
3

3 4
2

5
4

6
3

8
4

10
4

2

1 2
2

4
2

5 6
2

8 9

2

2
, (33)

ãäå � � �
�
� ai

i 1

10

1481760 .

Ïîñòðîèì âûïóêëûå ïðîäîëæåíèÿ äëÿ ôóíêöèé g x g x1 2( ), ( ) . Ïîñêîëüêó
g x1 ( ) — êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ, òî ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû (25) ïîëó÷èì

|| ||x r x xi

i

i

i


 
 � 
 �
� �
� �� 2 2 2

1

10

1

10

10 186,

� � � � � � � � �| | | | | | | | | | | | | |c c c c c c c11 23 27 45 77 67 79 12 .

Ñëåäîâàòåëüíî,

~ ( )g x x x x x x x x1 1
2

2
2

3
2

4
2

5
2

6
2

7
211 12 15 12 12 12 10 1� � � � � � � � 2 12 15

8
2

9
2

10
2x x x� � 



 
 
 
 
 
 
 
 
115 121 120 117 121 120 115 120 11 2 2 4 5 2 7 2x x x x x x x x 21 1169 10x x
 �

� 
 
 � 
 � �2 6 4 4 2 2232 02 3 2 7 4 5 6 7 7 9x x x x x x x x x x . (34)
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Äëÿ ïîñòðîåíèÿ âûïóêëîãî ïðîäîëæåíèÿ äëÿ ôóíêöèè g x2 ( ) âîñïîëüçóåìñÿ
ôîðìóëîé (18) äëÿ ÷åòûðåõ åå íåëèíåéíûõ ìîíîìîâ ñ îòðèöàòåëüíûì çíàêîì.
Ñãðóïïèðîâàâ ìîíîìû îäèíàêîâûõ ñòåïåíåé, èìååì

~ ( )g x x x x x x x x x x2 4 9 1
2

2
2

3
2

4
2

5
2

6
2

7
22 7 4 4 4 4 4 4 4� 
 
 � � � � � � � � � �4 9

9
2

10
2x x

� � � � � � � � � �2 3 3 3 8 3 3 3 3
1
3

2
3

3
3

4
3

5
3

6
3

7
3

8
3

9
3

10
3x x x x x x x x x x �

� � � � � � � � � 
3 6 3 3 3 3 3 3 3 559
1
4

2
4

3
4

4
4

5
4

7
4

8
4

9
4

10
4x x x x x x x x x 68 0� . (35)

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à (27)–(29) ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å ìèíèìèçàöèè âûïóê-
ëîé ôóíêöèè (33) ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (31), (32), (34), (35), ãäå ôóíêöèè ~ ( )g x1 ,
~ ( )g x2 — âûïóêëûå.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Îñíîâíûå íàïðàâëåíèÿ ïðèëîæåíèÿ îïèñàííûõ ðåçóëüòàòîâ ñâÿçàíû ñ âîçìîæ-
íîñòüþ èñïîëüçîâàíèÿ àïïàðàòà âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïðè ðåøåíèè
âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ â ðàçëè÷íûõ ñõåìàõ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè íà ïîëè-
ýäðàëüíî-ñôåðè÷åñêèõ ìíîæåñòâàõ. Íàèáîëåå ýòî êàñàåòñÿ ðåøåíèÿ ðåëàêñàöè-
îííûõ çàäà÷ íà óêàçàííûõ ìíîæåñòâàõ. Äëÿ ïîëèýäðàëüíî-ñôåðè÷åñêèõ ìíî-
æåñòâ âîçìîæíû äâà òèïà ðåëàêñàöèè. Â ïåðâîì ñëó÷àå èìååì ðåëàêñàöèîí-
íóþ çàäà÷ó îïòèìèçàöèè âûïóêëîé ôóíêöèè ïðè âûïóêëûõ ôóíêöèîíàëüíûõ
îãðàíè÷åíèÿõ è ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâàõ, îïèñûâàþùèõ ñîîòâåòñòâóþùèé êîì-
áèíàòîðíûé ìíîãîãðàííèê. Äàííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé âûïóêëîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ, äëÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ êîòîðîé ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ýôôåê-
òèâíûõ ìåòîäîâ. Ïðè ýòîì îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò êëàññ çàäà÷, â êîòî-
ðûõ öåëåâàÿ ôóíêöèÿ è ôóíêöèîíàëüíûå îãðàíè÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ
êâàäðàòè÷íûìè. Ýòî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ñîâðåìåííûå ìåòîäû êâàäðàòè÷-
íîé îïòèìèçàöèè, ïðåäëîæåííûå, íàïðèìåð, â ìîíîãðàôèè [50].

Äðóãèì ïîäõîäîì ê ðåëàêñàöèè ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷
íà ãèïåðñôåðå. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ êâàäðàòè÷íûõ ôóíêöèé òàêèå ïîäõîäû
ðàññìîòðåíû â ðàáîòå [51].

Ïîñòðîåíèå âûïóêëûõ ïðîäîëæåíèé äëÿ öåëåâîé ôóíêöèè è ôóíêöèîíàëü-
íûõ îãðàíè÷åíèé ñóùåñòâåííî ðàñøèðÿåò âîçìîæíîñòè óñèëåíèÿ íèæíèõ îöåíîê
â çàäà÷àõ ìèíèìèçàöèè íà ðàçëè÷íûõ ïîäìíîæåñòâàõ îáëàñòè äîïóñòèìûõ ðåøå-
íèé. Ýòî ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî ïîâûñèòü ýôôåêòèâíîñòü íàïðàâëåííîãî ïåðå-
áîðà â äåêîìïîçèöèîííûõ ìåòîäàõ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè, òàêèõ êàê ìåòîä
âåòâåé è ãðàíèö, ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíîãî àíàëèçà âàðèàíòîâ [3, 52] è äð. Ïðèìå-
íåíèå ñâîéñòâ ïîëèýäðàëüíî-ñôåðè÷åñêèõ ìíîæåñòâ, îñíîâàííûõ íà èõ ðàçëîæå-
íèè ïî ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèìñÿ ïîëèýäðàëüíî-ñôåðè÷åñêèì ïîäìíîæåñòâàì,
äàåò âîçìîæíîñòü îñóùåñòâëÿòü ðàçëè÷íûå òåîðåòè÷åñêè îáîñíîâàííûå ñõåìû
âåòâëåíèÿ.
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Ñ.Â. ßêîâëåâ, Î.Ñ. Ï³÷óã³íà
ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒ² ÇÀÄÀ× ÊÎÌÁ²ÍÀÒÎÐÍÎ¯ ÎÏÒÈÌ²ÇÀÖ²¯
ÍÀ ÏÎË²ÅÄÐÀËÜÍÎ-ÑÔÅÐÈ×ÍÈÕ ÌÍÎÆÈÍÀÕ

Àíîòàö³ÿ. Ðîçãëÿíóòî êëàñ çàäà÷ êîìá³íàòîðíî¿ îïòèì³çàö³¿ íà ïîë³åäðàëü-
íî-ñôåðè÷íèõ ìíîæèíàõ. Óçàãàëüíåíî ðåçóëüòàòè òåîð³¿ îïóêëèõ ïðîäîâ-
æåíü íà äåÿê³ êëàñè ôóíêö³é, ùî çàäàí³ íà ñôåðè÷íî- òà âåðøèííî-ðîçòà-
øîâàíèõ ìíîæèíàõ. Âèõ³äíà çàäà÷à åêâ³âàëåíòíî ñôîðìóëüîâàíà ÿê çàäà÷à
ìàòåìàòè÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ ç îïóêëèìè ö³ëüîâîþ ôóíêö³ºþ òà
ôóíêö³îíàëüíèìè îáìåæåííÿìè. Íàâåäåíî ÷èñåëüíó ³ëþñòðàö³þ ³ ìîæëèâ³
çàñòîñóâàííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàò³â äî ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ êîìá³íàòîðíî¿
îïòèì³çàö³¿.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: êîìá³íàòîðíà îïòèì³çàö³ÿ, ïîë³åäðàëüíî-ñôåðè÷íà ìíîæè-
íà, íåïåðåðâíå ïðåäñòàâëåííÿ, îïóêëå ïðîäîâæåííÿ.

S.V. Yakovlev, O.S. Pichugina
PROPERTIES OF COMBINATORIAL OPTIMIZATION PROBLEMS
OVER POLYHEDRAL-SPHERICAL SETS

Abstract. A class of combinatorial optimization problems over polyhedral-
spherical sets is considered. The results of convex extensions theory are
generalized to certain classes of functions defined on sphere-located and
vertex-located sets. The original problem has been equivalently formulated as
a mathematical programming problem with convex both objective function and
functional constraints. A numerical illustration and possible applications of the
results to solving combinatorial problems are given.

Keywords: combinatorial optimization problem, polyhedral-spherical set,
continuous representation, convex extension.
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