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ÌÎÄÅËßÕ ÄÈÍÀÌÈÊÈ ÒÎËÑÒÛÕ ÓÏÐÓÃÈÕ ÏËÈÒ

Àííîòàöèÿ. Ðåøåí êîìïëåêñ çàäà÷ ïî ïîñòðîåíèþ òðåõìåðíîãî ïîëÿ óïðó-
ãèõ äèíàìè÷åñêèõ ñìåùåíèé òî÷åê ïëîñêîé óïðóãîé ïëèòû ñ ïðîèçâîëüíîé
ãðàíè÷íî-òîðöåâîé ïîâåðõíîñòüþ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ãðàíè÷íîå ñîñòîÿíèå
ïëèòû çàäàíî ÷åðåç ñèëîâûå âîçìóùàþùèå ôàêòîðû èëè ôóíêöèþ âåêòîðà
ñìåùåíèé. Ðåøåíèå çàäà÷ ïîñòðîåíî íà áàçå êëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ëÿìå
ïðîñòðàíñòâåííîé òåîðèè óïðóãîñòè ïðè åãî ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì ñîãëàñî-
âàíèè ñ èìåþùèìèñÿ âíåøíåäèíàìè÷åñêèìè íàáëþäåíèÿìè çà ñîñòîÿíèåì
ïëèòû. Âûïîëíåíà îöåíêà òî÷íîñòè óêàçàííîãî ñîãëàñîâàíèÿ. Ñôîðìóëèðî-
âàíû óñëîâèÿ îäíîçíà÷íîñòè ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïðîñòðàíñòâåííî ðàñïðåäåëåííûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû,
ïðîñòðàíñòâåííûå çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè, ïñåâäîèíâåðñèÿ, òîëñòûå óïðó-
ãèå ïëèòû.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Èññëåäîâàíèÿ óïðóãî-äåôîðìèðóåìîãî ñîñòîÿíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ êîíñòðóêöèé
òèïà «ïëàñòèíà», «ïëèòà», «îáîëî÷êà» âåäóòñÿ â òå÷åíèå ìíîãèõ ëåò. Ïðîáëåìû
ïîñòðîåíèÿ ïðîñòûõ è íàäåæíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé äèíàìèêè óêàçàííûõ
îáúåêòîâ ðåøàëèñü [1] ïðè ñóùåñòâåííîì èñïîëüçîâàíèè èõ âûðîæäåííîñòè ïî
îäíîé èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ðàçìåðíîñòåé. Êàê ïðàâèëî, ðàññìàòðèâàëèñü äâóõìåð-
íûå ìîäåëè ñ àïïðîêñèìàöèåé êàðòèíû äèíàìè÷åñêèõ ñìåùåíèé ñðåäèííîé ïî-
âåðõíîñòè îáúåêòà íà âñþ òîëùèíó ñîãëàñíî ìåõàíè÷åñêèì, ãåîìåòðè÷åñêèì è
÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêèì ãèïîòåçàì ðàçíîãî ðîäà. Â ðàáîòàõ [2–4] ïðåäëîæåíà ïî-
ëóòðåõìåðíàÿ ìîäåëü äèíàìèêè òîëñòûõ óïðóãèõ ïëàñòèí è ïëèò, êîòîðàÿ îïè-
ñûâàåòñÿ äâóõìåðíûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè, ïàðàìåòðè÷åñêè çà-
âèñèìûìè îò ïîïåðå÷íîé êîîðäèíàòû. Ìîäåëü ïîñòðîåíà íà îñíîâàíèè êëàññè-
÷åñêèõ òðåõìåðíûõ óðàâíåíèé Ëÿìå ïóòåì èõ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âûðîæäåííîé
ïîïåðå÷íîé êîîðäèíàòå. Èíòåãðàëüíûé ýêâèâàëåíò äèôôåðåíöèàëüíîé ìàòåìàòè-
÷åñêîé ìîäåëè [4], ïðåäëîæåííûé â [5], ïîçâîëÿåò ðåøèòü ðÿä ïðÿìûõ [6] è îá-
ðàòíûõ [7, 8] çàäà÷ äèíàìèêè òîëñòûõ óïðóãèõ ïëèò, íàõîäÿùèõñÿ, â ÷àñòíîñòè,
â óñëîâèÿõ íåïîëíîòû èíôîðìàöèè îá èõ íà÷àëüíî-êðàåâîì ñîñòîÿíèè. Êðîìå
òîãî, ïîñòðîåíà ôóíêöèÿ ïîïåðå÷íûõ äèíàìè÷åñêèõ ñìåùåíèé, êîòîðàÿ, ÿâëÿÿñü
òî÷íûì ðåøåíèåì ñëîæíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìîäåëè, â ñîîòâåò-
ñòâèè ñî ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèì êðèòåðèåì ñîãëàñóåòñÿ ñ íà÷àëüíî-êðàåâûìè íà-
áëþäåíèÿìè çà ñîñòîÿíèåì ïëèòû. Ñîãëàñíî ýòîìó êðèòåðèþ èìåþùèåñÿ íà-
áëþäåíèÿ çà ïëèòîé ìîäåëèðîâàëèñü ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû äèñêðåòíî è íåïðå-
ðûâíî îïðåäåëåííûõ ôóíêöèé, êîòîðûå ïî ñâîåé ïðèðîäå ñîîòâåòñòâîâàëè
ôèêòèâíûì ìàññîâûì ñèëàì, îïðåäåëåííûì âíå ïðîñòðàíñòâåííîé îáëàñòè ïëè-
òû è ïðè îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ âðåìåííîé êîîðäèíàòû. Ïðè çíà÷èòåëüíîì
óâåëè÷åíèè òîëùèíû ïëèòû (êîãäà îíà ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê òðåõìåðíîå
òåëî) íåîáõîäèìà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, êîòîðàÿ ïîçâîëèëà áû îïèñûâàòü çà-
âèñèìîñòü ïîëÿ äèíàìè÷åñêèõ ñìåùåíèé òî÷åê ïëèòû íå òîëüêî îò ïðîñòðàí-
ñòâåííî ðàñïðåäåëåííûõ ñèë, íî è îò ñèëîâûõ âîçìóùåíèé, èìåþùèõ ìåñòî
íà âåðõíåé, íèæíåé è òîðöåâîé ïîâåðõíîñòÿõ ïëèòû. Òàêèå ìàòåìàòè÷åñêèå
ìîäåëè ïîçâîëèëè áû ïðè èññëåäîâàíèè äèíàìèêè íåïîëíî íàáëþäàåìûõ òîë-
ñòûõ óïðóãèõ ïëèò äîïîëíèòü îáúåìíî îïðåäåëåííûå ìîäåëèðóþùèå ôóíêöèè
ïîâåðõíîñòíî çàäàííûìè. Óêàçàííûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè äèíàìèêè òîë-
ñòûõ óïðóãèõ ïëèò ïîñòðîåíû íèæå ïîñëå ïñåâäîîáðàùåíèÿ òðåõìåðíûõ óðàâ-
íåíèé Ëÿìå [9] ïðîñòðàíñòâåííîé òåîðèè óïðóãîñòè.
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Ðàññìîòðèì îòíåñåííóþ ê äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ( , , )x y z óïðóãóþ

ïëèòó, ãðàíè÷íûå ïîâåðõíîñòè z
h

� �
2

êîòîðîé âìåñòå ñ òîðöåâîé ïîâåðõíî-

ñòüþ �( , , )x y z íàõîäÿòñÿ ïîä âëèÿíèåì äèíàìè÷åñêèõ (t — âðåìÿ) âíåøíåâîç-
ìóùàþùèõ ôàêòîðîâ

f x y t f x y t f x y t f x y t� � � ��( , , ) ( ( , , ), ( , , ), ( , , ))
1 2 3

T ,

f x y t f x y t f x y t f x y t� � � ��( , , ) ( ( , , ), ( , , ), ( , , ))1 2 3
T ,

f s f s f s f s� � � �( ) ( ( ), ( ), ( ))�
1 2

T ,

ñîñòàâëÿþùèå f i
� , f i

� , f i
� ( , )i �1 3 êîòîðûõ ïðè s t� �( , )� ( , , , )x y z t íàïðàâ-

ëåíû ïî îñÿì Ox Oy Oz, , ñîîòâåòñòâåííî. Äîïîëíèòåëüíî áóäåì ïðåäïîëàãàòü
íàëè÷èå ïðîñòðàíñòâåííî ðàñïðåäåëåííûõ ñèëîâûõ ôàêòîðîâ

f s f s f s f s( ) ( ( ), ( ), ( ))� col 1 2 3

ñ ïîêîîðäèíàòíûìè ñîñòàâëÿþùèìè f si ( ) ( , )i �1 3 .

Ïîñòðîèì äèíàìè÷åñêèå çàâèñèìîñòè âåêòîðà

u s u s u s u s( ) ( ( ), ( ), ( ))� col 1 2 3

äèíàìè÷åñêèõ ñìåùåíèé u si ( ) ( , )i �1 3 òî÷åê ïëèòû â íàïðàâëåíèè êîîðäèíàò-

íûõ îñåé Ox Oy Oz, , îò óêàçàííûõ âûøå âíåøíåäèíàìè÷åñêèõ âîçìóùàþùèõ
ôàêòîðîâ. Ïðè ýòîì áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî

u s u s u s u s u s( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � � ��
� � � (1)

ïðè u s� ( ) , u s� ( ) , u s� ( ) , u s� ( ) , ñîîòâåòñòâóþùèõ âîçìóùåíèÿì f s( ) , f s� ( ) ,

f s� ( ) , f s� ( ) ñîîòâåòñòâåííî.

Çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ âåêòîð-ôóíêöèè u s( ) áóäåò ðåøåíà, åñëè áóäóò íàéäåíû

ìàòðè÷íûå ôóíêöèè G s s� � �( ), G s s� ��( ), G s s� ��( ), G s s� �( )� , êîòîðûå

äåéñòâèå ìàññîâûõ è ïîâåðõíîñòíûõ âîçìóùàþùèõ ôàêòîðîâ, èìåþùèõ ìåñòî
â ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ òî÷êàõ

s t S T S T� � � � 	 
 �( , ) [ , ]� 0 0
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h

t S z
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t S z
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T S� �� ��
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�
 �, , , [ , ]
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00 0 , s t T S� ��� 	 
 �( , ) [ , ]� 0

0

(çäåñü S 0 — ïðîñòðàíñòâåííàÿ îáëàñòü òåëà ïëèòû, à � — åå òîðöåâàÿ ïîâåðõ-

íîñòü), ïåðåäàþò â òî÷êó s S T	
0

.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è áóäåì èñõîäèòü èç òðåõìåðíûõ óðàâíåíèé Ëÿìå [9]
ïðîñòðàíñòâåííîé òåîðèè óïðóãîñòè è äëÿ óäîáñòâà çàïèøåì èõ â âèäå

L u s f ss( ) ( ) ( )� � . (2)

Çäåñü
L s( )� � (3)

�

� � � � � � � � � � � � � �

�
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� � � � � � � �

� �
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2
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x y z t x y x z

� � � � � � � � � � � � �

� � � �
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� � � � � �

� � �
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� � � � �) ( ) ( )� � � � � � � � � �
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ÿâëÿåòñÿ ìàòðè÷íûì äèôôåðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì, â êîòîðîì � — óäåëüíàÿ
ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà ïëèòû, à � è � — êîíñòàíòû Ëÿìå, êîòîðûìè õàðàêòåðèçó-
þòñÿ óïðóãèå ñâîéñòâà ìàòåðèàëà òåëà, � � � � � � � � �s t x y z t( , ) ( , , , )� — âåêòîð
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì x y z, , è âðåìåíè t.

Îïðåäåëÿÿ ñîñòàâëÿþùèå u s� ( ), u s� ( ), u s� ( ), u s� ( ) â (1) ñîîòíîøåíèÿìè

u s G s s f s ds

S T

� �� � � � ��( ) ( ) ( )

0

,

u s G s s f s dx dy dt

S

� � � � �� � � � � � �
�
�( ) ( ) ( )

0

,

(4)

u s G s s f s dx dy dt

S

� � � � �� � � � � � �
�
�( ) ( ) ( )

0

,

u s G s s f s d dt

S

� � � � �

�

( ) ( ) ( )� � � � � ��
0

� ,

äåëàåì âûâîä, ÷òî ïðåäñòàâëåííàÿ ñîãëàñíî (1) âåêòîð-ôóíêöèÿ u s( ) áóäåò
óäîâëåòâîðÿòü [11] óðàâíåíèþ (2), ñîãëàñîâàííîìó ñ ïîâåðõíîñòíî-òîðöåâûìè

íàãðóçêàìè f s f s f s� � � �( ), ( ), ( )� � òàê, ÷òî

L u ss( ) ( )� �

f s s S

f s s x y
h

t S

f s

T( ) ;

( ) ( , , , ) ;

( )

ïðè

ïðè

ïðè

	

� � 	� � � �

0

02

� � s S� �	

�

�

�
�

�

�
�

0

(5)

ïðè
G s s G s s

s S T� �	
� � � � �( ) ( )

0

,

G s s G s s
s S

�
�	

� � � � � �( ) ( )
0

, (6)

G s s G s s
s S

�
�( ) ( )� � � � �

�	 0

è
L G s s s ss( ) ( ) ( )� � � � � �� , (7)

ãäå
� ( ) ( ( ), , )s s s s i� � � � �diag � 1 3 ,

� � � � �( ) ( ) ( ) ( ) ( )s s x x y y z z t t� � � � � � � � � � � ,

à �( )x x� � , �( )y y� � , �( )z z� � , �( )t t� � — �-ôóíêöèè Äèðàêà, äëÿ êîòîðûõ
èìåþò ìåñòî èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ âèäà

�
�

��( ) ( )t t
i

e di t t� � � � �

��

��

�
1

2
(çäåñü i — ìíèìàÿ åäèíèöà).

Ðåøåíèåì (7) áóäåò ìàòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ

G s s
E p q s s

L p q
dpdq

i

i

( )
( , , )

( , )
,� � �

� �

� �

� �

�
1

16 4�
(8)

ãäå
p p� ( 1, p2 , p3 ) , dp dp dp dp� 1 2 3 ,

E p q s s e
p x x p y y p z z q t

( , , ) (
( ) ( ) ( ) (� � � � � � � � � � � � �

diag 1 2 3 t �)
, i �1 3, ).



Çàìåòèì, ÷òî èç ðåøåíèé (8) óðàâíåíèÿ (7), ïîñòðîåííûõ [10] ñ ïðèìåíåíèåì
èíòåãðàëüíûõ âû÷åòîâ êëàññè÷åñêîé òåîðèè ôóíêöèè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé,
â (6) äîëæíû ôèãóðèðîâàòü òîëüêî íåïðåðûâíûå ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå
óñëîâèÿì ñèììåòðè÷íîñòè ïî àðãóìåíòó è çàòóõàþùèå íà áåñêîíå÷íîñòè.

Ñ ó÷åòîì (6), (8) ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (1), (4) ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî ïîëå
óïðóãèõ äèíàìè÷åñêèõ ñìåùåíèé òî÷åê ïðîèçâîëüíîé òîëùèíû óïðóãîé ïëèòû
áåç îãðàíè÷åíèé, ñâÿçàííûõ ñ ãåîìåòðèåé åå áîêîâîé ïîâåðõíîñòè, äëÿ ñëó÷àåâ,
êîãäà îáúåìíûå è ïîâåðõíîñòíî-òîðöåâûå ñèëîâûå âîçäåéñòâèÿ íà íåå çàäàíû ñèñ-

òåìîé íåïðåðûâíî îïðåäåëåííûõ âåêòîð-ôóíêöèé f s( ) , f s� ( ) , f s� ( ) . Ïîëó÷åí-

íîå ðåøåíèå òàêæå èìååò ìåñòî ïðè óñëîâèè, ÷òî ýòè ôóíêöèè çàäàíû â ïîäîá-
ëàñòÿõ ãðàíè÷íûõ è òîðöåâûõ ïîâåðõíîñòåé. Â ýòîì ñëó÷àå èíòåãðèðîâàíèå â (4)
âûïîëíÿåòñÿ ïî ýòèì ïîäîáëàñòÿì.

Ïîñòðîåííîå ðåøåíèå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äàæå äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà
âíåøíåäèíàìè÷åñêèå âîçìóùàþùèå ôàêòîðû îïðåäåëåíû ñèñòåìîé âåêòîðîâ

f f m Mm� �col( , , )1 , f f m Mm
� � �� �col( , , )1 , f f m Mm

� � �� �col( , , )1

çíà÷åíèé f f s m M f f s m Mm m m m� � � �� � � �( ) ( , ), ( ) ( , )1 1 , f f sm m
� � �� ( ) ( , )m M� 1 �

âåêòîð-ôóíêöèé f s( ) , f s� ( ) , f s� ( ) â òî÷êàõ s Sm
T	
0

, s Sm
� �	

0
, s Sm

� �	
0

.

Â ýòîì ñëó÷àå ñîñòàâëÿþùèå u s� ( ) , u s� ( ) , u s� ( ) âåêòîð-ôóíêöèè (1) îïðåäå-

ëèì ñîîòíîøåíèÿìè:

u s G s s fm

m

M

m�
�

� ��( ) ( )

1

,

u s G s s fm

m

M

m
� � �

�

�� �

�

�( ) ( )

1

, (9)

u s G s s fm

m

M

m
� � � �

�

( ) ( )� �
�
�

1

.

Ïðè ýòîì, êàê è âûøå, ñîãëàñíî [11]

L u s f m Ms s s m
m

( ) ( ) ( , )� � �
�

1 ,

L u s f m Ms s s m
m

( ) ( ) ( , )� � �
�

� �
� 1 ,

L u s f m Ms s s m
m

( ) ( ) ( , )� � �
� �

� �1 .

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÒÐÅÕÌÅÐÍÎÉ ÇÀÄÀ×È
ÄÈÍÀÌÈÊÈ ÒÎËÑÒÛÕ ÓÏÐÓÃÈÕ ÏËÈÒ, ÍÀÁËÞÄÀÅÌÛÕ
ÏÎ ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÍÎ-ÒÎÐÖÅÂÛÌ ÑÌÅÙÅÍÈßÌ

Ïîñòàíîâêà çàäà÷ è ïðîáëåìû èõ ðåøåíèÿ. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ
îïðåäåëåííîé ñîãëàñíî (2) âåêòîð-ôóíêöèè u s( ) ñîñòîÿíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé
âûøå óïðóãîé ïëèòû òîëùèíû 2h äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà âíåøíåäèíàìè÷åñêèå íà-
áëþäåíèÿ çà åå ñîñòîÿíèåì çàäàíû íå ñèëîâûìè âåêòîð-ôóíêöèÿìè f s( ) ,

f s� ( ) , f s� ( ) , à ëèíåéíî ïðåîáðàçîâàííûìè ôóíêöèÿìè äèíàìè÷åñêèõ ñìå-

ùåíèé ïîâåðõíîñòíî-ãðàíè÷íûõ òî÷åê ïëèòû, êîòîðûå â îáùåì ñëó÷àå îïðå-
äåëèì ñîîòíîøåíèÿìè:

L u s U s i Ii s s S i
�

	
� �� � ��( ) ( ) ( ) ( , )

0

1 , (10)

L u s U s i Ii s s S i
� � �

�( ) ( ) ( ) ( , )� � �
	 0

1 , (11)

ISSN 1019-5262. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2018, òîì 54, ¹ 2 71



â êîòîðûõ L i Ii s
� �� �( ) ( , )1 , L i Ii s

� �( ) ( , )� �1 — ìàòðè÷íûå ëèíåéíûå äèôôå-

ðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû, à U s i Ii
� ��( ) ( , )1 , U s i Ii

� �( ) ( , )�1 — çàäàííûå

òðåõìåðíûå âåêòîð-ôóíêöèè.

Ðàññìîòðèì òàêæå ñëó÷àé äèñêðåòíûõ íàáëþäåíèé çà ñîñòîÿíèåì ïëèòû, êî-
òîðûå ïî àíàëîãèè ñ (10), (11) çàïèøåì â âèäå:

L u s U i I j Ji s
s s S

ij
ij

�

� 	

� � �� � � �
� �

( ) ( ) ( , , , )
0

1 1 , (12)

L u s U i I j Ji s
s s S

ij
ij

� � � �
� �

( ) ( ) ( , , , )� � � �
� 	 0

1 1 , (13)

ãäå U i I j Jij
� � �� �( , , , )1 1 , U i I j Jij

� � �( , , , )� �1 1 — çàäàííûå çíà÷åíèÿ.

Çàìåòèì, ÷òî çäåñü íèêàêèå îãðàíè÷åíèÿ íà êîëè÷åñòâî I I� , � ñîîòíîøåíèé

(10)–(13), íà êîëè÷åñòâî J J� , � òî÷åê, êîòîðûì îíè ñîîòâåòñòâóþò, à òàêæå íà

âåêòîð-ôóíêöèè U s i Ii
� ��( ) ( , )1 , U s i Ii

� �( ) ( , )�1 (êðîìå èõ èíòåãðèðóåìîñòè

â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ àðãóìåíòà) íå íàëàãàþòñÿ. Ýòî ïðèâîäèò ê íåêîððåêòíî-
ñòè â ïîñòàíîâêå çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ âåêòîð-ôóíêöèè u s( ) , îïðåäåëåííîé ñîãëàñ-
íî (2), â ñèëó ÷åãî îíà ðåøàåòñÿ òàê, ÷òîáû ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2) óäîâëåòâîðÿ-
ëî ïîâåðõíîñòíî-ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (10), (11) è (12), (13) ñîãëàñíî êðèòåðèÿì

�1

1

2

0

� � � �� �

� �

�

�� || ( ) ( ) ( ) ||L u s U s dsi s i

Si

I

|| ( ) ( ) ( ) ||L u s U s dsi s i

Si

I
� �

�

� � �
�

�

��
0

1

2

� � � ���
�

|| ( ) ( ) ( ) || min
( )

L u s U s dsi s i

S
u si

I
� �

�

�

0

2

1

, (14)

�2
2

11

� � � � ��
�

�

��

�
�

��

�� || ( ) ( ) || || (L u s U Li s s s ij

j

J

i

I

i
ij

s s s
j

J

ij

i

I

u s U
ij

) ( ) ||
�

�

�

�
�

��

�� � �
1

2

1

� � � �
�

��
�� || ( ) ( ) || min

( )
L u s Ui s s s ij

j

J

i

I

u sij

� �
�

��

2

11

(15)

ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ (2), (10), (11) è (2), (12), (13) ñîãëàñíî (14), (15) èñêî-
ìóþ âåêòîð-ôóíêöèþ u s( ) ñîñòîÿíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ïëèòû îïðåäåëÿåì ñîîò-

íîøåíèÿìè (1), (4) è (1), (9), â êîòîðûõ âåêòîð-ôóíêöèè f s� ( ) , f s� ( ) è âåêòîðû

f � , f � èõ çíà÷åíèé â òî÷êàõ s S m Mm
� � �	 �

0
1( , ), s Sm

� �	 0 ( , )m M� �1 ,

s Sm
� �	

0
( , )m M�1 � áóäåì ñ÷èòàòü íåèçâåñòíûìè è â ñèëó (14), (15) îïðåäåëèì

èõ òàê, ÷òîáû

�1 � min
f

, (16)

�2 � min
f

, (17)

�2 � min
( )f s

, (18)

ãäå

f f f f� � �col ( , , )� ,

f s f s f s f s( ) ( ( ), ( ), ( ))� � �col � .

Ðåøåíèå çàäà÷ (16)–(18) ðàññìîòðèì äàëåå.
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Çàäà÷à (16). Èñõîäÿ èç ñòðóêòóðû ôóíêöèîíàëà �1, çàêëþ÷àåì, ÷òî ðåøåíèå

çàäà÷è (16) îïðåäåëÿåòñÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèì îáðàùåíèåì ñèñòåìû

ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé, ïîëó÷åííûõ ïîñëå ïîäñòàíîâêè (1), (9) â (2).

Îáîçíà÷àÿ

U s U s( ) (( ( )� �col , s S U s s S U s s S	 	 	� � �
0 0 0

), ( ( ), ), ( ( ), ))� � ,

A s L s L s L s
G G G

( ) ( ( ), ( ), ( ))� � �col �

ïðè

U s U s L u si i s
� � �

�� � �( ) ( ( ) ( ) ( )col , i I� �1, ) ,

U s U s L u si i s
� � �( ) ( ( ) ( ) ( ))� � � �col , i I�1, )� ,

L s L G s
G i s
� �� �( ) ( ( ) ( )col , i I� �1, ) ( )s S	 �

0
,

L s L G s
G i s
� �( ) ( ( ) ( ))� �col , i I�1, )� ( )s S	 �

�
,

G s G s G s G s( ) ( ( ), ( ), ( ))� � �str � ,

G s G s s m Mm
� � � �� � �( ) ( ( ), , )str 1 ,

G s G s s m Mm
� � � �( ) ( ( ), , )� � �str 1

ýòó ñèñòåìó çàïèøåì â âèäå

A s f U s( ) ( )� , (19)

ãäå âåêòîð f è òî÷êè s m Mm
� ��( , )1 , s m Mm

� �( , )�1 îïðåäåëåíû âûøå.

Ðåøåíèåì (19) òàêèì, ÷òî

|| ( ) ( ) || min

( )

A s f U s ds
f

� �

�
�

2

(çäåñü è äàëåå çíàêîì ( )� îáîçíà÷åíî èíòåãðèðîâàíèå ïî îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ
ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè), áóäåò [11]

f P A P PU� � �2 2 2
* *� � , (20)

ãäå çíàêîì * îáîçíà÷åíà îïåðàöèÿ ïñåâäîîáðàùåíèÿ ìàòðèöû

P L s L s ds L s L s ds L
G G

S

G G

S

G2

0 0

� � �� � � �

� �
� �[ ( )] ( ) [ ( )] ( ) [T T � �

�

( )] ( )s L s ds
G

S

T

0

� ,

� 	 � � 
 �� �col ( ), �

ïðè ïðîèçâîëüíûõ 3M � -, 3M � -, 3M � -ìåðíîì âåêòîðàõ � � �� �, , ,� òîæäåñò-

âåííî ðàâíûõ íóëþ, åñëè det P2 0� , à

A L s U s ds L s U s ds LU G

S

G

S

G
� � �� � � �

� �
� �[ ( )] ( ) [ ( )] ( ) [ (T T

0 0

� s U s ds

S

)] ( )T �

�
0

� .

Èç ñîîòíîøåíèÿ (20)

f P A P PU
� � � �� � �

2 2 2� � , (21)

f P A P PU
� � � �� � �

2 2 2� �

ïðè col ( , , ) *P P P P
2 2 2 2
� � �� .
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Ñ ó÷åòîì íàéäåííûõ â (21) âåêòîðîâ f f� , � ñîîòíîøåíèÿìè (1), (9)

îïðåäåëèì èñêîìóþ ñîãëàñíî (14) âåêòîð-ôóíêöèþ u s( ) ñîñòîÿíèÿ òî÷åê

ðàññìàòðèâàåìîé ïëèòû ïðè óñëîâèè, ÷òî ñîñòîÿíèå åå ãðàíè÷íî-òîðöåâûõ

ïîâåðõíîñòåé íàáëþäàåòñÿ ñîãëàñíî (10), (11). Íàéäåííàÿ òàêèì îáðàçîì

âåêòîð-ôóíêöèÿ u s( ) , òî÷íî óäîâëåòâîðÿÿ [11] óðàâíåíèþ (2) äèíàìèêè ïëèòû,

ñîãëàñóåòñÿ ñ íàáëþäåíèÿìè (10), (11) çà íåé ñ òî÷íîñòüþ

2
1 1

0

� � � �� � � �

�
�min min [ ( )] ( ) [ ( )]

( )u s f
S

U s U s ds U s U� � T T ( )s ds

S 0
�
� �

� �� [ ( )] ( ) *U s U s ds A P A

S

U U
� �

�

T T

0

2 .

Çàäà÷à (17). Êàê è ïðè ðåøåíèè ïðåäûäóùåé çàäà÷è, èñêîìóþ âåêòîð-ôóíêöèþ

u s( ) ñîñòîÿíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ïëèòû ïðåäñòàâèì ñîîòíîøåíèÿìè (1), (9),

íåèçâåñòíûå âåêòîðà f f f� �, , � â êîòîðûõ îïðåäåëèì èç ñèñòåìû ëèíåéíûõ

àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ïîëó÷åííîé ïîñëå ïîäñòàíîâêè (1), (9) â (12), (13).

Îáîçíà÷àÿ

U U U U� � �col ( , , )� ,

A L L L
G G G

� � �col ( , , )� ,

ïðè
U U L u s j i J i Iij i s

s sij

� � �
�

�

� �� � � � �
�

col ((( ( ) ( ) ), , ), , )1 ,

U U L u s j i J i Iij i s
s sij

� � � � �
�

� � � � ��
�

col ((( ( ) ( ) ), , ), , )1 ,

L L G s j i J i I
G i s

s sij

� �

�

� �� � � �
�

col (( ( ) ( ) ), , ), , )1 ,

L L G s j i J i I
G i s

s sij

� � � �
�

� � � �
�

col (( ( ) ( ) ), , ), , )1 ,

s i I j J s i I j Jij ij
� � �� � � �( , , , ), ( , , , )1 1 1 1� � � è G s( ), îïðåäåëåííûõ âûøå, ýòó

ñèñòåìó çàïèøåì â âèäå
Af U� . (22)

Ðåøåíèåì (22) òàêèì, ÷òî

|| || minAf U
f

� �2 ,

ÿâëÿåòñÿ [11] âåêòîð
f A P U A P A� � �T T

1 1
* *� � ,

ãäå � � � �� 	 	 	� �� �

col ( , , )R R RM M M� �

— ïðîèçâîëüíûé

3 ( )M M M� �� � � -ìåðíûé âåêòîð, òîæäåñòâåííî ðàâíûé íóëþ, åñëè

det ( )A AT � 0 . Îòñþäà

f L P U L P A
G G

�
�

� � �� � �T
1 1
* *� �, (23)

f L P U L P A
G G

�
�

� ��� � �T
1 1
* *� �,

ãäå
P AA L L L AG G G1 � �� �

T , ( , , )�

ïðè
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L L L LG G G G� �
�

�
�

�
� col ( , , )� , L L L LG G G G� � � �

�� � �col ( , , ),

L L G s
G i s

s s Sij
�

� � �

� 	
� �

� �
col (( ( ) ( )

0

, j J i I� �� �1 1, ), , ) ,

L L G s
G i s

s s Sij
�

� � �

� 	
� �

� �
col (( ( ) ( )

0

, j J� �1, ), i I� �1, ),

L L G s
G i s

s s Sij
�

�� �

� 	
� �

� �
col (( ( ) ( )

0

, j J� �1, ), i I� �1, ),

L L G s
G i s

s s Sij
�

�

� 	
� �� �

� �
col (( ( ) ( )

0

, j J�1, )� , i I�1, )� ,

L L G s
G i s

s s Sij
�

� � �
� �

� �
� 	

col (( ( ) ( )
0

, j J�1, )� , i I�1, )� .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî âåêòîð-ôóíêöèÿ (1), çàïèñàííàÿ ñ ó÷åòîì (9), (23), óäîâëåòâî-

ðÿåò óðàâíåíèþ (2) [11] ïðè ëþáûõ f , òî÷íîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è îïðåäåëèì

âåëè÷èíîé
2

2 2
2

1 1� � � � � �min min || ||
( )

*

u s f

Af U U U U P P U� � T T .

Çàäà÷à (18). Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è (18) â îòëè÷èå îò äâóõ ïðåäûäóùèõ çàäà÷
èñêîìóþ âåêòîð-ôóíêöèþ u s( ) îïðåäåëèì ñîîòíîøåíèÿìè (1), (4), â êîòîðûõ âû-

ðàæåíèÿ äëÿ íåèçâåñòíûõ âåêòîð-ôóíêöèé f s f s� ( ), ( )� ïîëó÷àåì èç ñèñòåìû ëè-

íåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, ïîëó÷åííûõ â ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâêè (1), (4)
â (12), (13).

Ââîäÿ â ðàññìîòðåíèå â äîïîëíåíèå ê îïðåäåëåííîìó âûøå âåêòîðó U âåê-
òîð-ôóíêöèþ

f s

f s s S

f s s S

f s s S

( )

( ),

( ),

( ),

�

	

	

	

�



�
�
�
�
�

�

�

�
�
�

� �

� �

0

0

0
� � �

�

è ìàòðè÷íóþ ôóíêöèþ
A s A s A s A s( ) ( ( ), ( ), ( ))� � �str �

ïðè A s L G s s j J i I

L

i s ij

i

� � � � � �� � � � �( ) ((( ( ) ( ), , ), , ),

((

col 1 1

� � � � �

� �

� � � �

� �

( ) ( ), , ), , ),

(( ( ) (

s ij

i s ij

G s s j J i I

L G s s

1 1

� ), , ), , )) ( ),j J i I s S� � 	 �1 1
0

� �

A s L G s s j J i I

L

i s ij

i

� � �( ) ((( ( ) ( ), , ), , ),

((

� � � � �� � �col 1 1

� � �� � � �

� �

( ) ( ), , ), , ),

(( ( ) (

s ij

i s ij

G s s j J i I

L G s s

� �

� � �

1 1

), , ), , )) ( )j J i I s S� � 	1 1
0

� � �

è s i I j J s i I j Jij ij
� � �� � � �( , , , ), ( , , , )1 1 1 1� � � , îïðåäåëåíûõ âûøå, ýòó ñèñòå-

ìó çàïèøåì â âèäå
A s f s ds U( ) ( )

( )

�

�
� . (24)

Ðåøåíèåì ñèñòåìû (24) òàêèì, ÷òî

A s f s ds U
f s

( ) ( ) min

( )
( )

� �

�
�

2
,
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ÿâëÿåòñÿ [11] âåêòîð-ôóíêöèÿ

f s A s P U s A s P A( ) ( ) ( ) ( )* *� � �T T� � , (25)

â êîòîðîé

P A s A s ds A s A s ds A s

S S

� � �� � � �

� �
� �[ ( )] ( ) [ ( )] ( ) [ ( )]T T T

0 0

�

S

A s ds

0
�

�
� ( ) ,

A A s s ds A s s ds A s

S S

� � �� � �� � � �

� �
� �[ ( )] ( ) [ ( )] ( ) [ ( )]T T

0 0

� T

S

s ds

0
�

�
� � ( ) ,

� � � �( ) (( ( ), ), ( ( ), ), ( ( ), )s s s S s s S s s S� 	 	 	� � � �col
0 0 0

� � ) ,

à � � �� �( ), ( ), ( )s s s� — ïðîèçâîëüíûå èíòåãðèðóåìûå â îáëàñòè èçìåíåíèÿ

ñâîèõ àðãóìåíòîâ òðåõìåðíûå âåêòîð-ôóíêöèè, òîæäåñòâåííî ðàâíûå íóëþ,
åñëè

lim ( ) ( )
,

,

N
i j

i j

i j N

A s A s
�� �

�
�

� 
!

"#
�det T

1

0

ïðè óñëîâèè, ÷òî òî÷êè s i N s j Ni j( , ), ( , )� �1 1 âûáðàíû â ñîîòâåòñòâèè ñ îá-

ëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðè÷íîé ôóíêöèè A s( ) .
Èç ñîîòíîøåíèÿ (25) ñ ó÷åòîì ñòðóêòóðû ìàòðè÷íîé ôóíêöèè A s( ) íàõîäèì

f s A s P U s A s P A� � � �� � �( ) ( ) ( ) ( )* *� � ,

f s A s P U s A s P A� � � �( ) ( ) ( ) ( )* *� � �� � .

Ïîñëåäíåå îïðåäåëÿåò ñîîòíîøåíèÿìè (1), (4) èñêîìóþ ñîãëàñíî (2), (12),
(13), (18) âåêòîð-ôóíêöèþ u s( ) , êîòîðàÿ, òî÷íî óäîâëåòâîðÿÿ óðàâíåíèþ (2), ñî-
ãëàñóåòñÿ ñ íàáëþäåíèÿìè (12), (13) ñ òî÷íîñòüþ

2
2 2� � � �min min

( ) ( )

*

u s f s
U U U PP U� � T T .

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðåøåí êîìïëåêñ ñëîæíåéøèõ çàäà÷ äèíàìèêè òîëñòûõ
óïðóãèõ ïëèò, íå ðåøåííûõ äî ñèõ ïîð. Çàäà÷è ñôîðìóëèðîâàíû è ðåøåíû â
òðåõìåðíîé ïîñòàíîâêå äëÿ ïëîñêèõ óïðóãèõ ïëèò ïðîèçâîëüíîé òîëùèíû è ñ
ïðîèçâîëüíîé ãåîìåòðèåé áîêîâîé ïîâåðõíîñòè. Èñõîäíûìè äëÿ ïîñòàíîâêè è ðå-
øåíèÿ ðàññìîòðåííûõ çàäà÷ ÿâëÿþòñÿ òðåõìåðíûå óðàâíåíèÿ Ëÿìå, äîïîëíåííûå
ïîâåðõíîñòíûìè è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ïðîèçâîëüíîãî ñîäåðæàíèÿ è áåç îãðà-
íè÷åíèé íà èõ êîëè÷åñòâî. Ðàññìîòðåíû ñëó÷àè, êîãäà âíåøíåäèíàìè÷åñêîå ñî-
ñòîÿíèå ïëèòû çàäàåòñÿ ñèñòåìîé ïîâåðõíîñòíî-ãðàíè÷íûõ ñèëîâûõ ôàêòîðîâ,
à òàêæå ëèíåéíî ïðåîáðàçîâàííîé ôóíêöèåé äèíàìè÷åñêèõ ñìåùåíèé ïîâåðõíîñ-
òíî-ãðàíè÷íûõ òî÷åê ïëèòû. Ðàññìîòðåíû ñëó÷àè, êîãäà âíåøíåäèíàìè÷åñêèå
âîçìóùåíèÿ çàäàíû íåïðåðûâíî è äèñêðåòíî. Â òàêèõ ïîñòàíîâêàõ çàäà÷è ïî-
ñòðîåíèÿ òðåõìåðíîãî ïîëÿ óïðóãèõ äèíàìè÷åñêèõ ñìåùåíèé òî÷åê ïëèòû íåêîð-
ðåêòíû ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ è íå ìîãóò áûòü ðåøåíû íè ìåòîäàìè
êëàññè÷åñêîé ìàòåìàòèêè, íè ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè. Â äàííîé ñòàòüå âåê-
òîð-ôóíêöèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ äèíàìè÷åñêèõ ñìåùåíèé òî÷åê ïëèòû ïîñòðîåíà
òàê, ÷òî îíà, ÿâëÿÿñü òî÷íûì ðåøåíèåì êëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ëÿìå, ñîãëàñóåò-
ñÿ ñ âíåøíåäèíàìè÷åñêèìè íàáëþäåíèÿìè çà ïîâåðõíîñòíî-ãðàíè÷íûì ñîñòîÿíè-
åì ïëèòû â ñîîòâåòñòâèè ñî ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèì êðèòåðèåì. Ïîëó÷åíà îöåíêà
òî÷íîñòè óêàçàííîãî ñîãëàñîâàíèÿ è çàïèñàíû óñëîâèÿ îäíîçíà÷íîñòè ïîñòðîåí-
íûõ ðåøåíèé. Ïðàêòè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ êîíå÷íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé
ïî êàæäîé èç ðàññìîòðåííûõ çàäà÷ ïðîñòà è íå âûõîäèò çà ïðåäåëû êëàññè÷åñ-
êîé ëèíåéíîé àëãåáðû è ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ èíòåãðèðîâàíèÿ.
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Àíîòàö³ÿ. Ðîçâ’ÿçàíî êîìïëåêñ çàäà÷ ç ïîáóäîâè òðèâèì³ðíîãî ïîëÿ ïðóæíèõ
äèíàì³÷íèõ çì³ùåíü òî÷îê ïëîñêî¿ ïðóæíî¿ ïëèòè ç äîâ³ëüíîþ ãðàíè÷íî-òîðöå-
âîþ ïîâåðõíåþ. Ïðèïóñêàºòüñÿ, ùî ãðàíè÷íèé ñòàí ïëèòè çàäàíî ÷åðåç ñèëîâ³
çáóðþþ÷³ ôàêòîðè àáî ôóíêö³þ âåêòîðà çì³ùåíü. Ðîçâ’ÿçêè çàäà÷ ïîáóäîâàíî
íà áàç³ êëàñè÷íèõ ð³âíÿíü Ëÿìå ïðîñòîðîâî¿ òåîð³¿ ïðóæíîñò³ çà óìîâè ¿õíüîãî
ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íîãî óçãîäæåííÿ ç íàÿâíèìè çîâí³øíüîäèíàì³÷íèìè ñïîñòå-
ðåæåííÿìè çà ñòàíîì ïëèòè. Îö³íåíî òî÷í³ñòü òàêîãî óçãîäæåííÿ. Ñôîðìóëüî-
âàíî óìîâè îäíîçíà÷íîñò³ ðîçâ’ÿçàííÿ ðîçãëÿäóâàíèõ çàäà÷.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ïðîñòîðîâî ðîçïîä³ëåí³ äèíàì³÷í³ ñèñòåìè, ïðîñòîðîâ³ çà-
äà÷³ òåîð³¿ ïðóæíîñò³, ïñåâäî³íâåðñ³ÿ, òîâñò³ ïðóæí³ ïëèòè.

V.À. Stoyan
THREE-DIMENSIONAL INTEGRAL MATHEMATICAL MODELS
OF THE DYNAMICS OF THICK ELASTIC PLATES

Abstract. The complex of problems related to constructing three-dimensional
field of elastic dynamic displacement of flat elastic plate with arbitrary
boundary-edge surface is solved. It is assumed that boundary condition of the
plate is given in terms of powerful perturbation factors or displacement vector
function. Problems solutions are based on classical Lame equations of spatial
theory of elasticity under root meen-square consistency of the solution with
corresponding external-dynamic observations of the plate. The accuracy of such
consistency is estimated. The uniqueness conditions for the solution of the
considered problems are formulated.

Keywords: spatially distributed dynamical systems, spatial problems of elasticity
theory, pseudoinversion, thick elastic plates.
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