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Àííîòàöèÿ. Èññëåäîâàíû ñåìåéñòâà àâòîìàòîâ áåç âûõîäà, à òàêæå ñåìåéñòâà
îáðàòèìûõ àâòîìàòîâ Ìèëè è Ìóðà, çàäàííûå ðåêóððåíòíûìè ñîîòíîøåíè-
ÿìè íàä êîíå÷íûìè T-êâàçèãðóïïàìè. Íà îñíîâå ðàçëîæåíèÿ àáåëåâîé ãðóï-
ïû â ïðÿìóþ ñóììó ïðèìàðíûõ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï ïðåäëîæåí óíèôèöèðî-
âàííûé ïîäõîä ê àïïàðàòíîìó è ïðîãðàììíîìó ñèíòåçàì ðàññìàòðèâàåìûõ
àâòîìàòîâ. Íàéäåíû îöåíêè âðåìåííîé è åìêîñòíîé ñëîæíîñòåé âû÷èñëåíèé,
îñóùåñòâëÿåìûõ ýòèìè àâòîìàòàìè íà îäíîì òàêòå àâòîìàòíîãî âðåìåíè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîíå÷íûå Ò-êâàçèãðóïïû, àâòîìàòû áåç âûõîäà, àâòîìà-
òû Ìèëè è Ìóðà.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ êâàçèãðóïïû [1], ò.å. ãðóïïîèäû, â êîòîðûõ âûïîëíèìî

êàê ëåâîå, òàê è ïðàâîå äåëåíèå, óñïåøíî ïðèìåíÿþòñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷

ïðåîáðàçîâàíèÿ è çàùèòû èíôîðìàöèè [2–4]. Öåëåñîîáðàçíîñòü òàêîãî èõ èñ-

ïîëüçîâàíèÿ âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî îïåðàöèÿ îáðàòèìà, à îòñóòñòâèå òðåáîâà-

íèé àññîöèàòèâíîñòè, êîììóòàòèâíîñòè è ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíèöû ïðèâîäèò

ê âûñîêîé ñëîæíîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷ èäåíòèôèêàöèè, ñôîðìóëèðîâàííûõ

â òåðìèíàõ êâàçèãðóïï. Ïðèìåíåíèÿ êâàçèãðóïï ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ïðåîáðà-

çîâàíèÿ è çàùèòû èíôîðìàöèè ÿâèëèñü ñòèìóëîì ê èññëåäîâàíèþ àâòîìàòîâ,

îïðåäåëåííûõ ðåêóððåíòíûìè ñîîòíîøåíèÿìè íà êâàçèãðóïïàõ. Íåêîòîðûå

êëàññû òàêèõ àâòîìàòîâ ðàññìîòðåíû â [5, 6] ñ ïîçèöèè òåîðèè êàòåãîðèé.

Â [7] èññëåäîâàíû ñåìåéñòâà àâòîìàòîâ áåç âûõîäà è ñåìåéñòâà îáðàòèìûõ àâ-

òîìàòîâ Ìèëè è Ìóðà, çàäàííûõ ðåêóððåíòíûìè ñîîòíîøåíèÿìè íà êîíå÷íûõ

àáñòðàêòíûõ êâàçèãðóïïàõ.

Âñå äåéñòâèÿ â êîíå÷íîé àáñòðàêòíîé êâàçèãðóïïå ñîñòîÿò, ïî ñóòè, â ïî-

èñêå â åå òàáëèöå Êåëè (ÿâëÿþùåéñÿ ëàòèíñêèì êâàäðàòîì). Ïîýòîìó îñîáûé èí-

òåðåñ ïðåäñòàâëÿþò êâàçèãðóïïû, â êîòîðûõ ïîèñê ñâîäèòñÿ ê èçâåñòíûì áûñ-

òðûì àëãåáðàè÷åñêèì îïåðàöèÿì. Ê íèì îòíîñÿòñÿ Ò-êâàçèãðóïïû [8], óñòàíàâ-

ëèâàþùèå òåñíûå ñâÿçè òåîðèè êâàçèãðóïï ñ òåîðèåé àáåëåâûõ ãðóïï.

Öåëü íàñòîÿùåé ñòàòüè — èññëåäîâàòü ñåìåéñòâà àâòîìàòîâ áåç âûõîäà,

à òàêæå ñåìåéñòâî îáðàòèìûõ àâòîìàòîâ Ìèëè è Ìóðà, çàäàííûõ ðåêóððåíòíû-

ìè ñîîòíîøåíèÿìè íà êîíå÷íûõ Ò-êâàçèãðóïïàõ. Ïîñêîëüêó Ò-êâàçèãðóïïû èìå-

þò ãëóáîêèå âíóòðåííèå ñâÿçè ñ àáåëåâûìè ãðóïïàìè, îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿ-

åòñÿ àíàëèçó ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèÿ, îñóùåñòâëÿåìîãî èññëåäóåìûìè àâòîìàòà-

ìè íà îäíîì òàêòå àâòîìàòíîãî âðåìåíè. Ïðè ýòîì ïîä ñëîæíîñòüþ áóäåì

ïîíèìàòü àñèìïòîòè÷åñêóþ (âðåìåííóþ è åìêîñòíóþ) ñëîæíîñòü â íàèõóäøåì

ñëó÷àå ïðè ëîãàðèôìè÷åñêîì âåñå.
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ÑÂÎÉÑÒÂÀ Ò-ÊÂÀÇÈÃÐÓÏÏ

Êâàçèãðóïïà ( , )Q � (| | )Q �1 íàçûâàåòñÿ Ò-êâàçèãðóïïîé [8], åñëè ñóùåñòâóþò

àáåëåâà ãðóïïà ( , )Q � , óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà åå àâòîìîðôèçìîâ ( , )� � è ýëåìåíò

c Q� òàêèå, ÷òî

x y x y c� � � �� �( ) ( ) ( , )x y Q� . (1)

Èç (1) âûòåêàåò, ÷òî â Ò-êâàçèãðóïïå ( , )Q � (| | )Q �1 äëÿ âñåõ ôèêñèðîâàííûõ

a b Q, � åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ a x b� � ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíò

x b a c� � ��� �1 ( ( ) ), à åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ x a b� � — ýëåìåíò

x b a c� � ��� �1 ( ( ) ).

Îáîçíà÷èì 0 íåéòðàëüíûé ýëåìåíò àáåëåâîé ãðóïïû ( , )Q � , à Aut( , )Q � —

ìíîæåñòâî âñåõ åå àâòîìîðôèçìîâ. Â äàëüíåéøåì çàïèñü ( , , , , )Q c� � � (| | )Q �1 èñ-

ïîëüçóåòñÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ Ò-êâàçèãðóïïû ( , )Q � , ãäå ( , )Q � — àáåëåâà ãðóïïà,

� �, ( , )� �Aut Q , c Q� , à îïåðàöèÿ � îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (1).

Êàæäàÿ êâàçèãðóïïà ( , )Q � (| | )Q �1 ïîðîæäàåò ñèñòåìó îáðàòíûõ êâà-

çèãðóïï [1] ( ,*)Q (* { , , , , , })( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � � � � � �
r l rl lr s , ãäå x y z x z yr

� �
( ) � � � ,

x y z z y xl
� �

( ) � � � , x y z y z xrl
� �

( ) � � � , x y z z x ylr
� �

( ) � � � è x ys
�

( ) �

� � �z y x z� . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ Ò-êâàçèãðóïïû ( , ) ( , , , , )Q Q c� � � � � îïå-

ðàöèè �
( )r , �

( )l , �
( )rl , �

( )lr è �
( )s îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè x yr

�
( ) �

� � ��� �1 ( ( ) )y x c , x y x y cl
�

( ) ( ( ) )� � ��� �1 , x y x y crl
�

( ) ( ( ) )� � ��� �1 , x ylr
�

( ) �

� � ��� �1 ( ( ) )y x c è x y x y cs
�

( ) ( ) ( )� � �� � .

Òåîðåìà 1. Êàæäàÿ àáåëåâà ãðóïïà ( , )Q � (| | )Q �1 ïîðîæäàåò 3-ïàðàìåòðè-

÷åñêîå ñåìåéñòâî F( , ) , ( , ),{( , , , , )}Q Q c QQ c� � � �� � � � � � Aut ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ

Ò-êâàçèãðóïï.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ( , )Q � (| | )Q �1 — àáåëåâà ãðóïïà. Ðàññìîòðèì Ò-êâà-

çèãðóïïû ( , ) ( , , , , ) ( , )Q Q ci i i i Q� � � � �� � F ( , )i �1 2 . Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (1), ïî-

ëó÷àåì

( , ) ( , ) ( , )( )Q Q x y Q x y x y� � � �1 2 1 2� � 	 � � �

� 	 � � � � � �( , )( ( ) ( ) ( ) ( ) )x y Q x y c x y c� � � �1 1 1 2 2 2 . (2)

Ïîëîæèâ x y� � 0 â (2), ïîëó÷èì c c1 2� . Ñëåäîâàòåëüíî,

( , )( ) ( , )( ( ) ( ) ( ) (	 � � � 	 � � � �x y Q x y x y x y Q x y x� �1 2 1 1 2 2� � � � y)). (3)

Ïîëîæèâ y � 0 â (3), ïîëó÷èì, ÷òî � �1 2( ) ( )x x� äëÿ âñåõ x Q� , ò.å. � �1 2� .

Àíàëîãè÷íî, ïîëîæèâ x � 0 â (3), ïîëó÷èì � �1 2� .

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáûõ ( , ) ( , , , , ) ( , )Q Q ci i i i Q� � � � �� � F ( , )i �1 2 èñòèííà

ôîðìóëà

( , ) ( , ) & &Q Q c c� �1 2 1 2 1 2 1 2� � � � �� � � � . (4)

Èç (4) âûòåêàåò, ÷òî ýëåìåíòû ñåìåéñòâà F( , )Q � — ïîïàðíî ðàçëè÷íûå

Ò-êâàçèãðóïïû.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Â ñèëó òåîðåìû 1 äëÿ ëþáîé àáåëåâîé ãðóïïû ( , )Q � (| | )Q �1 ñåìåéñòâî F( , )Q �
ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ìíîæåñòâîì

F( , ) {( , , , , )| , ( , )& }Q Q c Q c Q� � � � � �� � � � Aut . (5)

Îõàðàêòåðèçóåì íåêîòîðûå ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà Ò-êâàçèãðóïï F( , )Q � .
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Òåîðåìà 2. Ìíîæåñòâî êîììóòàòèâíûõ Ò-êâàçèãðóïï, ïîðîæäàåìûõ àáåëå-

âîé ãðóïïîé ( , )Q � (| | )Q �1 , èìååò âèä

F
( , )

{( , , , , ) | ( , )& }
Q
cmtv Q c Q c Q

�
� � � � �� � � Aut . (6)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàéäåì êðèòåðèé, êîãäà ( , ) ( , , , , ) ( , )Q Q c Q� � � � �� � F ÿâëÿ-

åòñÿ êîììóòàòèâíîé Ò-êâàçèãðóïïîé. Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (1), ïîëó÷àåì

( , )( ) ( , )( ( ) ( ) ( ) ( )	 � � � 	 � � � � � �x y Q x y y x x y Q x y c y x c� � � � � � ) �

� 	 � � � � �( , )( ( ) ( ) ( ) ( ))x y Q x y y x� � � �

� 	 � � � � �( , )( ( ) ( ) ( ) ( ))x y Q x y x y� � � �

� 	 � � � � � 	 � � � � � �( , )( ( ) ( )) ( )( ( ) ( ))x y Q x y x y x y Q x y x y� � � � � � �.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îòìåòèì, ÷òî ôîðìóëà (1) äëÿ Ò-êâàçèãðóïïû ( , ) ( , , , , )
( , )

Q Q c
Q
cmtv

� � � �
�

� � F

(| | )Q �1 ïðèíèìàåò âèä x y x y c� � � ��( ) . Èç òåîðåìû 2 âûòåêàåò, ÷òî èñòèííî

ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 1. Ìíîæåñòâî íåêîììóòàòèâíûõ Ò-êâàçèãðóïï, ïîðîæäàåìûõ

àáåëåâîé ãðóïïîé ( , )Q � (| | )Q �1 , èìååò âèä

F
( , )

{( , , , , )| ( , )& & }
Q
non cmtv Q c Q c Q

�
� � � � � 
 �� � � � �Aut . (7)

Òåîðåìà 3. Ìíîæåñòâî àññîöèàòèâíûõ Ò-êâàçèãðóïï, ïîðîæäàåìûõ àáåëå-

âîé ãðóïïîé ( , )Q � (| | )Q �1 , èìååò âèä

F
( , )

{( , , , , )| }
Q
astv

Q QQ c c Q
�

� � �� � , (8)

ãäå �
Q

Q Q: � — òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàéäåì êðèòåðèé, êîãäà ( , ) ( , , , , )
( , )

Q Q c
Q

� � � �
�

� � F ÿâëÿ-

åòñÿ àññîöèàòèâíîé Ò-êâàçèãðóïïîé. Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (1), ïîëó÷àåì

( , , )( ( ) ( ) )	 � � �x y z Q x y z x y z� � � �

� 	 � � � � � � �( , , )( ( ) ( ) ( ) ( ) )x y z Q x y z c x y z c� � � �� �

� 	 � � � � �( , , )( ( ) ( ) ( ) ( ))x y z Q x y z x y z� � � �� �

� 	 � � � � � � � �( , , )( ( ) ( ( ) ( ) ) ( ( ) ( ) ) (x y z Q x y z c x y c z� � � � � � � � )) �

� 	 � � � � � � �( , , )( ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x y z Q x y z c x y c� �� � � � �� �2 2 � �( ))z . (9)

Ïîëîæèâ x y z� � � 0 â (9), ïîëó÷èì � �( ) ( )c c� . Ñëåäîâàòåëüíî,

( , , )( ( ) ( ) )	 � � �x y z Q x y z x y z� � � �

� 	 � � � � � �( , , )( ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ))x y z Q x y z x y z� �� � � �� �2 2 . (10)

Ïîëîæèâ y z� � 0 â (10), ïîëó÷èì � �( ) ( )x x� 2 äëÿ âñåõ x Q� . Ïîýòîìó

x x� �( ) äëÿ âñåõ x Q� , ò.å. � �� Q . Àíàëîãè÷íî, ïîëîæèâ x y� � 0 â (10), ïîëó÷èì

� ��
Q

. Èç ðàâåíñòâ � �� Q è � �� Q âûòåêàåò, ÷òî �� ��( ) ( )y y� äëÿ âñåõ y Q� .

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Îòìåòèì, ÷òî ôîðìóëà (1) äëÿ Ò-êâàçèãðóïïû ( , ) ( , , , , )
( , )

Q Q cQ Q Q
astv

� � � �
�

� � F

(| | )Q �1 ïðèíèìàåò âèä x y x y c� � � � .

Èç (6)–(8) âûòåêàþò ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 2. Äëÿ êàæäîé àáåëåâîé ãðóïïû ( , )Q � (| | )Q �1 èñòèííî âêëþ-

÷åíèå
F F

( , ) ( , )Q
astv

Q
cmtv

� �
� . (11)

Óòâåðæäåíèå 3. Äëÿ ëþáîé àáåëåâîé ãðóïïû ( , )Q � (| | )Q �1 êàæäàÿ íåêîììó-

òàòèâíàÿ Ò-êâàçèãðóïïà ( , , , , )
( , )

Q c
Q
non cmtv� �

�
�� � F íåàññîöèàòèâíà.

Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî êîíå÷íûå Ò-êâàçèãðóïïû,

îïóñòèâ äëÿ êðàòêîñòè ñëîâî «êîíå÷íàÿ».

Èç (5)–(8) è (11) âûòåêàåò, ÷òî êîëè÷åñòâî Ò-êâàçèãðóïï, ïîðîæäàåìûõ àáå-

ëåâîé ãðóïïîé ( , )Q � (| | )Q �1 , âû÷èñëÿeòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

| | | | | ( , )|( , )F Q Q Q� �  �Aut 2 — ÷èñëî âñåõ Ò-êâàçèãðóïï; | | | | | ( , )|
( , )

F
Q
cmtv Q Q

�
�  �Aut —

÷èñëî êîììóòàòèâíûõ Ò-êâàçèãðóïï; | | | | | ( , )| (| ( , )| )
( , )

F
Q
non cmtv Q Q Q

�
� �  �  � �Aut Aut 1 —

÷èñëî íåêîììóòàòèâíûõ Ò-êâàçèãðóïï; | | | |
( , )

F
Q
astv Q

�
� — ÷èñëî àññîöèàòèâíûõ

Ò-êâàçèãðóïï; | | | | (| ( , )| )
( , )

F
Q
non astv Q Q

�
� �  � �Aut 2 1 — ÷èñëî íåàññîöèàòèâíûõ Ò-êâà-

çèãðóïï; | \ \| | | (| ( , )| )
( , ) ( , )

F F
Q
cmtv

Q
astvv Q Q

� �
�  � �Aut 1 — ÷èñëî êîììóòàòèâíûõ íåàññîöè-

àòèâíûõ Ò-êâàçèãðóïï.

Ýòè îöåíêè ÿâëÿþòñÿ îñíîâîé äëÿ ïîäñ÷åòà êîëè÷åñòâà ðàçëè÷íûõ êîíñòðóê-

öèé, îïðåäåëåííûõ â òåðìèíàõ Ò-êâàçèãðóïï, ïîðîæäàåìûõ äàííûìè àáåëåâûìè

ãðóïïàìè. Îòìåòèì, ÷òî åñëè ( , )Q � (| | )Q �1 — öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà, òî

| ( , )| (| | )Aut Q Q� � � , ãäå � — ôóíêöèÿ Ýéëåðà, à ôîðìóëû ïîäñ÷åòà êîëè÷åñòâa

Ò-êâàçèãðóïï, ïîðîæäàåìûõ àáåëåâîé ãðóïïîé ( , )Q � (| | )Q �1 , ïðèíèìàþò ñëåäó-

þùèé âèä: | | | | (| | )( , )F Q Q Q� � �2 — ÷èñëî âñåõ Ò-êâàçèãðóïï; | | | | (| | )
( , )

F
Q
cmtv Q Q

�
� �

— ÷èñëî êîììóòàòèâíûõ Ò-êâàçèãðóïï; | | | | (| | ) ( (| | ) )
( , )

F
Q
non cmtv Q Q Q

�
� �   �� � 1 —

÷èñëî íåêîììóòàòèâíûõ Ò-êâàçèãðóïï; | | | |
( , )

F
Q
astv Q

�
� — ÷èñëî àññîöèàòèâíûõ

Ò-êâàçèãðóïï; | | | | ( (| | ) )
( , )

F
Q
non astv Q Q

�
� �  ��2 1 — ÷èñëî íåàññîöèàòèâíûõ Ò-êâà-

çèãðóïï; | \ \| | | ( (| | ) )
( , ) ( , )

F F
Q
cmtv

Q
astvv Q Q

� �
�  �� 1 — ÷èñëî êîììóòàòèâíûõ íåàññîöèà-

òèâíûõ Ò-êâàçèãðóïï.

ÑËÎÆÍÎÑÒÜ ÃÐÓÏÏÎÂÎÉ ÎÏÅÐÀÖÈÈ Â Ò-ÊÂÀÇÈÃÐÓÏÏÅ

Èçâåñòíî, ÷òî êàæäàÿ àáåëåâà ãðóïïà ( , )Q � , ãäå | |Q p p
r

m
rm�

1
1� , m � 1, ri � 1

( , , )i m�1 � , à pi ( , , )i m�1 � — ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà, îäíî-

çíà÷íî (ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà) ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó ïðèìàð-

íûõ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï, ò.å. ( , ) ~ ( , )Q
i

m

j

k

p ij

i

i

dij� � �
�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

� �
� �1 1

Z , ãäå 1 1� � �d di iki
� è

r d di i iki
� � �1 � äëÿ âñåõ i m�1, ,� , Z

p i

d

i

dij
ijp� �{ , , , }0 1 1� ( , , ;i m�1 �

j k i�1, , )� , à � ij ( , , ; , , )i m j k i� �1 1� � — ãðóïïîâàÿ îïåðàöèÿ â ïðèìàðíîé

öèêëè÷åñêîé ãðóïïå ( , )Z
p ij

i

dij � , ò.å. ñëîæåíèå ïî mod pi

dij .
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Ïðè îöåíêå ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé, îñóùåñòâëÿåìûõ â òåðìèíàõ Ò-êâàçèãðóïï,

áóäåì èñïîëüçîâàòü èìåííî òàêîå ðàçëîæåíèå àáåëåâîé ãðóïïû.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü ( , )Q � — òàêàÿ àáåëåâà ãðóïïà, ÷òî | |Q p p
r

m
rm�

1
1� , m � 1 ,

ri � 1 ( , , )i m�1 � è pi ( , , )i m�1 � — ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà, à ( , )Q � �
� � � �( , , , , ) ( , )Q c Q� � F . Äëÿ ëþáîé Ò-êâàçèãðóïïû ( , )Q � âðåìåííàÿ è åìêîñòíàÿ

ñëîæíîñòè ãðóïïîâîé îïåðàöèè ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî

T O p d p i m j kQ i

d
ij i i

ij

( , ) (max { | , , ; , , })� � �� � �log 1 1

p ri

i

m

i

i

m

� �
� �� � � � �

�

�

�
�

�

�

�
�

1 1

, (12)

V O m d p i m j kQ ij i i( , ) ( max { | , , ; , , })� � ��  � �log 1 1

p ri

i

m

i

i

m

� �
� �� � � � �

�

�

�
�

�

�

�
�

1 1

,
(13)

ãäå ÷èñëà dij ( , , ; , , )i m j k i� �1 1� � îïðåäåëÿþòñÿ ðàçëîæåíèåì àáåëåâîé

ãðóïïû ( , )Q � â ïðÿìóþ ñóììó ïðèìàðíûõ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçëîæèâ àáåëåâó ãðóïïó ( , )Q � â ïðÿìóþ ñóììó ïðèìàð-

íûõ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï, ïîëó÷èì ( , ) ~ ( , )Q
i

m

j

k

p ij

i

i

dij� � �
�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

� �
� �1 1

Z . Ïðåäñòàâèì

ýëåìåíòû àáåëåâîé ãðóïïû ( , )Q � âåêòîðàìè z z z z zk m mkm
� ( , , , , , , )11 1 11

� � � ,

ãäå zij pi

dij�Z ( , , ; , , )i m j k i� �1 1� � , à åå àâòîìîðôèçìû — âåêòîðàìè

� � � � �
��

� ( , , , , , , )� � �1 11k m mkm
, ãäå � ij p ij

i

dij� �Aut( , )Z ( , , ; , , )i m j k i� �1 1� � .

Äëÿ ëþáîé Ò-êâàçèãðóïïû ( , ) ( , , , , ) ( , )Q Q c Q� � � � �� � F , ãäå � �

� � �( , , ) ( , )� �11 � mkm
QAut , � � �� � �( , , ) ( , )

11
� mkm

QAut è c c cmkm
� �( , , )11 �

�
�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

� �
� �i

m

j

k

p

i

i

dij
1 1

Z , ôîðìóëà (1) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä: åñëè x x xmkm
� �( , , )11 �

�
�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

� �
� �i

m

j

k

p

i

i

dij
1 1

Z è y y ymk
i

m

j

k

pm

i

i

dij� �
�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

� �
� �

( , , )11
1 1

� Z , òî

( , , ) ( , , ) ( , , )x x y y z zmk mk mkm m m11 11 11� � � �� , (14)

ãäå

z x y cij ij ij ij ij ij ij ij� � �� �( ) ( ) ( , , ; , , )i m j k i� �1 1� � . (15)

Òàê êàê âû÷èñëåíèÿ êîìïîíåíòîâ zij ( , , ; , , )i m j k i� �1 1� � ìîæíî âûïîë-

íÿòü ïàðàëëåëüíî, òî èç (14) è (15) âûòåêàåò, ÷òî âðåìåííàÿ è åìêîñòíàÿ ñëîæ-

íîñòè ãðóïïîâîé îïåðàöèè â Ò-êâàçèãðóïïå ( , ) ( , , , , ) ( , )Q Q c Q� � � � �� � F

ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû

T O T T T i m j kQ iij ij ij( , ) (max { | , , ; , , })� � �� � � � ��� � 1 1
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p ri

i

m

i

i

m

� �
� �� � � � �

�

�

�
�

�

�

�
�

1 1

, (16)

V O m V V V i m j kQ iij ij ij( , ) ( max{ | , , ; , , })� � ��  � � � ��� � 1 1

p ri

i

m

i

i

m

� �
� �� � � � �

�

�

�
�

�

�

�
�

1 1

, (17)

ãäå T
ij� è T

ij� (ñîîòâåòñòâåííî V
ij�

è V
ij� ) — âðåìåííàÿ (åìêîñòíàÿ) ñëîæ-

íîñòü âû÷èñëåíèÿ îáðàçà ýëåìåíòà ïðè àâòîìîðôèçìàõ � ij è � ij , à T
ij� (ñîîò-

âåòñòâåííî V
ij�

) — âðåìåííàÿ (åìêîñòíàÿ) ñëîæíîñòü îïåðàöèè � ij . Î÷åâèäíî,

÷òî äëÿ âñåõ i m�1, ,� è j k i�1, ,�

T O d p
ij ij i� � ( )log ( )p di ij� � � � � , (18)

V O d p
ij ij i� � ( )log ( )p di ij� � � � � . (19)

Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî àâòîìîðôèçìà � ij p ij
i

dij� �Aut( , )Z ( , , ;i m�1 �

j k i�1, , )�

T O p d p
ij

ij

i

d
ij i� � ( )log ( )p di ij� � � � � , (20)

V O d p
ij ij i� � ( )log ( )p di ij� � � � � . (21)

Ôîðìóëà (20) âûòåêàåò èç ïðåäñòàâëåíèÿ � ij p ij
i

dij� �Aut( , )Z òàáëèöåé,

à (21) — èç òîãî, ÷òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ � ij p ij
i

dij� �Aut( , )Z äîñòàòî÷íî çíàòü

� ij ( )1 , òàê êàê � � �ij ij ij ij ij

m

m( ) ( ) ( )� � �1 1�
� ���� ����

ðàç

.

Ïîäñòàâèâ (18) è (20) â (16), à (19) è (21) â (17), ïîëó÷èì ôîðìóëû (12) è (13).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàíî, ÷òî ðàçëîæåíèå àáåëåâîé ãðóïïû ( , )Q � (| | )Q �1

â ïðÿìóþ ñóììó ïðèìàðíûõ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï äàåò âîçìîæíîñòü íà îñíîâå

ôîðìóë (14) è (15) óíèôèöèðîâàííî ñòðîèòü ýôôåêòèâíóþ êàê àïïàðàòíóþ, òàê è

ïðîãðàììíóþ ðåàëèçàöèþ ãðóïïîâîé îïåðàöèè â ëþáîé Ò-êâàçèãðóïïå

( , ) ( , , , , ) ( , )Q Q c Q� � � � �� � F . Âðåìåííàÿ è åìêîñòíàÿ ñëîæíîñòè ýòîé ðåàëèçàöèè

îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ôîðìóëàìè (12) è (13).

ÀÂÒÎÌÀÒÛ ÁÅÇ ÂÛÕÎÄÀ ÍÀ Ò-ÊÂÀÇÈÃÐÓÏÏÀÕ

Â [7] èññëåäîâàíî àññîöèèðîâàííîå ñ àáñòðàêòíîé êâàçèãðóïïîé ( , )Q � (| | )Q �1

ñåìåéñòâî àâòîìàòîâ áåç âûõîäà M }( , ) { , }{Q r lM� � �� � , ãäå M Q Q� �	� ( , , ),

à 	r q x q x( , ) � � è 	l q x x q( , ) � � . Äîêàçàíî, ÷òî äèàãðàììà �M�
àâòîìàòà

M Q� �M( , )� ( { , })� � r l — ïîëíûé | |Q -âåðøèííûé íàïðàâëåííûé ãðàô ñ ïåòëåé

â êàæäîé âåðøèíå, äóãè êîòîðîãî ðàçìå÷åíû ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà Q, ïðè-

÷åì îòìåòêè äóã, âõîäÿùèõ â êàæäóþ âåðøèíó, ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Ýòè ðå-

çóëüòàòû îáîñíîâûâàþò öåëåñîîáðàçíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ àâòîìàòà M Q� �M( , )�

( { , })� � r l â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ñåìåéñòâà èòåðèðîâàííûõ

õýø-ôóíêöèé ñ äîñòàòî÷íî âûñîêîé âû÷èñëèòåëüíîé ñòîéêîñòüþ.
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ßñíî, ÷òî âñå óïîìÿíóòîå èñòèííî òàêæå è äëÿ ñåìåéñòâà àâòîìàòîâ áåç âû-

õîäà
~

{ }( , ) *, *
~

, { , }( , )
M

OQ r l
M

Q
�

�

�
� �� �

, ãäå
~

{ , , , , , }( , )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )O Q
r l rl lr s

� � � � � � �� ,

M Q Q*, *,( , , )� �	� , à 	*, ( , ) *r q x q x� è 	*, ( , ) *l q x x q� . À òàê êàê èñòèííû ðà-

â å í ñ ò â à M Mr l
s� �, ,

( )� , M Ml r
s� �, ,

( )� , M Mr rl
r l� �

( ) ( )
, ,

� , M Mr rll r� �
( ) ( ), ,

� ,

M Ml lr
r l� �

( ) ( )
, ,

� è M Ml lrl r� �
( ) ( ), ,

� , òî äîñòàòî÷íî àññîöèèðîâàòü ñ àáñòðàêòíîé

êâàçèãðóïïîé ( , )Q � (| | )Q �1 ñåìåéñòâî àâòîìàòîâ áåç âûõîäà
�

�M( , )Q �

�
� �

{ }*, * , { , }( , )
M

Q r l� �
�

�
O

, ãäå
�

� � ��O ( , )
( ) ( ){ , , }Q
r l� .

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîé ôèêñèðîâàííîé àáåëåâîé ãðóïïû ( , )Q � (| | )Q �1

ñ êàæäîé Ò-êâàçèãðóïïîé ( , ) ( , , , , ) ( , )Q Q c Q� � � � �� � F àññîöèèðóåòñÿ ñåìåéñòâî

àâòîìàòîâ áåç âûõîäà
�

�
�

�

M
O( , ) *, * , { , }

{ }
( , )

Q r l
M

Q
�

� �� �
( { , , })( , )

( ) ( )
�

� � ��O Q
r l� , ãäå

M Q Q*, *,( , , )� �	� , à ôóíêöèè ïåðåõîäîâ 	 �*, èìåþò âèä

	 � ��, ( , ) ( ) ( )r q x q x c� � � , 	 � ��, ( , ) ( ) ( )l q x x q c� � � , (22)

	 � �
�

( )
,

( , ) ( ( ) )r
r

q x x q c� � ��1 , 	 � �
�

( )
,

( , ) ( ( ) )r
l

q x q x c� � ��1 , (23)

	 � �
�

( )
,

( , ) ( ( ) )l
r

q x q x c� � ��1 , 	 � �
�

( )
,

( , ) ( ( ) )l
l

q x x q c� � ��1 . (24)

Òåîðåìà 5. Ïóñòü ( , )Q � — òàêàÿ àáåëåâà ãðóïïà, ÷òî | |Q p p
r

m
rm�

1
1� , m � 1,

ri � 1 ( , , )i m�1 � , pi ( , , )i m�1 � — ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà, à ( , )Q � �
� � � �( , , , , ) ( , )Q c Q� � F . Äëÿ ëþáîãî àâòîìàòà M Q*, ( , )� �

�

�M (* , { , })( , )� �
�

�O Q r l�

âðåìåííàÿ è åìêîñòíàÿ ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèÿ, îñóùåñòâëÿåìîãî íà îäíîì òàêòå

àâòîìàòíîãî âðåìåíè, ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî

T O p d p i m j kM i

d
ij i i

ij

*,
(max { | , , ; , , })

�
� � �log 1 1� �

p ri

i

m

i

i

m

� �
� �� � � � �

�

�

�
�

�

�

�
�

1 1

, (25)

V O m d p i m j kM ij i i*,
( max { | , , ; , , })

�
�  � �log 1 1� �

p ri

i

m

i

i

m

� �
� �� � � � �

�

�

�
�

�

�

�
�

1 1

, (26)

ãäå ÷èñëà dij ( , , ; , , )i m j k i� �1 1� � îïðåäåëÿþòñÿ ðàçëîæåíèåì àáåëåâîé

ãðóïïû ( , )Q � â ïðÿìóþ ñóììó ïðèìàðíûõ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçëîæèâ àáåëåâó ãðóïïó ( , )Q � â ïðÿìóþ ñóììó ïðèìàð-

íûõ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï, ïîëó÷èì ( , ) ~ ( , )Q
i

m

j

k

p ij

i

i

dij� � �
�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

� �
� �1 1

Z . Àíàëîãè÷íî äîêà-

çàòåëüñòâó òåîðåìû 4 ïðåäñòàâèì âåêòîðàìè ýëåìåíòû àáåëåâîé ãðóïïû ( , )Q � è

åå àâòîìîðôèçìû. Òîãäà ôîðìóëû (22)–(24) ïðèìóò âèä

	� �, ( , ) ( , , )r mkq x z z
m

� 11

( ( ) ( ) ( , , ; , , ))z q x c i m j kij ij ij ij ij ij ij ij i� � � � �� � 1 1� � , (27)
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	� �, ( , ) ( , , )l mkq x z z
m

� 11

( ( ) ( ) ( , , ; , , ))z x q c i m j kij ij ij ij ij ij ij ij i� � � � �� � 1 1� � , (28)

	
�

�( )
,

( , ) ( , , )r
mr mkq x z z� 11

( ( ( ) ) ( , , ; , , )z x q c i m j kij ij ij ij ij ij ij ij i� � � � ��� �1 1 1� � ), (29)

	
�

�( )
,

( , ) ( , , )r
ml mkq x z z� 11

( ( ( ) ) ( , , ; , , )z q x c i m j kij ij ij ij ij ij ij ij i� � � � ��� �1 1 1� � ), (30)

	
�

�( )
,

( , ) ( , , )l
mr mkq x z z� 11

( ( ( ) ) ( , , ; , , )z q x c i m j kij ij ij ij ij ij ij ij i� � � � ��� �1 1 1� � ), (31)

	
�

�( )
,

( , ) ( , , )l
ml mkq x z z� 11

( ( ( ) ) ( , , ; , , ))z x q c i m j kij ij ij ij ij ij ij i� � � � ��� �1 1 1� � . (32)

Àíàëèçèðóÿ êàæäóþ èç ôîðìóë (27)–(32), òàê æå, êàê ôîðìóëû (14) è (15) â äî-

êàçàòåëüñòâå òåîðåìû 4 ïîëó÷àåì îöåíêè (25) è (26).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàíî, ÷òî ðàçëîæåíèå àáåëåâîé ãðóïïû ( , )Q � (| | )Q �1
â ïðÿìóþ ñóììó ïðèìàðíûõ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï äàåò âîçìîæíîñòü íà îñíîâå
ôîðìóë (27)–(32) óíèôèöèðîâàííî ñòðîèòü ýôôåêòèâíóþ êàê àïïàðàòíóþ, òàê è
ïðîãðàììíóþ ðåàëèçàöèþ àâòîìàòîâ, ïðèíàäëåæàùèõ ñåìåéñòâó àâòîìàòîâ áåç

âûõîäà
�

�
�

�

M
O( , ) *, * , { , }

{ }
( , )

Q r l
M

Q
�

� �� �
( { , , })( , )

( ) ( )
�

� � ��O Q
r l� . Ïðè ýòîì âðåìåí-

íàÿ è åìêîñòíàÿ ñëîæíîñòè ýòîé ðåàëèçàöèè îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ôîð-
ìóëàìè (25) è (26).

ÎÁÐÀÒÈÌÛÅ ÀÂÒÎÌÀÒÛ ÌÈËÈ È ÌÓÐÀ ÍÀ Ò-ÊÂÀÇÈÃÐÓÏÏÀÕ

Â [7] äëÿ àññîöèèðîâàííîãî ñ àáñòðàêòíîé êâàçèãðóïïîé ( , )Q �1 (| | )Q �1 ñåìåéñòâà

àâòîìàòîâ áåç âûõîäà M( , ) { , }{ }Q r lM�1
� �� � , ãäå M Q Q� �	� ( , , ), à 	r q x( , ) �

� q x�1 è 	l q x x q( , ) � �1 , ïîñòðîåíû ñëåäóþùèå ñåìåéñòâà àâòîìàòîâ Ìèëè è

Ìóðà. Çàôèêñèðîâàâ àáñòðàêòíóþ êâàçèãðóïïó ( , )Q � 2 , ïîëó÷èì ñåìåéñòâî àâòîìà-

òîâ Ìèëè M( , , ) , , { , }{ }Q r lM� �1 2
� �� 
 � 
 , ãäå M Q Q Q� 
 � 


	 �, ( , , , , )� , à � r q x( , ) �

� q x� 2 è � l q x x q( , ) � � 2 . Èñïîëüçîâàâ ñèììåòðè÷åñêóþ ãðóïïó SQ íà

ìíîæåñòâå Q, ïîëó÷èì ñåìåéñòâî àâòîìàòîâ Ìóðà M
S( , ),Q Q�1

�

� � �{ }, { , },M r l Q� � � � S , ãäå M Q Q Q
� � � �	 �	

,
( , , , , )� . Äîêàçàíî, ÷òî ýòè ñåìåéñòâà

ñîñòîÿò èç îáðàòèìûõ ïðèâåäåííûõ àâòîìàòîâ. Ïðè ýòîì êàæäûé èíèöèàëü-

íûé àâòîìàò îñóùåñòâëÿåò òàêîå îòîáðàæåíèå âõîäíîé ïîëóãðóïïû íà ñåáÿ,

÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå âõîäíîå ñëîâî

äëèíû n, ÿâëÿþùååñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé ýòîãî îòîáðàæåíèÿ. Êðîìå òîãî,

êàæäàÿ ïàðà âçàèìíî-îáðàòíûõ àâòîìàòîâ â ïðîöåññå îáðàáîòêè ëþáîãî âõîä-

íîãî ñëîâà äâèæåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé ïî îäíîé è òîé æå òðàåêòîðèè

â îäíîì è òîì æå íàïðàâëåíèè. Ýòè ðåçóëüòàòû îáîñíîâûâàþò öåëåñîîáðàç-

íîñòü èñïîëüçîâàíèÿ àâòîìàòà M Q Q Q
� �M M( , , ) ( , ),� � �1 2 1 S â êà÷åñòâå ìàòåìà-

òè÷åñêîé ìîäåëè ïîòî÷íîãî øèôðà ñ äîñòàòî÷íî âûñîêîé âû÷èñëèòåëüíîé

ñòîéêîñòüþ.
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ßñíî, ÷òî âñå óïîìÿíóòîå èñòèííî äëÿ ñåìåéñòâà àâòîìàòîâ Ìèëè
�

� �
�

�

M
O( , , ) * ,* , , * ( , ); , { ,

{ }
( , )

Q i r
M

i Q i
1 2 1 2 1 2

�
� � �� 
 � 
 l}

( { , , }, ( , ))( , )
( ) ( )

�

� � ��O Q i i
r

i
l

i
i� �1 2 ,

ãäå M Q Q Q* ,* , , * , * ,( , , , , )
1 2 1 2� 
 � 
	 �� , à 	* , ( , ) *

1 1r q x q x� , 	* , ( , ) *
1 1l q x x q� ,

� * ( , ) *
2 2r q x q x� è � * , ( , ) *

2 2l q x x q� , à òàêæå äëÿ ñåìåéñòâà àâòîìàòîâ Ìóðà
�

�
�

�

M S O S( , ), * , , * , { , },
{ }

( , )
Q r lQ Q Q

M
1 1 1 1

�
� � �� � � �

( { , , })( , )
( ) ( )

�

� � ��O Q
r l

1 1 1 1
� , ãäå

M Q Q Q* , , * , * ,( , , , , )
1 1 1� � � �	 �	� .

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáûõ àáåëåâûõ ãðóïï ( , )( )Q h� (| | ; , )Q h� �1 1 2 ñ êàæäîé

óïîðÿäî÷åííîé ïàðîé Ò-êâàçèãðóïï ( , ) ( , , , , )( ) ( ) ( ) ( )
( , )

( )Q Q ch
h h h h

Q
h� � � �

�
� � F

( , )h �1 2 àññîöèèðóåòñÿ ñåìåéñòâî
�

� �

�

�

M
O( , , ) * ,* , , * ( , ); , { ,

{ }
( , )Q h r

M
h Q h1 2 1 2 1 2

�
� � �� 
 � 
 l}

( { , , } ( , ))( , )
( ) ( )

�

� � ��O Q h h
r

h
l

h
h� �1 2 àâòîìàòîâ Ìèëè, ãäå M * ,* , ,1 2 � 
 �

� ( , , , , )* , * ,Q Q Q 	 �� 
1 2
, à ôóíêöèè ïåðåõîäîâ 	 �* ,1

è âûõîäîâ � 
* ,2
èìåþò âèä:

	 � ��1

1 1 1 1 1
,

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( , ) ( ) ( )r q x q x c� � � ,

	 � ��1

1 1 1 1 1
,

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( , ) ( ) ( )l q x x q c� � � , (33)

	 � �
�

1

1 1 1 1 1 1
( )

,
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( , ) ( ) ( ( ) )r

r
q x x q c� � �� ,

	 � �
�

1

1 1 1 1 1 1
( )

,
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( , ) ( ) ( ( ) )r

l
q x q x c� � �� , (34)

	 � �
�

1

1 1 1 1 1 1
( )

,
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( , ) ( ) ( ( ) )l

r
q x q x c� � �� ,

	 � �
�

1

1 1 1 1 1 1
( )

,
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( , ) ( ) ( ( ) )l

l
q x x q c� � �� , (35)

� � ��2

2 2 2 2 2
,

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( , ) ( ) ( )r q x q x c� � � ,

� � ��2

2 2 2 2 2
,

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( , ) ( ) ( )l q x x q c� � � , (36)

� � �
�

2

2 1 2 2 2 2
( )

,
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( , ) ( ) ( ( ) )r

r
q x x q c� � �� ,

� � �
�

2

2 1 2 2 2 2
( )

,
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( , ) ( ) ( ( ) )r

l
q x q x c� � �� , (37)

� � �
�

2

2 1 2 2 2 2
( )

,
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( , ) ( ) ( ( ) )l

r
q x q x c� � �� ,

� � �
�

2

2 1 2 2 2 2
( )

,
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( , ) ( ) ( ( ) )l

l
q x x q c� � �� , (38)

à òàêæå ñåìåéñòâî
�

�

�

�

M
O( , ), * , , * , { , },

{ }
( , )Q r lQ Q Q

M
1 1 1 1
S S

�
� � �� � � �

( ( , )

�

�O Q 1
�

� { , , )}( ) ( )
� � �1 1 1

r l àâòîìàòîâ Ìóðà, ãäå M Q Q Q* , , * , * ,( , , , , )
1 1 1� � � �	 �	� , ôóíê-

öèè ïåðåõîäîâ 	 �* ,1
îïðåäåëåíû ôîðìóëàìè (33)–(35), à ôóíêöèè âûõîäîâ

�	 �* ,1
èìåþò âèä:
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�	 � � ��1

1 1 1 1 1
,

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( , ) ( ( ) ( ) )r q x q x c� � � ,

�	 � � ��1

1 1 1 1 1
,

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( , ) ( ( ) ( ) )l q x x q c� � � , (39)

�	 � � �
�

1

1 1 1 1 1 1
( )

,
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( , ) (( ) ( ( ) ))r

r
q x x q c� � �� ,

�	 � � �
�

1

1 1 1 1 1 1
( )

,
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( , ) (( ) ( ( ) ))r

l
q x q x c� � �� , (40)

�	 � � �
�

1

1 1 1 1 1 1
( )

,
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( , ) (( ) ( ( ) ))l

r
q x q x c� � �� ,

�	 � � �
�

1

1 1 1 1 1 1
( )

,
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( , ) (( ) ( ( ) ))l

l
q x x q c� � �� . (41)

Òåîðåìà 6. Ïóñòü ( , )( )Q h� ( , )h �1 2 — àáåëåâû ãðóïïû, ãäå | |Q p p
r

m
rm�

1
1� ,

m � 1, ri � 1 ( , , )i m�1 � , pi ( , , )i m�1 � — ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà,

à ( , ) ( , , , , )( ) ( ) ( ) ( )
( , )

( )Q Q ch
h h h h

Q
h� � � �

�
� � F ( , )h �1 2 . Äëÿ ëþáîãî àâòîìàòà

Ìóðà M Q* ,* , , ( ,1 2 1 2� 
 �
�

� �
M , )(* ( ,h Q h

�
�

�
O )( , );h �1 2 � 
, { , })� r l âðåìåííàÿ è åì-

êîñòíàÿ ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèÿ, îñóùåñòâëÿåìîãî íà îäíîì òàêòå àâòîìàòíîãî

âðåìåíè, ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî

T O p d p h iM i

d

ij
h

i
ij
h

* ,* , ,

( )

(max { | , ; , ,( )

1 2
1 2 1

� 

� � �log � m j ki

h; , , })( )�1 �

p ri

i

m

i

i

m

� �
� �� � � � �

�

�

�
�

�

�

�
�

1 1

, (42)

V O m d p h i m jM ij
h

i* ,* , ,
( max { | , ; , , ; ,( )

1 2
1 2 1 1

� 

�  � � �log � � , })( )k i

h

p ri

i

m

i

i

m

� �
� �� � � � �

�

�

�
�

�

�

�
�

1 1

, (43)

ãäå ÷èñëà dij
h( ) ( , ; , , ; , , )( )h i m j k i

h� � �1 2 1 1� � îïðåäåëÿþòñÿ ðàçëîæåíèåì

àáåëåâîé ãðóïïû ( , )( )Q h� â ïðÿìóþ ñóììó ïðèìàðíûõ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçëîæèâ àáåëåâû ãðóïïû ( , )( )Q h� ( , )h �1 2 â ïðÿìûå ñóì-

ìû ïðèìàðíûõ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï, ïîëó÷èì ( , ) ~ ( , )( ) ( )

( )

( )Q h

i

m

j

k

p
ij
h

i
h

i

dij
h� � �

�

�

�
�
�

�

�

�
� �
� �1 1

Z �
�

( , )h �1 2 . Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 4 ïðåäñòàâèì âåêòîðàìè ýëåìåíòû

àáåëåâûõ ãðóïï ( , )( )Q h� ( , )h �1 2 è àâòîìîðôèçìû ýòèõ ãðóïï.

Äëÿ ëþáîãî àâòîìàòà M Q* ,* , , ( ,1 2 1 2� 
 �
�

� �
M , ) (* ( ,h Q h

�
�

�
O ) ( , )h �1 2 ;

� 
, { , })� r l ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâ 	 �* ,1
îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè (33)–(35). Ïîýòî-

ìó èç òåîðåìû 5 âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî àâòîìàòà M Q* ,* , , ( ,1 2 1 2� 
 �
�

� �
M , )

(* ( ,h Q h
�

�

�
O )( , ); , { , })h r l� �1 2 � 
 âðåìåííàÿ è åìêîñòíàÿ ñëîæíîñòè âû÷èñëå-
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íèÿ, îñóùåñòâëÿåìîãî ôóíêöèåé ïåðåõîäîâ 	 �* ,1
íà îäíîì òàêòå àâòîìàòíîãî

âðåìåíè, ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî

T O p d p i m j ki

d

ij i i
ij

	 �* ,

( )

(max { | , , ; , ,( ) (

1

1
1 1 1� � �log � �

1)})

p ri

i

m

i

i

m

� �
� �� � � � �

�

�

�
�

�

�

�
�

1 1

,
(44)

V O m d p i m j kij i i	 �* ,
( max { | , , ; , , })( ) ( )

1

1 11 1�  � �log � �

p ri

i

m

i

i

m

� �
� �� � � � �

�

�

�
�

�

�

�
�

1 1

,
(45)

ãäå ÷èñëà dij
( )1 ( , , ; , , )( )i m j k i� �1 1 1

� � îïðåäåëÿþòñÿ ðàçëîæåíèåì àáåëåâîé

ãðóïïû ( , )( )Q � 1 â ïðÿìóþ ñóììó ïðèìàðíûõ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï.

Àíàëèçèðóÿ êàæäóþ èç ôîðìóë (36)–(38) àíàëîãè÷íî ðàññóæäåíèÿì, èñïîëü-

çîâàííûì ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 5, ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî àâòîìàòà

M Q* ,* , , ( ,1 2 1 2� 
 �
�

� �
M , )(* ( ,h Q h

�
�

�
O )( , )h �1 2 ; � 
, { , })� r l âðåìåííàÿ è åìêîñòíàÿ

ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèÿ, îñóùåñòâëÿåìîãî ôóíêöèåé âûõîäîâ � 
* ,2
íà îäíîì òàê-

òå àâòîìàòíîãî âðåìåíè, ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî

T O p d p i m j ki

d

ij i i
ij

� 
* ,

( )

(max { | , , ; , ,( ) (

2

2
2 1 1� � �log � �

2)})

p ri

i

m

i

i

m

� �
� �� � � � �

�

�

�
�

�

�

�
�

1 1

, (46)

V O m d p i m j kij i i� 
* ,
( max { | , , ; , , })( ) ( )

2

2 21 1�  � �log � �

p ri

i

m

i

i

m

� �
� �� � � � �

�

�

�
�

�

�

�
�

1 1

, (47)

ãäå ÷èñëà dij
( )2 ( , , ; , , )( )i m j k i� �1 1 2

� � îïðåäåëÿþòñÿ ðàçëîæåíèåì àáåëåâîé

ãðóïïû ( , )( )Q � 2 â ïðÿìóþ ñóììó ïðèìàðíûõ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï.

Òàê êàê äëÿ àâòîìàòà M Q* ,* , , ( ,1 2 1 2� 
 �
�

� �
M , ) (* ( ,h Q h

�
�

�
O ) ( , );h �1 2

� 
, { , })� r l âû÷èñëåíèÿ, îñóùåñòâëÿåìûå ôóíêöèåé ïåðåõîäîâ 	 �* ,1
è ôóíêöèåé

âûõîäîâ �

* ,2

, ìîæíî âûïîëíèòü ïàðàëëåëüíî, òî èç (44) è (46) âûòåêàåò îöåíêà

(42), à èç (45) è (47) — îöåíêà (43).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàíî, ÷òî ðàçëîæåíèå àáåëåâûõ ãðóïï ( , )( )Q h�

(| | ; , )Q h� �1 1 2 â ïðÿìóþ ñóììó ïðèìàðíûõ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï äàåò âîçìîæ-

íîñòü óíèôèöèðîâàííî ñòðîèòü ýôôåêòèâíóþ êàê àïïàðàòíóþ, òàê è ïðîãðàì-

ìíóþ ðåàëèçàöèþ àâòîìàòîâ, ïðèíàäëåæàùèõ ñåìåéñòâó àâòîìàòîâ Ìèëè
�

� �M( , , )Q 1 2
(* ( ,h Q h

�
�

�
O )( , ); , { , })h r l� �1 2 � 
 . Âðåìåííàÿ è åìêîñòíàÿ ñëîæíîñòè

ýòîé ðåàëèçàöèè îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ôîðìóëàìè (42) è (43).
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Òåîðåìà 7. Ïóñòü ( , )( )Q � 1 — àáåëåâà ãðóïïà (| |Q p p
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ãäå T� è V� — ñîîòâåòñòâåííî âðåìåííàÿ è åìêîñòíàÿ ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèÿ
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( , )( )Q � 1 è åå àâòîìîðôèçìû.
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ãäå T� è V� — ñîîòâåòñòâåííî âðåìåííàÿ è åìêîñòíàÿ ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèÿ

îáðàçà ýëåìåíòà ïðè ïîäñòàíîâêå � �SQ , à T	 �* ,1
è V	 �* ,1

îïðåäåëÿþòñÿ ñîîò-

âåòñòâåííî ôîðìóëàìè (44) è (45).

Èç (50) âûòåêàåò îöåíêà (48), à èç (51) — îöåíêà (49).

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàíî, ÷òî ðàçëîæåíèå àáåëåâîé ãðóïïû ( , )( )Q � 1 (| | )Q �1

â ïðÿìóþ ñóììó ïðèìàðíûõ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï äàåò âîçìîæíîñòü óíèôèöè-
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Âûäåëåíèå T-êâàçèãðóïï âî ìíîæåñòâå âñåõ êâàçèãðóïï äàåò âîçìîæíîñòü ýô-

ôåêòèâíî èñïîëüçîâàòü ðåçóëüòàòû òåîðèè àáåëåâûõ ãðóïï ïðè àíàëèçå è ñèí-

òåçå íåòðèâèàëüíûõ äîñòàòî÷íî øèðîêèõ êëàññîâ ñèñòåì, îïðåäåëÿåìûõ â òåð-

ìèíàõ êâàçèãðóïï. Èìåííî ñ ýòèõ ïîçèöèé èññëåäîâàíû èìåþùèå äîñòàòî÷íî

âûñîêóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ñòîéêîñòü ñåìåéñòâà àâòîìàòîâ áåç âûõîäà, à òàêæå

ñåìåéñòâà îáðàòèìûõ àâòîìàòîâ Ìèëè è Ìóðà, çàäàííûå ðåêóððåíòíûìè ñîîò-

íîøåíèÿìè íàä êîíå÷íûìè T-êâàçèãðóïïàìè. Èñïîëüçîâàíèå ðàçëîæåíèÿ àáå-

ëåâîé ãðóïïû â ïðÿìóþ ñóììó ïðèìàðíûõ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï äàëî âîçìîæ-

íîñòü ïðåäëîæèòü óíèôèöèðîâàííûé ïîäõîä ê ñèíòåçó ðàññìàòðèâàåìûõ àâòî-

ìàòîâ, à òàêæå îöåíèòü âðåìåííóþ è åìêîñòíóþ ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé,

îñóùåñòâëÿåìûõ ýòèìè ðåàëèçàöèÿìè íà îäíîì òàêòå àâòîìàòíîãî âðåìåíè.
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Âîçìîæíû ñëåäóþùèå íàïðàâëåíèÿ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé:

— äåòàëüíûé àíàëèç ñåìåéñòâ àâòîìàòîâ, çàäàííûõ ðåêóððåíòíûìè ñîîòíî-
øåíèÿìè íàä ïîäãðóïïàìè íåêîììóòàòèâíûõ êîíå÷íûõ Ò-êâàçèãðóïï;

— èçó÷åíèå ñâîéñòâ íåñòàöèîíàðíûõ ìîäåëåé èòåðàòèâíûõ õýø-ôóíêöèé è
ïîòî÷íûõ øèôðîâ, ïîñòðîåííûõ íà îñíîâå àâòîìàòîâ, çàäàííûõ ðåêóððåíòíûìè
ñîîòíîøåíèÿìè íàä êîíå÷íûìè Ò-êâàçèãðóïïàìè, ñ èñïîëüçîâàíèåì ïñåâäîñëó-
÷àéíûõ ãåíåðàòîðîâ äëÿ óïðàâëåíèÿ âûáîðîì ôóíêöèé ïåðåõîäîâ è âûõîäîâ;

— àíàëèç ïîäìíîæåñòâ àâòîìàòîâ Ìóðà íà êîíå÷íûõ Ò-êâàçèãðóïïàõ, îïðå-
äåëÿåìûõ êëàññàìè ëåãêî âû÷èñëèìûõ ïîäñòàíîâîê.
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Â.Â. Ñêîáåëºâ, Â.Ã. Ñêîáåëºâ
ÀÂÒÎÌÀÒÈ ÍÀ ÑÊ²Í×ÅÍÍÈÕ Ò-ÊÂÀÇ²ÃÐÓÏÀÕ

Àíîòàö³ÿ. Äîñë³äæåíî ñ³ì'¿ àâòîìàò³â áåç âèõîäó, à òàêîæ ñ³ì'¿ îáîðîòíèõ
àâòîìàò³â Ì³ë³ òà Ìóðà, ÿê³ âèçíà÷åíî ðåêóðåíòíèìè ñï³ââ³äíîøåííÿìè íà
ñê³í÷åííèõ Ò-êâàç³ãðóïàõ. Íà îñíîâ³ ðîçêëàäàííÿ àáåëåâî¿ ãðóïè â ïðÿìó
ñóìó ïð³ìàðíèõ öèêë³÷íèõ ãðóï çàïðîïîíîâàíî óí³ô³êîâàíèé ï³äõ³ä äî àïà-
ðàòíîãî òà ïðîãðàìíîãî ñèíòåç³â öèõ àâòîìàò³â. Çíàéäåíî îö³íêè ÷àñîâî¿ òà
ºìí³ñíî¿ ñêëàäíîñòåé îá÷èñëåíü, ÿê³ âèêîíóþòüñÿ öèìè àâòîìàòàìè çà îäèí
òàêò àâòîìàòíîãî ÷àñó.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ñê³í÷åíí³ Ò-êâàç³ãðóïè, àâòîìàòè áåç âèõîäó, àâòîìàòè
Ì³ë³ òà Ìóðà.

V.V. Skobelev, V.G. Skobelev
AUTOMATA OVER FINITE T-QUASIGROUPS

Abstract. This paper investigates families of automata without outputs and also
families of reversible Mealy and Moore automata specified by recurrence
relations over finite T-quasigroups. Based on the decomposition of an Abelian
group into the direct sum of primary cyclic groups, a unified approach is
proposed to the hardware and software synthesis of such automata. Estimates are
found for the time and space complexities of computations executed by these
automata during one clock cycle.

Keywords: finite T-quasigroup, automaton without outputs, Mealy automaton,
Moore automaton.
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