
ÓÄÊ 519.233.5

À.Ñ. ÊÎÐÕÈÍ

Î ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÈ ÐÅÃÐÅÑÑÈÈ Ñ ÏÅÐÅÊËÞ×ÅÍÈßÌÈ,
ÊÎÃÄÀ ÒÎ×ÊÈ ÏÅÐÅÊËÞ×ÅÍÈß ÍÅÈÇÂÅÑÒÍÛ

Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåíà ðåãðåññèÿ ñ ïåðåêëþ÷åíèÿìè, êîãäà òî÷êè ïåðå-
êëþ÷åíèÿ íåèçâåñòíû. Îïèñàí îáùèé ìåòîä îöåíèâàíèÿ òî÷åê ïåðåêëþ÷å-
íèÿ è ïàðàìåòðîâ ëèíåéíîé ðåãðåññèè ñ ïåðåêëþ÷åíèÿìè îáùåãî âèäà.
Ïðèâåäåíû ïðèìåðû åãî èñïîëüçîâàíèÿ.
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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ðåãðåññèÿ ñ ïåðåêëþ÷åíèÿìè — îòíîñèòåëüíî íîâûé âèä ðåãðåññèîííûõ ìîäå-

ëåé, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ âûÿâëåíèÿ ñòðóêòóðíûõ èçìåíåíèé â ìîäåëèðóåìîì

îáúåêòå, åñëè îíè ïðîèñõîäÿò ÷åðåç íåêîòîðûå èíòåðâàëû âðåìåíè. Òàêîé âèä

ðåãðåññèè íàøåë ïðèìåíåíèå, â ÷àñòíîñòè, ïðè ñîçäàíèè ýêîíîìè÷åñêèõ ìîäå-

ëåé. Â [1] ïðèâåäåíû ïðèìåðû óñïåøíîãî àíàëèçà ýêîíîìè÷åñêèõ çàäà÷ ñ ïî-

ìîùüþ ðåãðåññèé ñ ïåðåêëþ÷åíèÿìè. ×àñòíûì ñëó÷àåì òàêîé ðåãðåññèè ÿâëÿ-

þòñÿ ñïëàéíû, êîòîðûå â íàñòîÿùåå âðåìÿ øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ àïïðîê-

ñèìàöèè çàâèñèìîñòåé â ðàçíûõ îáëàñòÿõ íàóêè.

Îñíîâíîé ïðîáëåìîé ïîñòðîåíèÿ ðåãðåññèè ñ ïåðåêëþ÷åíèÿìè ÿâëÿåòñÿ îïðå-

äåëåíèå òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ. Ñóùåñòâóåò ðÿä ïóáëèêàöèé, â êîòîðûõ èññëåäîâàíî

íàõîæäåíèå òî÷êè ïåðåêëþ÷åíèÿ, åñëè îíà åäèíñòâåííàÿ. Ïîäõîäû ê åå îöåíèâà-

íèþ îñíîâàíû íà ìåòîäàõ íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ì.í.ê.), ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäî-

ïîäîáèÿ (ñì., íàïðèìåð, [2]), à òàêæå íà èñïîëüçîâàíèè ñòàòèñòè÷åñêîãî êðèòåðèÿ

Âàëüäà [3]. Ïðè ÷èñëå òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ áîëüøå åäèíèöû â [4] â êà÷åñòâå ìåòî-

äà îöåíèâàíèÿ ïðåäëàãàëîñü èñïîëüçîâàòü äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå.

Îäíàêî îíî ïðèìåíèìî òîëüêî òîãäà, êîãäà íà èñêîìûå ïåðåìåííûå íå íàêëàäûâà-

þòñÿ îãðàíè÷åíèÿ. Íàïðèìåð, åãî íåëüçÿ èñïîëüçîâàòü, åñëè àïðèîðè èçâåñòíî, ÷òî

â òî÷êå ïåðåêëþ÷åíèÿ ëèíèÿ ðåãðåññèè íåïðåðûâíà. Íèæå ôîðìóëèðóþòñÿ çàäà÷è

ïîñòðîåíèÿ ëèíåéíîé ðåãðåññèè ñ ïåðåêëþ÷åíèÿìè îáùåãî âèäà.

1. ÔÎÐÌÓËÈÐÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È ÎÖÅÍÈÂÀÍÈß

Ðàññìîòðèì ðåãðåññèþ âèäà

yt t ti t t� � � � �x z� �0 0 � , i k� �1 10, ,� , t T�1 2, , ,� , (1)

ãäå øòðèõ îçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå; x t
n�� è zt

m�� — íåçàâèñèìûå ïå-

ðåìåííûå (ðåãðåññîðû); � ti
n0 �� è �0 ��m — èñòèííûå íåèçâåñòíûå âåëè÷è-

íû ïàðàìåòðîâ ðåãðåññèè; � t — ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, êîòîðàÿ ââîäèòñÿ äëÿ

ó÷åòà ìàëîãî âëèÿíèÿ âòîðîñòåïåííûõ âåëè÷èí íà yt ; k 0 — ÷èñëî òî÷åê ïåðå-

êëþ÷åíèÿ, T — äëèíà èíòåðâàëà íàáëþäåíèÿ [ , ]1 T . Ïðè ýòîì

� �ti i
0 0� � const äëÿ t I t ti i i� � �

�
0

1
0 01[ , ], i k� �1 10, ,� , t

0
0 0� , t T

k0 1

0

�
� , (2)

ãäå ti
0 — i-ÿ òî÷êà ïåðåêëþ÷åíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, � ti
0 ïðåäñòàâëÿåò ñòóïåí÷àòóþ ôóíêöèþ t íà èíòåðâàëå

[ , ]1 T : âñå êîìïîíåíòû � ti
0 ñêà÷êîì èçìåíÿþòñÿ â òî÷êàõ ïåðåêëþ÷åíèÿ. Òî÷êè
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ïåðåêëþ÷åíèÿ ti
0 , i k�1 0, ,� , ñ÷èòàþòñÿ íåèçâåñòíûìè, êàê è èõ ÷èñëî,

è ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòàìè âåêòîðà � 0 . Ñîãëàñíî (1), (2) â ðåãðåññèè èìååòñÿ äâà

âèäà ïàðàìåòðîâ: èçìåíÿþùèåñÿ â òî÷êàõ ïåðåêëþ÷åíèÿ è íåèçìåííûå íà èíòåð-

âàëå íàáëþäåíèÿ. Ïåðâûé âèä ïàðàìåòðîâ îáúåäèíèì â âåêòîð � 0 10

�� �n k( ) , ñî-

ñòîÿùèé èç âåêòîðîâ � i
n0 �� , i k� �1 10, ,� . Äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû � t â (1)

ïðèìåì ñòàíäàðòíîå äîïóùåíèå ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà.

Äîïóùåíèå 1. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû � t , t �1 2, ,� , èìåþò îäèíàêîâûå ìàòå-

ìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè, à èìåííî E t{ }� � 0, E t{ }� �2 2� , t �1 2, ,� ;

îíè ïîïàðíî íåêîððåëèðîâàíû: E t{ }� �� � 0; t, ,� �1 2� ; t � �.

Ñîãëàñíî äàííîìó äîïóùåíèþ

E t E yt t i t( ) � � � � �{ } x z� �0 0 , i k� �1 10, ,� , t T�1 2, , ,� . (3)

Èç (1), (2) ñëåäóåò, ÷òî áåç ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà ïàðà-

ìåòðû ðåãðåññèè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå E t( ), ðàññìàòðèâàåìîå êàê ôóíêöèÿ

íåïðåðûâíîãî t, èìååò ðàçðûâû â òî÷êàõ ïåðåêëþ÷åíèÿ.

Åñëè �0 �Om , ãäå Om — íóëåâîé m-ìåðíûé âåêòîð, è èçâåñòíû òî÷êè ïåðå-

êëþ÷åíèÿ, òî ðåãðåññèÿ (1) ðàçáèâàåòñÿ íà k 0 1� íåçàâèñèìóþ ðåãðåññèþ, ïàðà-

ìåòðû êîòîðûõ ìîæíî îöåíèòü íåçàâèñèìî ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, ðå-

øèâ ñèñòåìó íîðìàëüíûõ óðàâíåíèé.

Îöåíèì ïàðàìåòðû ðåãðåññèè è òî÷êè ïåðåêëþ÷åíèÿ ì.í.ê., ñ÷èòàÿ âåëè÷èíó k

çàäàííîé, ðåøèâ çàäà÷ó

S y

t t

t

t t i t

i

k

i

i

( , , ) ( ) min� � � � �� � � � � 	
� ��

�

�




1 1

2

1

1

x z , (4)

ãäå � i (i k� �1 1, ,� ) è � — âàðüèðóåìûå âåëè÷èíû ïàðàìåòðîâ, ñîîòâåòñòâåííî

èçìåíÿþùèõñÿ è íå èçìåíÿþùèõñÿ â òî÷êàõ ïåðåêëþ÷åíèÿ: � � �� � �[( ) ( )1 2 �

... ( ) ]� k� � �1 ; ti , i k�1, ,� , — âàðüèðóåìûå òî÷êè ïåðåêëþ÷åíèÿ;

� � �[ ]t t tk1 2 � . Ìèíèìèçàöèÿ â (4) âûïîëíÿåòñÿ ïî � �, , � . ×òîáû â (4) êðèòå-

ðèé îïòèìèçàöèè áûë ÿâíîé ôóíêöèåé èñêîìîé ïåðåìåííîé � , ïðåîáðàçóåì

ôîðìóëó äëÿ S ( , , )� � � . Äëÿ ýòîãî ââåäåì ôóíêöèè è âåêòîðû:

f t t
t t t

t t t
ti i i

i i

i i

( , )
, ,

, ( , ],
�

�

�

�
� �



�
�
�

1
1

1

1

0

f i i i i i i i i i Ti i it t f t t f t t f t t( , ) [ ( , ) ( , ) ( , )� � � ��1 1 1 2 1 1� �] , i k� �1 1, ,� ,

à òàêæå ïîëîæèì

u yt t t( )� �� � �z , e uti i t t i( , ) ( )� � � �� � �x ,

e i i i i i i Ti ie e e( , ) [ ( , ) ( , ) ... ( , ]� � � � � � � �� �1 2 , t T�1 2, , ,� , i k� �1 1, , .� .(5)

Ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé èìååì èç (4)

S t ti i i i i

i

k

( , , ) ( ( , ) ( , )) min� � � � �� � 	�
�

�


 f e1

1

1
2 . (6)

Çäåñü ��� �n k( )1 , ���m — íåïðåðûâíûå ïåðåìåííûå, âåêòîð � èìååò öåëî-

÷èñëåííûå êîìïîíåíòû ti , i k�1, ,� , íà êîòîðûå íàëîæåíû îãðàíè÷åíèÿ

1� �t Ti , t ti i i� ��1 � , i k� �1 1, ,� , t0 0� , t Tk� �1 , (7)
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ãäå � i — ìèíèìàëüíàÿ äëèíà i-ãî îòðåçêà èíòåðâàëà [ , ]1 T , íà êîòîðîì ïàðà-

ìåòð � i , i k� �1 1, ,� , ïîñòîÿíåí. Îïðåäåëåíèå � ðàññìàòðèâàåòñÿ íèæå.

Çàäà÷à (6), (7) èìååò íåïðåðûâíûå è äèñêðåòíûå èñêîìûå ïåðåìåííûå, ïîýòî-

ìó îíà íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé îïòèìèçàöèè ñî ñìåøàííûìè ïåðåìåííûìè. Îíà íåëè-

íåéíà ïî ýòèì ïàðàìåòðàì è èìååò ðàçðûâíûå âåêòîð-ôóíêöèè f i , i k� �1 1, ,� .

Åñòåñòâåííî, çàäà÷à (6), (7) ÿâëÿåòñÿ ìíîãîýêñòðåìàëüíîé è, ñëåäîâàòåëüíî, äîñ-

òàòî÷íî ñëîæíîé. Åå ñòðóêòóðà òàêîâà, ÷òî äëÿ ôèêñèðîâàííîãî � îíà ïðåîáðàçî-

âûâàåòñÿ â çàäà÷ó âûïóêëîé îïòèìèçàöèè ïî � è �, êîòîðàÿ ïðè íåêîòîðûõ ïðî-

ñòûõ óñëîâèÿõ, ñôîðìóëèðîâàííûõ íèæå â òåîðåìå 1, èìååò åäèíñòâåííîå ðåøå-

íèå. Îáùåå êîëè÷åñòâî ñî÷åòàíèé òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèõ (7),

êîíå÷íîå. Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå çàäà÷è (6), (7) ìîæíî ïîëó÷èòü çà êîíå÷íîå

÷èñëî èòåðàöèé. Ñàìîå ïðîñòîå è òî÷íîå åå ðåøåíèå — ïîëíûé ïåðåáîð âñåõ òî-

÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ, êîãäà íà êàæäîé èòåðàöèè äëÿ èõ ôèêñèðîâàííîãî ñî÷åòàíèÿ

ëåãêî îïðåäåëÿåòñÿ îïòèìàëüíàÿ âåëè÷èíà ôóíêöèè S ( , , )� � � .

Îäíàêî ïðîãðåññ â ðàçðàáîòêå ìåòîäîâ äèñêðåòíîé è ñìåøàííîé îïòèìèçà-

öèè (íàïðèìåð, [5]), ñîçäàíèå íîâûõ ìåòîäîâ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè (íàïðè-

ìåð, [6]), íàëè÷èå ñîâðåìåííûõ ïðîãðàììíûõ ïðîäóêòîâ äëÿ ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ

îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ (ïðè ýòîì ñëåäóåò îòìåòèòü Ïîèñê ðåøåíèÿ — íàä-

ñòðîéêó òàáëè÷íîãî ïðîöåññîðà MS Excel) ïîçâîëÿåò óòâåðæäàòü, ÷òî è áåç ïîë-

íîãî ïåðåáîðà ìîæíî ðåøèòü çàäà÷ó (6), (7). Ýòî ïîêàçàíî íà ïðèìåðàõ â äàííîé

ñòàòüå. Åñëè �0 �Om , òî çàäà÷à (6), (7) ìîæåò áûòü òàêæå ðåøåíà ìåòîäîì

äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ [4].

Èç ðåøåíèÿ ðÿäà ýêîíîìè÷åñêèõ çàäà÷ àïðèîðè èçâåñòíî, ÷òî ôóíêöèÿ (3)

íåïðåðûâíà [1]. Îòñþäà ñëåäóþò ðàâåíñòâà � � � �x z
t i ti i
0 0

0 0� � � � �
�

x z
t i ti i
0 01

0 0� � ,

i k�1, ,� . Ïåðåõîäÿ ê âàðüèðóåìûì âåëè÷èíàì ïàðàìåòðîâ, ïîëó÷àåì

� � ��x t i ii
( )� � 1 0, i k�1, ,� . (8)

Âûïîëíåíèå ðàâåíñòâ (8) îáåñïå÷èâàåò íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè E t( ) ïî t ,

êîãäà t — íåïðåðûâíàÿ âåëè÷èíà.

Çàïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (8) â âèäå ÿâíîé ôóíêöèè òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ:

� ti i t i i

t

T

t
i

( ) ( )� � ��
�

 x � � 1

1

0, i k� �1 1, ,� , (9)

ãäå � ti i
i

i

t
t t

t t
( )

, ,

, ,
�

�

�

�
�
�

1

0
t T�1 2, , ,� .

×àñòíûì ñëó÷àåì ðåøåíèÿ (6), (7), (9) ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ñãëàæèâàíèÿ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè y y yT1 2, , ,� ëèíåéíûì ñïëàéíîì ñ íåèçâåñòíûìè òî÷êàìè ñòûêîâ-

êè îòðåçêîâ ïðÿìûõ. Òîãäà â (1) n � 2, � �x t t[ ]1 , �0 �Om . Ïîýòîìó îãðàíè÷å-

íèå (9) ïðèíèìàåò óïðîùåííûé âèä:

[ ] ( )1 01ti i i� � ��� � , i k�1, ,� . (10)

Â áîëåå ñëîæíûõ çàäà÷àõ ñãëàæèâàíèÿ, êîãäà èñïîëüçóþòñÿ B-ñïëàéíû,

êîìïîíåíòàìè âåêòîðà x t ìîãóò áûòü ñòåïåíè t îò ïåðâîé äî òðåòüåé.

Ðåøåíèå çàäà÷è (6), (7), (9) âûïîëíèì çà äâà øàãà. Íà ïåðâîì íàõîäèòñÿ ðå-

ãðåññèÿ y íà ðåãðåññîð x t , äëÿ ÷åãî â (5) ïîëàãàåòñÿ � �Om . Òàêæå íàõîäèòñÿ

ðåãðåññèÿ y íà z. Ïîëó÷åííûå îöåíêè òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ è ïàðàìåòðîâ ÿâëÿþò-

ñÿ íà÷àëüíûìè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (6), (7), (9) â îáùåì âèäå íà âòîðîì øàãå.
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Ðàññìîòðèì òåïåðü òðåáîâàíèÿ ê íåçàâèñèìûì ïåðåìåííûì è îãðàíè÷åíèÿì

â ïðåäëîæåííîé çàäà÷å îöåíèâàíèÿ. Ââåäåì ìàòðèöû X x x x� �[ ]1 2 � T ðàçìå-

ðà T n� è Z z z z� �[ ]1 2 � T ðàçìåðà T m� è ñîñòàâèì ìàòðèöó âñåõ íåçàâèñè-

ìûõ ïåðåìåííûõ [ ]X Z� ðàçìåðà T n m� �( ).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü k çàäàíî è òî÷êè ïåðåêëþ÷åíèÿ ôèêñèðîâàíû, T n m� � ,

ìàòðèöà W X Z� [ ]� èìååò ïîëíûé ðàíã. Òîãäà äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñóùåñò-

âîâàíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (4), (8) ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà

l n mmax � � , ãäå l l
i k

imax max�
� � �1 1

; l ni � , i k� �1 1, ,� , i l
i k

i� �

�
�

�

�
�

� � �
arg max

1 1
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì çàäà÷ó (4) â ìàòðè÷íîì âèäå:

S ( , ) | | | | min� � �� � 	Y W 2 . (11)

Â (11) ìèíèìóì áåðåòñÿ ïî � � �� � � � ��[ ]�
N ; Y � �[ ]y y yT1 2 � ; ìàòðèöà

W v V� [ ]� èìååò ðàçìåð T N� , ãäå N k n m� � �( )1 . Ìàòðèöà W èìååò ïîäìàòðè-

öû: áëî÷íî-äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó v ðàçìåðà T k� �( )1 , v v� diag ( )i , i k� �1 1, ,� ,

ãäå v i èìååò ðàçìåð l ni � ; ìàòðèöó V ðàçìåðà T m� . Çäåñü l t ti i i� � �1 — äëè-

íà îòðåçêà, íà êîòîðîì ïàðàìåòð � i ïîñòîÿíåí, ïðè÷åì l Ti

i

k

�

�


 �
1

1

.

Ïî óñëîâèþ òåîðåìû âåêòîð � òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ ôèêñèðîâàí, ïîýòî-

ìó (11) ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé êâàäðàòè÷íîé îïòèìèçàöèè. Êàê èçâåñòíî (ñì., íàïðè-

ìåð [7]), îíà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, åñëè ìàòðèöà �W W ïîëîæèòåëüíî

îïðåäåëåíà. Ýòî ñâîéñòâî ñïðàâåäëèâî, åñëè è òîëüêî åñëè ìàòðèöà W èìååò ïîë-

íûé ðàíã, ÷òî îçíà÷àåò ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü åå ñòîëáöîâ W j ,

j N�1, ,� , óñëîâèåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà � j

j

N

j T

�

 �

1

W O

äëÿ âñåõ è òîëüêî äëÿ âñåõ � j � 0, j N�1, ,� . Äàííîå óñëîâèå ñ ó÷åòîì áëî÷íîé

ñòðóêòóðû W èìååò ìàòðè÷íûé âèä

W v V O� � �� � �1 2 T , � ��
N , �1

1� �
�

n k( ) , � 2 ��
m , (12)

ãäå âåêòîð � � �� � � �[ ]1 2 èìååò êîìïîíåíòû � j , j N�1, ,� .

Ïîëîæèì � � � � � �� � � �1 11 12 1 1[ ],� k , V V V V� � � � ��[ ]1 2 1� k , ãäå �1i
n�� , ìàò-

ðèöà Vi èìååò ðàçìåð l mi � , i k� �1 1, ,� . Òîãäà èç (12) èìååì ñèñòåìó óðàâíåíèé

v V Oi i i li
� �1 2� � , i k� �1 1, ,� . (13)

Ïóñòü áåç ïîòåðè îáùíîñòè ïåðâûé îòðåçîê, íà êîòîðîì ïàðàìåòð � i ïîñòîÿíåí, èìå-

åò ìàêñèìàëüíóþ äëèíó: l l n mmax � � �1 (ñîãëàñíî óñëîâèþ òåîðåìû). Èç (13) èìååì

[ ]v V O1 1
11

2
1

�
�

�

�

�
�

�

�
� � l . (14)

Ïðåäñòàâèì ìàòðèöó ðàçìåðà l m n1 � �( ) â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (14) â áëî÷-

íîì âèäå: [ ]v V

M

M
1 1

1

2

� ��

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

, ïîäìàòðèöû M1 è M2 èìåþò ðàçìåðû ñîîòâåò-

ñòâåííî ( ) ( )m n m n� � � è ( ) ( )l m n m n1 � � � � . Òîãäà èç (14) ïîëó÷àåì óðàâíåíèå
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M O1
11

2

�

�

�

�
�

�

�
� � �m n îòíîñèòåëüíî �11 è � 2 . Ñîãëàñíî óñëîâèþ òåîðåìû î ðàíãå

ìàòðèöû [ ]X Z� ìàòðèöà M1 èìååò ïîëíûé ðàíã. Òîãäà èç ïîëó÷åííîãî óðàâíå-

íèÿ èìååì �11 �On , � 2 �Om . Ïîäñòàâèâ � 2 �Om â (13), ïîëó÷èì v Oi i li
�1 � ,

i k� �2 1, ,� . Íî ìàòðèöû v i ïî óñëîâèþ òåîðåìû èìåþò ïîëíûé ðàíã. Ïîýòîìó

�1i n�O , i k� �2 1, ,� . Òàêèì îáðàçîì, â (12) �1 è � 2 — íóëåâûå âåêòîðû, ò.å.

èìååì íóëåâîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí-

íîå ðåøåíèå çàäà÷è (4). Ïðè äîáàâëåíèè ê íåé ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé (8) òàêæå

ïîëó÷èì çàäà÷ó ñ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì, åñëè îãðàíè÷åíèÿ áóäóò ëèíåéíî íå-

çàâèñèìû. ×òîáû óñòàíîâèòü ýòî ñâîéñòâî, çàïèøåì (8) â ìàòðè÷íîì âèäå:

Q L O( )� � � k , ãäå

Q

x O O O O

O x O O O

O O

( )� �

�

�
t n n n n

n t n n n

n

1

2

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1

�

�

� � � � � �

n n n tk
O O x1 1� �

�

�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�

, L

J J O O O

O J J O O

O O O J

�

�

�

�

n n nn nn nn

nn n n nn nn

nn nn nn

�

�

� � � � � �

� n nJ

�

�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

,

J n — åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n. Ìàòðèöû Q( )� è L ñîîòâåòñòâåííî èìå-

þò ðàçìåðû k nk� è nk n k� �( )1 .

Ïðèìåíèâ ê ìàòðèöå Q L( )� íåðàâåíñòâî Ñèëüâåñòðà, ïîëó÷èì

� � � � �( ( )) ( ) ( ( ) ) min ( ( ( )), ( ))Q L Q L Q L� � �� � � �nk , (15)

ãäå �( )A — ðàíã ìàòðèöû A .

Èç ñòðóêòóð ìàòðèö Q( )� è L ñëåäóåò, ÷òî �( ( ))Q � � k , �( )L � nk. Òîãäà

èç (15) âûòåêàåò �( ( ) )Q L� � k , ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. Òåîðåìà äîêàçàíà.

×òîáû âûïîëíèòü óñëîâèÿ òåîðåìû 1, íàëîæåííûå íà âåëè÷èíó � i â (7), ñëå-

äóåò ñ÷èòàòü �1 èëè �k ðàâíûìè n m� , à îñòàëüíûå � i — ðàâíûìè n. Äëÿ óïðî-

ùåíèÿ ìîæíî ïîëîæèòü � i n m� � , i k� �1 1, ,� .

2. ÎÐÃÀÍÈÇÀÖÈß ÂÛ×ÈÑËÈÒÅËÜÍÎÃÎ ÏÐÎÖÅÑÑÀ

Îïèñàííûå ìåòîäû ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ îöåíèâàíèÿ òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ è ïàðà-

ìåòðîâ ðåãðåññèè, åñëè ÷èñëî k ýòèõ òî÷åê çàäàíî. Îäíàêî íà ïðàêòèêå ÷èñëî k

íåèçâåñòíî èëè èçâåñòíî ïðèáëèæåííî. Ïîýòîìó ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ïðîöå-

äóðà. Êà÷åñòâî îöåíèâàíèÿ îïðåäåëèì èíôîðìàöèîííûì êðèòåðèåì, íàïðèìåð

êðèòåðèåì Àêàèêå. Â ýòîì ñëó÷àå ó÷èòûâàåòñÿ çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àé-

íûõ âåëè÷èí � t , t �1 2, ,� , â (1). Áóäåì ñ÷èòàòü åãî íîðìàëüíûì è ïîýòîìó

äîïîëíèì äîïóùåíèå 1 åùå îäíèì ïðåäïîëîæåíèåì.

Äîïóùåíèå 2. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû � t , t �1 2, ,� , íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåíû.

Èç äîïóùåíèé 1, 2 ñëåäóåò, ÷òî âåëè÷èíû � t , t �1 2, ,� , èìåþò îäèíàêîâûå

íîðìàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ è íåçàâèñèìû. Äëÿ òàêîãî ñëó÷àÿ êðèòåðèé Àêàèêå èìå-

åò âèä

AIC k K k L k T( ) ( ( ) ( )) /� �2 , (16)

ãäå K k( ) — ÷èñëî îöåíèâàåìûõ ïàðàìåòðîâ ðåãðåññèè, L k( ) — ëîãàðèôì

ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ øóìà â (1), ïðè÷åì

K k n k M( ) ( )� � �1 , L k T S T( ) ( / )( ln ln ( (� ) / ))� � � �2 1 2	 � , ãäå 0 � �M k îçíà÷à-

åò ÷èñëî îãðàíè÷åíèé íà ïàðàìåòðû ðåãðåññèè â (8), �� — ðåøåíèå çàäà÷è (4),

(8) äëÿ çàäàííîãî k è ôèêñèðîâàííûõ òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ.

Âû÷èñëåíèÿ íà÷èíàþòñÿ ñ k k� 0 , ãäå k0 1� — ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ïåðåêëþ-

÷åíèé, èçâåñòíîå àïðèîðè. Çàòåì k ïîñëåäîâàòåëüíî óâåëè÷èâàåòñÿ íà åäèíèöó.
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Ïðè ýòîì ñóììà êâàäðàòîâ îñòàòêîâ óìåíüøàåòñÿ äî ìèíèìóìà, êîòîðîìó ñîîòâåò-

ñòâóåò ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ, îïðåäåëÿåìîå âåëè÷èíîé T

è îãðàíè÷åíèåì (7) íà ðàññòîÿíèå ìåæäó ýòèìè òî÷êàìè. Ñîãëàñíî (16) ýòîò êðèòå-

ðèé ìîæåò ìîíîòîííî óìåíüøàòüñÿ, à çàòåì óâåëè÷èâàòüñÿ ââèäó ðîñòà ÷èñëà îöå-

íèâàåìûõ ïàðàìåòðîâ. Äðóãîé âàðèàíò ïîâåäåíèÿ AIC k( ) — åãî ìîíîòîííîå

óìåíüøåíèå. Â ñëó÷àå ïîñëåäóþùåãî óâåëè÷åíèÿ êðèòåðèÿ èñêîìàÿ îöåíêà ÷èñëà

ïåðåêëþ÷åíèé �k ðàâíà arg min ( )
k

AIC k . Ïðè ìîíîòîííîì óìåíüøåíèè AIC k( ) ïðåä-

ëàãàåòñÿ íà êàæäîì øàãå ïðè ôèêñèðîâàííîì k ïîñëåäîâàòåëüíî äëÿ âñåõ òî÷åê ïå-

ðåêëþ÷åíèÿ ïðîâåðÿòü âîçìîæíîñòü èõ èñêëþ÷åíèÿ. Íàïðèìåð, íà âòîðîì øàãå

( )k � 2 ïðîâåðÿåòñÿ âîçìîæíîñòü èñêëþ÷åíèÿ äâóõ òî÷åê. Åñëè íà k-ì øàãå íåëüçÿ

èñêëþ÷èòü íè îäíîé òî÷êè, ïðèíèìàåòñÿ �k k� è k óâåëè÷èâàåòñÿ íà åäèíèöó.

Ïóñòü íåêîòîðîìó k ñîîòâåòñòâóåò ìàëîå óìåíüøåíèå èíôîðìàöèîííîãî êðèòå-

ðèÿ, íàïðèìåð íà 5 % âåëè÷èíû AIC k( )�1 . Åñëè èç k òî÷åê ìîæíî èñêëþ÷èòü îäíó,

òîãäà ïîëàãàåì �k k� �1. Åñëè íè îäíîé òî÷êè èñêëþ÷èòü íåëüçÿ, k óâåëè÷èâàåòñÿ

íà åäèíèöó è ïðîöåäóðà îöåíèâàíèÿ ïðîäîëæàåòñÿ. Â ñëó÷àå, êîãäà íà k-ì øàãå

ìîæíî èñêëþ÷èòü áîëåå îäíîé òî÷êè, íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ

çàäà÷è îöåíèâàíèÿ íà ( )k �1 -ì è k-ì øàãàõ. Ïðè÷èíîé òàêîé ñèòóàöèè ìîæåò áûòü

íåïîïàäàíèå â ãëîáàëüíûé ìèíèìóì çàäà÷è îöåíèâàíèÿ íà îáîèõ øàãàõ.

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ïðîâåðêó ãèïîòåçû îá èñêëþ÷åíèè íåêîòîðîé òî÷êè ïå-

ðåêëþ÷åíèÿ èç k îöåíåííûõ òî÷åê. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà k ïîëó÷åíî ðåøåíèå

çàäà÷è (6), (7), (9); � ( )��� �n k 1 , ����m , �� ��k — îöåíêè ñîîòâåòñòâåííî � 0 , �0 ,

� 0 . Âåêòîð �� ñîñòîèò èç k �1 ïîäâåêòîðà:

� �� �ti i� � const äëÿ t I t ti i i� � ��[� , � ]1 1 , i k� �1 1, ,� , �t0 0� , �t Tk� �1 . (17)

Ðàçìåðíîñòü âåêòîðà �
� �

� i
t ti i�� � �1 , ò.å. äëèíà èíòåðâàëà I i â (17), çàâèñèò îò

÷èñëà ïðåäïîëàãàåìûõ òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ è èõ ðàñïîëîæåíèÿ. Èíòåðâàë I j

ìîæåò âêëþ÷àòü â ñåáÿ ïîëíîñòüþ èëè ÷àñòè÷íî íåêîòîðûå èíòåðâàëû I j
0 ,

j k� �1 1, ,� , îïðåäåëåííûå â (2). Îáîçíà÷èì � i j ij I I j k� � �{ }: , , ,0 1 1� � .

Òàêèì îáðàçîì, � i — ìíîæåñòâî èíäåêñîâ èíòåðâàëîâ I j
0 , j k� �1 1, ,� , êîòî-

ðûå ïåðåñåêàþòñÿ ñ èíòåðâàëîì I i .
Ðàññìîòðèì ðåãðåññèþ âèäà

yt t i t t� � � � �x a z0 0� 
 , i k� �1 1, ,� , t T�1 2, , ,� . (18)

Äëÿ i k� �1 1, ,� âåêòîð a i
0 ñ÷èòàåòñÿ ïîñòîÿííûì íà èíòåðâàëå, îïðåäåëåííîì

â (17), êîíöû êîòîðîãî ôèêñèðîâàíû è îïðåäåëÿþòñÿ âûáîðî÷íûìè îöåíêàìè

òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ: �t ti i� � const , i k�1, ,� .

Ðåãðåññèÿ (18) ñ ôèêñèðîâàííûìè k òî÷êàìè ïåðåêëþ÷åíèÿ àïïðîêñèìèðóåò

ðåãðåññèþ (1) çàìåíîé âåêòîðîì a i
0 � const íà èíòåðâàëå I i ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèè

� tj
0 , t I i� , j i�� , ãäå � tj

0 � const , t I j� 0 , j k� �1 1, ,� ñîãëàñíî ôîðìóëå (2). Åñëè

k k� 0 è îöåíêè òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèé ñîâïàäàþò ñ èõ èñòèííûìè âåëè÷èíàìè,

òîãäà a i i
0 0� � , ÷òî îçíà÷àåò ñîâïàäåíèå � � �x a zt i t

0 0� è � � �x zt i t� �0 0 íà èíòåðâàëå

I Ii i� 0 , i k� �1 10, ,� . Ïîýòîìó ÷åì k áëèæå ê k 0 , òåì òî÷íåå àïïðîêñèìàöèÿ.

Èç (18) èìååì yt t tj t t t� � � � � �x z� �0 0 � 
 , j i ki� � �� , , ,1 1� , t T�1 2, , ,� ,

ãäå �t t i t tj� � � �x a x0 0� , t T�1 2, , ,� . Ñëåäîâàòåëüíî, 
 � �t t t� � , t T�1 2, , ,� .

Åñëè �t äîñòàòî÷íî ìàëî, òî ñâîéñòâà � t , îïðåäåëåííûå äîïóùåíèÿìè 1, 2, áóäóò
ñïðàâåäëèâû è äëÿ 
 t , t T�1 2, , ,� .
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Îáîçíà÷èì a a a0
1
0

1
0� � � �
�

[( ) ( ) ]�
k

âåêòîð èñòèííûõ ïàðàìåòðîâ ðåãðåñ-

ñèè (18), èçìåíÿþùèõñÿ â òî÷êàõ ïåðåêëþ÷åíèÿ. Îöåíêè ïàðàìåòðîâ ðåãðåññèè (18)

a 0 è �0 , îáîçíà÷èâ èõ ñîîòâåòñòâåííî � ( )a �� �n k 1 è �b��m , íàéäåì ïðè óñëîâèè

íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè E t( ) â (3), ðåøèâ çàäà÷ó

S y

t t

t

t t i t

i

k

i

i

( , ) ( ) mina b x a z b� � � � � 	
� ��

�

 

 




1

2

1

1

, A a O( )� � K , (19)

A O L( ) ( )� �  � ,

ãäå ìèíèìèçàöèÿ ïðîâîäèòñÿ ïî a �� �n k( )1 è b��m, à �    � �[ ]t t tk1 2 � —

âåêòîð âûáîðî÷íûõ îöåíîê òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ.

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé âûáîðêè ïîëó÷åííûå îöåíêè ñîâïàäàþò ñ ðåçóëüòàòîì

ðåøåíèÿ çàäà÷è (6), (7), (9):

a  � � , b  � � , (20)

ãäå a * è � — âûáîðî÷íûå îöåíêè a 0 è � 0 ñîîòâåòñòâåííî, b* è � — âû-

áîðî÷íûå îöåíêè �0 (äëÿ ðåãðåññèé (18) è (1)).

Èç (20) âûòåêàåò, ÷òî îñòàòêè, ñîîòâåòñòâóþùèå ïàðàì âûáîðî÷íûõ îöåíîê

( , )a b  è ( , )� �  , ñîâïàäàþò, òàê êàê çàâèñèìàÿ è íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå

â ýòèõ ðåãðåññèÿõ ðàâíû. Ñëåäîâàòåëüíî, ñâîéñòâà ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí 
 t ,

t T�1 2, , ,� , ìîæíî îïðåäåëèòü ïî âûáîðî÷íûì îñòàòêàì â çàäà÷å (6), (7), (9).

Ïðîâåðèì ãèïîòåçó îá èñêëþ÷åíèè òî÷êè ïåðåêëþ÷åíèÿ ti
 äëÿ ðåãðåññèè (18),

÷òî ðàâíîñèëüíî ïðîâåðêå äëÿ çàäàííîãî k ëèíåéíîé íóëåâîé ãèïîòåçû

H i i i0
0

1
0: a a�
�

, 1� �i k. (21)

Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì ñòàòèñòèêó

F
S S

S

T N k 
    

  
�

� � �( , ) ( , )

( , )

a b a b

a b �
,

ãäå � — ÷èñëî îãðàíè÷åíèé, êîòîðûå íàäî äîáàâèòü ê çàäà÷å (19), ÷òîáû âûïîë-

íèòü óñëîâèå (21); a ���n k( )1 , b ��m — îöåíêè ñîîòâåòñòâåííî a 0 è �0 ,

ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå ðåøåíèè çàäà÷è (19) ñ äîáàâëåííûìè îãðàíè÷åíèÿìè

a aij i j� �1, , j j j n� �0 0 1, , ,� . (22)

Çäåñü aij , j n�1, ,� , — êîìïîíåíòû âåêòîðà a i â (19).

×òîáû îïðåäåëèòü âåëè÷èíó � â ôîðìóëå äëÿ F  è j0 â (22), ðàññìîòðèì i-å

( , , )i k�1 � îãðàíè÷åíèå â (19): � � � �  �x a x a
t i t i
i i

1 0. Çàïèøåì åãî ÷åðåç êîìïîíåí-

òû a i è a i�1:

x a a x a a
t i i t ij i j

j

n

i i
  � � � �� �

�

1 1 1 1 1 1

2

0( ) ( ), , .

Ïóñòü â (22) j0 2� . Òîãäà èç ýòîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò a ai i1 1 1� � , . Òàêèì îáðà-

çîì, n�1 îãðàíè÷åíèå (22) ïîçâîëÿåò ðåàëèçîâàòü óñëîâèå (21): n êîìïîíåíò

âåêòîðîâ a i è a i�1 äîëæíû áûòü ðàâíû. Ïîýòîìó � � �n 1 â ôîðìóëå äëÿ F  .

Åñëè íå òðåáóåòñÿ íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè E t( ) â òî÷êàõ ïåðåêëþ÷åíèÿ, òîãäà

� � n, j0 1� .
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Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâà (20), èìååì

F
S S

S

T N k* ( , ) ( , , )

( , , )
�

� � �     

   

a b � � �

� � � �
,

ãäå S ( , , )� � �   — ñóììà êâàäðàòîâ âûáîðî÷íûõ îñòàòêîâ äëÿ çàäà÷è (6), (7), (9).

Åñëè â ðåçóëüòàòå èññëåäîâàíèÿ ýòèõ îñòàòêîâ ïðèíèìàåòñÿ ãèïîòåçà î ñîîò-

âåòñòâèè øóìà â ðåãðåññèè (18) äîïóùåíèÿì 1, 2, òî ñîãëàñíî [8, ï. 4.6] âåëè÷èíó

F  ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ðåàëèçàöèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû F , èìåþùåé ðàñ-

ïðåäåëåíèå Ôèøåðà ñ ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû q1 � � è q T N2 � � . Ïîýòîìó ãè-

ïîòåçà H i0 ïðèíèìàåòñÿ íà 100 ! p %-ì óðîâíå, åñëè

F F q qp� ( , )1 2 , (23)

ãäå F q qp ( , )1 2 — âåðõíÿÿ 100 ! p %-ÿ òî÷êà ðàñïðåäåëåíèÿ Ôèøåðà.

Îïèñàííóþ ïðîöåäóðó ïðîâåðêè íóëåâîé ãèïîòåçû îá èñêëþ÷åíèè òî÷êè ïå-

ðåêëþ÷åíèÿ ìîæíî óïðîñòèòü, åñëè íå òðåáóåòñÿ íåïðåðûâíîñòü ïî t ìàòåìàòè-

÷åñêîãî îæèäàíèÿ E t( ) è �0 �Om . Â ýòîì ñëó÷àå íåò íåîáõîäèìîñòè â îãðàíè÷å-

íèÿõ (10).

Ïóñòü èç k îöåíåííûõ òî÷åê íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü ãèïîòåçó îá èñêëþ÷åíèè

i-é òî÷êè ( )1� �i k . Íóëåâàÿ ãèïîòåçà íå èçìåíÿåòñÿ: îíà îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìó-

ëîé (21). Ñîãëàñíî [1] ïðè âûïîëíåíèè äîïóùåíèé 1, 2 ïðèìåíèòåëüíî ê ñëó÷àé-

íîé êîìïîíåíòå â (18) îòíîøåíèå

F
s s

s

t t n

n

i i i�
� � ��

 
�
 ( � ) (� , � )

(� , � )

h � �

� �

1 1 2
(24)

ïðè ôèêñèðîâàííûõ òî÷êàõ ïåðåêëþ÷åíèÿ ti�
 

1, ti
 , ti�

 
1 èìååò ðàñïðåäåëåíèå

Ôèøåðà ñ ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû q n1 � è q t t ni i2 1 1 2� � �� �
� � .

Â (24) s(� , � )� � — ñóììà êâàäðàòîâ îòêëîíåíèé îò äâóõ ðåãðåññèé ñëåâà

è ñïðàâà îò òî÷êè ti
* , îïðåäåëåííàÿ â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ çàäà÷è (6), (7), (9) ïðè

�0 �Om ,

s y y

t t

t

t t i

t t

t

i

i

i

i

(� , � ) ( � ) (
*

� � �� � � �
� � � ��

 

 
�
 


 

1

1

1

2

1

x t t i� � �x � )� 1
2 ;

s i( � )h — ñóììà êâàäðàòîâ îòêëîíåíèé íà èíòåðâàëå [ , ]t ti i�
 

�
 �1 11 îò ëèíåéíîé

ðåãðåññèè, s i( � )h � � �

� ��
 

�
 



t t

t

t t i

i

i

y

1

1

1

2( � )x h , �h i
n�� , �h i — ðåøåíèå çàäà÷è îöåíèâà-

íèÿ s yi

t t

t

t t i

i

i

( ) ( ) minh x h� � � 	
� ��

 

�
 



1

1

1

2 .

Ïðîâåðêà ãèïîòåçû ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà (23) ïðè

q n1 � è q t t ni i2 1 1 2� � ��
 

�
 è ïîäñòàíîâêå â íåãî âåëè÷èíû F  , âû÷èñëåííîé ïî

ôîðìóëå (24) äëÿ âûáîðî÷íûõ îöåíîê ïàðàìåòðîâ ðåãðåññèè.

Îïèñàííûå ïðîöåäóðû ïðîâåðêè íóëåâîé ãèïîòåçû H i0 îñóùåñòâëÿþòñÿ äëÿ

i k�1, ,� â (21). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ a òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ (a k� ) íóëåâàÿ ãèïî-

òåçà îòâåðãíóòà. Òîãäà ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî äëÿ äðó-

ãîé âûáîðêè òîãî æå îáúåìà áóäåò îöåíåíî íå ìåíåå a òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ.

×òîáû óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ çàäà÷è (6), (7), (9) ïî àëãîðèò-

ìó âû÷èñëåíèÿ ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà äîñòèãíóò ãëîáàëüíûé ìèíèìóì, íåîáõîäèìî

íà÷èíàòü ðåøåíèå äëÿ ðàçíûõ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé âåêòîðà òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ � .

ISSN 1019-5262. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2018, òîì 54, ¹ 3 123



Ýòè òî÷êè ìîæíî ñôîðìèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Èíòåðâàë [ , ]1 T ðàçáèâàåòñÿ íà

k �1 îòðåçîê ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíîé äëèíû [ , ]a bi i , i k� �1 1, ,� , ïðè÷åì a1 1� ,

b Tk� �1 , b ai i� �1 . Ñ÷èòàåì, ÷òî íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ïåðâîé òî÷êè ïåðåêëþ÷åíèÿ

ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíî íà îòðåçêå [ , ]1 1b , ÷òî ïîçâîëÿåò íàéòè íà÷àëüíóþ âåëè÷è-

íó t1. Èñõîäÿ èç òîãî, ÷òî íà îòðåçêå [ , ]t b1 2 21� � � ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà âåëè-

÷èíà t2 , íàõîäèì íà÷àëüíîå çíà÷åíèå âòîðîé òî÷êè ïåðåêëþ÷åíèÿ è ò.ä. Â ðåçóëüòàòå

ïîëó÷àåì íà÷àëüíûé âåêòîð � . Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñãåíåðèðîâàòü íåîáõîäèìîå êî-

ëè÷åñòâî âåêòîðîâ � . Íà÷àëüíûå âåëè÷èíû ïàðàìåòðîâ � , � âûáèðàåì ïðîèçâîëüíî.

Öåëåñîîáðàçíî òàêæå èñïîëüçîâàòü èíôîðìàöèþ î ðàñïîëîæåíèè òî÷åê ïåðå-

êëþ÷åíèÿ, ðàññìàòðèâàÿ ãðàôèê çàâèñèìîé ïåðåìåííîé yt , t T�1 2, , ,� , êàê ôóíê-

öèè t, îòêóäà ìîæíî ïîëó÷èòü îãðàíè÷åíèÿ âèäà t ci � , d ti� , ãäå c è d — çàäàí-

íûå ÷èñëà, è äîáàâèòü îãðàíè÷åíèÿ ê (7).

3. ÂÛ×ÈÑËÈÒÅËÜÍÛÉ ÝÊÑÏÅÐÈÌÅÍÒ

Ðàññìîòðèì ðåøåíèå íåñêîëüêèõ çàäà÷ ïîñòðîåíèÿ ðåãðåññèè ñ ïåðåêëþ÷åíèÿ-

ìè. Îöåíêè òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ è ïàðàìåòðîâ ðåãðåññèè ïîëó÷åíû ñ ïî-

ìîùüþ íàäñòðîéêè Ïîèñê ðåøåíèÿ òàáëè÷íîãî ïðîöåññîðà MS Excel. Âî âñåõ

îïèñûâàåìûõ çàäà÷àõ ÷èñëî íàáëþäåíèé T � 58, ÷èñëî òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ

k 0 5� , ðàñïðåäåëåíèå � �t N~ ( , )0 2 , t T�1 2, , ,� . Óðîâåíü øóìà â ðåãðåñ-

ñèè (1) îïðåäåëÿëñÿ îòíîøåíèåì ( / ) %y � !100 , ãäå y — ñðåäíåå çíà÷åíèå çàâè-

ñèìîé ïåðåìåííîé íà èíòåðâàëå íàáëþäåíèÿ [ , ]1 T , � — ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå

îòêëîíåíèå øóìà (ÑÊÎ). Â ðàññìàòðèâàåìûõ íèæå çàäà÷àõ ãèïîòåçà î íîðìàëü-

íîì ðàñïðåäåëåíèè øóìà â ðåãðåññèè íå áûëà îòâåðãíóòà. Ïðîâåðêà ãèïîòåçû

ïðîâîäèëàñü ïî êðèòåðèþ ñ èñïîëüçîâàíèåì îöåíîê êîýôôèöèåíòîâ àñèììåòðèè

è ýêñöåññà [9]. Ïðèìåíåíèå êðèòåðèÿ ïîäðîáíî ðàññìîòðåíî â [10].

Çàäà÷à 1. Îïèñàíèå òðåíäà âðåìåííîãî ðÿäà ëèíåéíûì ñïëàéíîì. Äëÿ ýòîãî

ñëó÷àÿ â (1) n � 2, x t t� �[ ]1 , �0 �Om , îãðàíè÷åíèÿ èìåþò âèä (10). Ìàòðèöà íåçà-

âèñèìûõ ïåðåìåííûõ X �

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

1 1

1

� �

T

. Åå ïåðâûé ñòîëáåö ñîñòîèò èç åäèíèö, à âòîðîé —

íàòóðàëüíûé ðÿä îò åäèíèöû äî T . Ïîýòîìó X ðàçìåðà T �2 èìååò ïîëíûé ðàíã.

Òîãäà ñîãëàñíî òåîðåìå 1 ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè ïåðåêëþ÷åíèÿ

äîëæíî áûòü ðàâíûì äâóì. Ïîëîæèì â (7) � i � 3, i k� �1 1, ,� , ÷òîáû îáåñïå÷èòü

íåêîòîðóþ èçáûòî÷íîñòü äàííûõ.

Ðàññìîòðèì âû÷èñëåíèÿ äëÿ � � 0,5. Ýòîé âåëè÷èíå ñîîòâåòñòâóåò âûñîêèé

óðîâåíü øóìà — 30,81 %. Â òàáë. 1 ïðèâåäåíû èíôîðìàöèîííûé êðèòåðèé, ñóììà

êâàäðàòîâ îñòàòêîâ S ( , , )� � �   , ïîëó÷åííàÿ ïðè ïîøàãîâîì óâåëè÷åíèè k â ðå-
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Ò à á ë è ö à 1

Ïîêàçàòåëè
Ðåçóëüòàòû îöåíèâàíèÿ òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ è ïàðàìåòðîâ

ðåãðåññèè äëÿ çàäà÷è 1

k � 1 k � 2 k � 3 k � 4 k � 5 k � 6

S ( , , )� � �   29,68 20,91 15,02 13,54 10,99 10,46

AIC k( ) 2,271 1,956 1,659 1,590 1,416 1,400

AIC k AIC k

AIC k

( ) ( )

( )

� �

�

1

1
— 0,139 0,152 0,042 0,109 0,011

Êðèòåðèé

Äàðáèíà–Óîòñîíà d
0,870 1,221 1,559 1,672 2,001 2,043

dL;

dU

1,490;

1641

1,452;

1,681

1,414;

1,724

1,374;

1,768

1,334;

1,814

1,294;

1,861



çóëüòàòå ðåøåíèÿ çàäà÷è (6), (7), (10), è êðèòåðèé Äàðáèíà–Óîòñîíà (DW). Åãî

êðèòè÷åñêèå òî÷êè dL, dU îïðåäåëåíû äëÿ 5 %-ãî óðîâíÿ çíà÷èìîñòè ïî òàáëèöàì

èç [11] ïî áëèæàéøåìó ìåíüøåìó ÷èñëó íàáëþäåíèé 55 è ÷èñëó íåçàâèñèìûõ ïå-

ðåìåííûõ n k k( )� � �1 1 (áåç ñâîáîäíîãî ÷ëåíà).

Ñîãëàñíî òàáë. 1 óìåíüøåíèå èíôîðìàöèîííîãî êðèòåðèÿ äëÿ k � 4 5 6, ,

íåçíà÷èòåëüíî. Ïðè÷åì äëÿ k � 6 ñíèæåíèå ïðàêòè÷åñêè îòñóòñòâóåò. Ïîýòîìó

ïðåäïîëîæèòåëüíî îöåíêà ÷èñëà òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ �k ðàâíà 5. Ýòîò âûâîä ïîä-

òâåðæäàåò êðèòåðèé DW, ñîãëàñíî êîòîðîìó äëÿ k �1 2, èìååòñÿ ïîëîæèòåëüíàÿ

àâòîêîððåëÿöèÿ øóìà â ìîäåëè (18), ÷èñëó òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ k � 3 4, ñîîòâåò-

ñòâóåò îáëàñòü íåîïðåäåëåííîñòè êðèòåðèÿ, íà÷èíàÿ ñ k � 5 ãèïîòåçà îá îòñóò-

ñòâèè àâòîêîððåëÿöèè íå îòâåðãàåòñÿ, ïðè÷åì k � 5 ñîîòâåòñòâóåò ïðàêòè÷åñêè

èäåàëüíîå çíà÷åíèå DW, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò îá îòñóòñòâèè àâòîêîððåëÿöèè.

×òîáû èñêëþ÷èòü ñëó÷àé �k � 3, ïðîâåðèì ÷èñëà òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ äëÿ

k � 4 5 6, , â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðîöåäóðîé, îïèñàííîé â ðàçä. 2. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëå-

íèÿ F -êðèòåðèÿ ïðèâåäåíû â òàáë. 2, ãäå Fkl
 îçíà÷àåò F -ñòàòèñòèêó, ïîëó÷åííóþ

äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû îá óäàëåíèè l-é òî÷êè ïåðåêëþ÷åíèÿ èç îáùåãî èõ ÷èñëà k.

Èç òàáë. 2 ñëåäóåò, ÷òî íóëåâàÿ ãèïîòåçà îòâåðãàåòñÿ âî âñåõ ñëó÷àÿõ, êðîìå k � 6,

l � 4. Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ íà 4 %-ì óðîâíå ïðèíèìàåòñÿ ãèïîòåçà î òîì, ÷òî ÷åòâåð-

òóþ òî÷êó èç îáùåãî ÷èñëà k � 6 òî÷åê ìîæíî èñêëþ÷èòü. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷à-

åì �k � 4 (äëÿ k � 4), �k � 5 (äëÿ k � 5), �k � 5 (äëÿ k � 6). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèíèìàåòñÿ

ãèïîòåçà �k � 5, ÷òî â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ èñòèííîé âåëè÷èíîé k 0 . Ïîëó÷åííûå

îöåíêè òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ äàíû â òàáë. 3. Èñõîäíûå äàííûå è ñïëàéí ïðèâåäåíû

íà ðèñ. 1. Òî÷íîñòü îöåíèâàíèÿ òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ îïðåäåëÿëàñü âåëè÷èíîé
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0 0 100| | / % . Äëÿ � � 0,5 ïîëó÷åíî " � 9,03 %, ïðè÷åì ìàêñè-
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Ò à á ë è ö à 2

k

Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèÿ F-êðèòåðèÿ — ñòàòèñòèêè Fkl
 

äëÿ çàäà÷è 1 q2 F q0 05 21, ( , )

l � 1 l � 2 l � 3 l � 4 l � 5 l � 6

4 79,89 21,48 35,91 13,23 — — 52 4,027

5 85,46 26,16 16,50 9,42 9,19 — 51 4,030

6 86,69 28,42 14,22 4,52 12,32 10,53 50 4,034

�4

�3

�2

�1

0

1

2

3

4

1 5 9 13 17 21 25 29 33 37 41 45 49 53 57

t

y

Ñïëàéí

y

Ðèñ. 1. Òðåíä â âèäå ñïëàéíà äëÿ � � 0,5 (çàäà÷à 1)



ìàëüíàÿ îøèáêà îöåíèâàíèÿ òî÷êè ïå-

ðåêëþ÷åíèÿ � ñîñòàâëÿåò 18,18 %. Îíà

ñîîòâåòñòâóåò i � 2.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âëèÿíèÿ óðîâíÿ

øóìà íà òî÷íîñòü îöåíèâàíèÿ áûëè

ïðîâåäåíû àíàëîãè÷íûå ðàñ÷åòû äëÿ

� � 0,1, ÷åìó ñîîòâåòñòâóåò óðîâåíü

øóìà 6,48 %. Îöåíêè òî÷åê ïåðåêëþ-

÷åíèÿ ïðèâåäåíû â òàáë. 3. Ñðåäíÿÿ

òî÷íîñòü " � 4,86 %, ìàêñèìàëüíàÿ

îøèáêà � � 14,71 % ñîîòâåòñòâóåò

i � 3. Òàêèì îáðàçîì, óìåíüøåíèå

óðîâíÿ øóìà â ïÿòü ðàç ïðèâåëî

ê óìåíüøåíèþ " ïðèáëèçèòåëüíî â äâà

ðàçà, à ìàêñèìàëüíàÿ îøèáêà � óìåíü-

øèëàñü íà 30 %, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î ïîìåõîóñòîé÷èâîñòè ìåòîäà îöåíèâàíèÿ.

Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû ãðàôèêè êðèòåðèåâ Äàðáèíà–Óîòñîíà d è AIC, ãäå âåëè-

÷èíà d d � , åñëè d� 2; d d � �4 , åñëè d # 2, òàê êàê èìåííî d ñðàâíèâàåòñÿ ñ

òàáëè÷íûìè âåëè÷èíàìè dL è dU , êîòîðûå äàíû äëÿ 5 %-ãî óðîâíÿ çíà÷èìîñòè.

Íàèáîëüøåìó çíà÷åíèþ d ñîîòâåòñòâóåò k � 5, äëÿ k # 5 d ìåäëåííî óìåíüøà-

åòñÿ. Òîëüêî äëÿ k � 5 6 7, , ìîæíî ïðèíÿòü ãèïîòåçó îá îòñóòñòâèè êîððåëÿöèè

îñòàòêîâ, ïðè÷åì 5 — ìèíèìàëüíàÿ âåëè÷èíà k, äëÿ êîòîðîé îñòàòêè íå êîððåëè-

ðîâàííû. Èíôîðìàöèîííûé êðèòåðèé ðåçêî ñíèæàåòñÿ äî òî÷êè k � 5, à çàòåì

ìåäëåííî óáûâàåò, ýòî òàêæå ñâèäåòåëüñòâóåò, ÷òî �k � 5. Ïðîâåðêà âñåõ òî÷åê ïå-

ðåêëþ÷åíèÿ äëÿ k � 6, êàê ýòî âûïîëíÿëîñü äëÿ � � 0,5, íà 1 %-ì óðîâíå ïîêàçàëà

âîçìîæíîñòü èñêëþ÷åíèÿ ÷åòâåðòîé òî÷êè, ÷òî ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä â ïîëüçó
�k � 5. Ãðàôèê ñïëàéíà ïðèâåäåí íà ðèñ. 3. Äàííûé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî êðèòå-

ðèé DW ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí ïðè îïðåäåëåíèè íèæíåé ãðàíèöû äëÿ îöåíêè
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Ò à á ë è ö à 3

Ïàðàìåòðû
Îöåíêà òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ

i � 1 i � 2 i � 3 i � 4 i � 5

Èñòèííûå âåëè÷èíû 6 22 34 38 44

Îöåíêè äëÿ � � 0,5 6 26 28 39 42

Îöåíêè äëÿ � � 0,1 6 23 29 38 43
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Ðèñ. 3. Ãðàôèê ïåðåìåííîé y è ñïëàéíà äëÿ � � 0,1 (çàäà÷à 1)
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Ðèñ. 2. Ãðàôèêè êðèòåðèåâ AIC è d â çàâèñèìîñòè
îò ÷èñëà òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ äëÿ � � 0,1 (çàäà÷à 1)



÷èñëà òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ �k , åñëè îí íàõîäèòñÿ âíå îáëàñòè íåîïðåäåëåííîñòè.

Â ïîñëåäóþùèõ äâóõ çàäà÷àõ, â êîòîðûõ â òî÷êàõ ïåðåêëþ÷åíèÿ èìåþòñÿ ðàçðû-

âû, êðèòåðèé DW âñåãäà íàõîäèëñÿ â îáëàñòè íåîïðåäåëåííîñòè.

Çàäà÷à 2. Îïèñàíèå òðåíäà âðåìåííîãî ðÿäà ïðÿìûìè, êîòîðûå â òî÷êàõ ïå-

ðåêëþ÷åíèÿ ìîãóò èìåòü ðàçðûâ. Çàäà÷à àíàëîãè÷íà çàäà÷å 1, îäíàêî â ýòîì ñëó-

÷àå íå íàäî ââîäèòü â çàäà÷ó îöåíèâàíèÿ îãðàíè÷åíèÿ (10). Óðîâåíü øóìà ñî-

ñòàâëÿåò 24,18 %. Áûëè ïîëó÷åíû çíà÷åíèÿ èíôîðìàöèîííîãî êðèòåðèÿ:

AIC ( )4 � 1,755, AIC ( )5 � 1,489, AIC ( )6 � 1,512. Òàêèì îáðàçîì, êðèòåðèé ìèíè-

ìàëåí äëÿ k � 5. Îäíàêî åãî âîçðàñòàíèå íåçíà÷èòåëüíî äëÿ k � 6 (íà 1,5 %).

Ïîýòîìó âñå ïîëó÷åííûå òî÷êè ñ ïîìîùüþ F -êðèòåðèÿ áûëè ïðîâåðåíû íà âîç-

ìîæíîñòü èõ èñêëþ÷åíèÿ äëÿ k � 5 6, (òàáë. 4). Èñïîëüçîâàòü îñòàòêè â äàííîé çà-

äà÷å îêàçàëîñü íåâîçìîæíûì, òàê êàê äëÿ k � 5 6, âåëè÷èíà êðèòåðèÿ DW ïîïàëà

â îáëàñòü íåîïðåäåëåííîñòè. Ñîãëàñíî òàáë. 4 øåñòàÿ èç øåñòè òî÷åê íà 5 %-ì

óðîâíå çíà÷èìîñòè ìîæåò áûòü èñêëþ÷åíà. Òàêèì îáðàçîì, �k � 5. Ïðåäñòàâèì

îöåíêè òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ â çàäà÷å 2 äëÿ �k � 5.

Ñîïîñòàâëåíèå èõ ñ èñòèííûìè âåëè÷èíàìè â òàáë. 3 îïðåäåëÿåò " � 9,03 % ,

� � 20,60 % (ñîîòâåòñòâóåò i � 3). Òàêèì îáðàçîì, âû÷èñëåííûå îöåíêè òî÷åê ïå-

ðåêëþ÷åíèÿ áëèçêè ïî òî÷íîñòè ê îöåíêàì â çàäà÷å 1 äëÿ � � 0,5. Ïîëó÷åííàÿ

ðåãðåññèÿ ïðèâåäåíà íà ðèñ. 4.
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Ðèñ. 4. Ãðàôèê ñãëàæèâàíèÿ âðåìåííîãî ðÿäà êóñî÷íî-ëèíåéíûì òðåíäîì ñ ðàçðûâàìè, � � 0,5
(çàäà÷à 2)

Ò à á ë è ö à 4

k

Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèÿ F-êðèòåðèÿ — ñòàòèñòèêè Fkl
 

äëÿ çàäà÷è 2 q2 F q0 05 21, ( , )

l � 1 l � 2 l � 3 l � 4 l � 5 l � 6

5 73,80 37,42 13,64 7,23 6,45 — 46 3,200

6 62,42 40,77 9,17 9,90 15,79 1,07 44 3,209

Òî÷êè ïåðåêëþ÷åíèÿ i � 1 i � 2 i � 3 i � 4 i � 5

Îöåíêè äëÿ � � 0,5 6 22 27 38 44



Çàäà÷à 3. Ïîñòðîåíèå ðåãðåññèè ñ ïåðåêëþ÷åíèÿìè âèäà (1) äëÿ ñëó÷àÿ n � 2,

m �1, x t t tx x� �[ ]1 2 , zt tz� ��1, �0 0 7� � , � � 0,5, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò óðîâíþ

øóìà 9,25 %. Ðåãðåññèÿ èìååò ðàçðûâû â òî÷êàõ ïåðåêëþ÷åíèÿ. Êàæäàÿ íåçàâè-

ñèìàÿ ïåðåìåííàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñóììó ëèíåéíîãî òðåíäà ñ íîðìàëüíî ðàñïðåäå-

ëåííûì øóìîì ( ðèñ. 5). Âñå ïåðåìåííûå âçàèìíî ñèëüíî êîððåëèðîâàííû — êî-

ýôôèöèåíòû êîððåëÿöèè ðàâíû 0,996, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î ñèëüíîé ìóëüòèêîë-

ëèíåàðíîñòè.

Äëÿ k � 4 5 6, , â ðåçóëüòàòå äâóõøàãîâîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è áûëè ïîëó÷åíû

ñëåäóþùèå âåëè÷èíû êðèòåðèÿ Àêàèêå: AIC ( )4 � 4,561, AIC ( )5 � 4,390,

AIC ( )6 � 4,406. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî �k � 5. Äëÿ ýòîãî ÷èñëà òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ

ðåçóëüòàòû îöåíèâàíèÿ ïðèâåäåíû â òàáë. 5. Ïîñëåäíèå äâå ñòðîêè ïðåäñòàâëÿþò

ðåøåíèå çàäà÷è (6), (7) áåç àïðèîðíûõ îãðàíè÷åíèé è ñ îãðàíè÷åíèÿìè t1 5� ,

t2 21� , t4 31� , äîáàâëåííûìè íà îñíîâå àíàëèçà ãðàôèêà çàâèñèìîé ïåðåìåííîé

(ðèñ. 6). Ýòè îãðàíè÷åíèÿ ñîãëàñíî òàáë. 5 íå àêòèâíû. Èõ èñïîëüçîâàíèå ïîçâî-

ëèëî ïîëó÷èòü íàèáîëüøóþ òî÷íîñòü îöåíèâàíèÿ òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ:

ìàêñèìàëüíàÿ ïîãðåøíîñòü íå ïðåâûøàåò 12 %, ñðåäíÿÿ îøèáêà

" ñîñòàâëÿåò 4,86 %.

Îäíàêî íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè öåëè áûëî äîñòèãíóòî ñ ïîìîùüþ äâóõ-

øàãîâîãî îöåíèâàíèÿ áåç àïðèîðíûõ îãðàíè÷åíèé, äëÿ íåãî � � 23,53 %, " � 7,64 %.

Ðåçóëüòàò îöåíèâàíèÿ ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 6. Åãî ïðåèìóùåñòâîì ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷å-

íèå óäîâëåòâîðèòåëüíîé ñðåäíåé îøèáêè áåç ïðèâëå÷åíèÿ àïðèîðíîé èíôîðìàöèè,

ýôôåêòèâíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ êîòîðîé íà ïðàêòèêå òðóäíî îïðåäåëèòü.
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Ðèñ. 5. Ðåãðåññîðû â çàäà÷å 3

Ò à á ë è ö à 5

Ïàðàìåòðû
Ðåçóëüòàòû äâóõøàãîâîãî îöåíèâàíèÿ òî÷åê

ïåðåêëþ÷åíèÿ
Ñóììà

êâàäðàòîâ
îñòàòêîâ

i � 1 i � 2 i � 3 i � 4 i � 5

Èñòèííûå âåëè÷èíû 6 22 34 38 44 —

Ïåðâûé øàã ðåøåíèÿ 6 22 26 38 45 271,451

Âòîðîé øàã ðåøåíèÿ 6 22 26 38 47 180,996

Ðåøåíèå çà îäèí øàã

áåç îãðàíè÷åíèé
4 10 22 38 50 191,377

Ðåøåíèå çà îäèí øàã

ñ îãðàíè÷åíèÿìè
6 22 35 38 50 186,579



Ïîëó÷åííàÿ äâóõøàãîâûì ìåòîäîì îöåíêà � � 6,585 îòëè÷àåòñÿ îò  0

íà 5,93 %. Ïîãðåøíîñòü ïðè îöåíèâàíèè  0 äðóãèìè ìåòîäàìè èç òàáë. 5 íåíàì-

íîãî áîëüøå. Îäíàêî ïîãðåøíîñòü ïðè îöåíèâàíèè ïåðåêëþ÷àþùèõñÿ ïàðàìåò-

ðîâ ââèäó ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòè îêàçàëàñü çíà÷èòåëüíî áîëüøå — ïÿòü îöåíîê

èìåëè çíàêè, ïðîòèâîïîëîæíûå çíàêàì èñòèííûõ ïàðàìåòðîâ. Ðåçóëüòàòû äâóõ-

øàãîâîãî îöåíèâàíèÿ, êîãäà èìåþòñÿ ïåðåêëþ÷àþùèåñÿ è ïîñòîÿííûé ïàðàìåò-

ðû (çàäà÷à 3), äàíû â òàáë. 5.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê ïàðàìåòðîâ ñ òðåáóåìûìè çíàêàìè èñïîëüçîâàëàñü ãðåá-

íåâàÿ ðåãðåññèÿ, äëÿ ÷åãî ðåøàëàñü çàäà÷à îöåíèâàíèÿ S r( , , ) | | | | min� � � �� 	2 ,

r � 0, ñ îãðàíè÷åíèåì (7), ãäå ôóíêöèÿ S ( , , )� � � îïðåäåëåíà â (6), âàðüèðóåìûå

ïåðåìåííûå — � , �, � . Ïîäáîðîì r áûë èçìåíåí çíàê îöåíêè îäíîãî ïàðàìåòðà.

Ïðè ýòîì òî÷êè ïåðåêëþ÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþò òî÷êàì â òàáë. 5. Äàííûé ðàñ÷åò

ïîêàçàë âîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ ðàçëè÷íûõ îáîáùåíèé ïðåäëîæåííîé çàäà÷è

îöåíèâàíèÿ.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ïðåäëîæåííûé ìåòîä îöåíèâàíèÿ òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ è ïàðàìåòîðîâ ëèíåé-

íîé ðåãðåññèè ïîçâîëÿåò ó÷èòûâàòü òðåáîâàíèÿ ê ðåãðåññèè, ââîäèòü äîïîëíè-

òåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ, èçìåíÿòü ôóíêöèþ öåëè, ÷òîáû ïîëó÷èòü ðåãðåññèþ ñ

çàäàííûìè ñâîéñòâàìè. Ïðèâåäåííûå ïðèìåðû ðàçíîé ñëîæíîñòè èëëþñòðèðó-

þò ðàçëè÷íûå ïðèìåíåíèÿ ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà.
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À.Ñ. Êîðõ³í
ÏÐÎ ÏÎÁÓÄÎÂÓ ÐÅÃÐÅÑ²¯ Ç ÏÅÐÅÌÈÊÀÍÍßÌÈ, ßÊÙÎ ÒÎ×ÊÈ ÏÅÐÅÌÈÊÀÍÍß ÍÅÂ²ÄÎÌ²

Àíîòàö³ÿ. Ðîçãëÿíóòî ðåãðåñ³þ ç ïåðåìèêàííÿìè, ÿêùî òî÷êè ïåðåìèêàííÿ
íåâ³äîì³. Îïèñàíî çàãàëüíèé ìåòîä îö³íþâàííÿ òî÷îê ïåðåìèêàííÿ ³ ïàðà-
ìåòð³â ë³í³éíî¿ ðåãðåñ³¿ ç ïåðåìèêàííÿìè çàãàëüíîãî âèãëÿäó. Íàâåäåíî ïðè-
êëàäè éîãî âèêîðèñòàííÿ.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ðåãðåñ³ÿ, ïåðåìèêàííÿ, ïàðàìåòðè ðåãðåñ³¿, îö³íþâàííÿ.

A.S. Korkhin
ON CONSTRUCTING A SWITCHING REGRESSION WITH UNKNOWN SWITCHING POINTS

Abstract. Regression with switching is considered. Switching points are
unknown. A general method is described for estimating switching points and
parameters of linear regression with switching. Examples of its use are given.

Keywords: regression, switching, regression parameters, evaluation.
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