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Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåíà çàäà÷à óïàêîâêè âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ â ïà-
ðàëëåëåïèïåä ìèíèìàëüíîãî îáúåìà. Äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ îòíîøå-
íèé íåïåðåñå÷åíèÿ ìíîãîãðàííèêîâ, äîïóñêàþùèõ íåïðåðûâíûå òðàíñëÿöèè
è ïîâîðîòû, èñïîëüçîâàíû phi-ôóíêöèè èëè êâàçè-phi-ôóíêöèè. Ïîñòðîåíà
ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü â âèäå çàäà÷è íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, èñ-
ñëåäîâàíû åå ñâîéñòâà. Íà îñíîâàíèè îáùåé ñòðàòåãè ðåøåíèÿ ïðåäëîæåíî
äâà ïîõîäà, ó÷èòûâàþùèå îñîáåííîñòè phi-ôóíêöèé è êâàçè-phi-ôóíêöèé.
Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè ýòèõ ïîäõîäîâ ïî çíà÷å-
íèþ ôóíêöèè öåëè è âðåìåíè ðåøåíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óïàêîâêà, âûïóêëûå ìíîãîãðàííèêè, phi-ôóíêöèÿ, êâà-
çè-phi-ôóíêöèÿ, ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, íåëèíåéíàÿ îïòèìèçàöèÿ.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Îïòèìèçàöèîííûå çàäà÷è óïàêîâêè 3D-îáúåêòîâ ÿâëÿþòñÿ ÷àñòüþ òåîðèè èññëå-

äîâàíèÿ îïåðàöèé è èìåþò øèðîêèé ñïåêòð ïðàêòè÷åñêèõ ïðèìåíåíèé, íàïðèìåð

ïðè ðåøåíèè ñîâðåìåííûõ çàäà÷ áèîëîãèè, ìèíåðàëîãèè, ìåäèöèíû, ìàòåðèàëî-

âåäåíèÿ, íàíîòåõíîëîãèé, ðîáîòîòåõíèêè, â ñèñòåìàõ ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ.

Àêòóàëüíîñòü ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíè ïîçâîëÿþò çàìå-

íèòü ïîëíîìàñøòàáíûå äîðîãîñòîÿùèå ýêñïåðèìåíòû êîìïüþòåðíûì ìîäåëèðî-

âàíèåì ðåàëüíûõ ïðîöåññîâ è ñòðóêòóð ìàòåðèàëîâ. Ýòî ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëü-

íîé ýêîíîìèè âðåìåííûõ è ôèíàíñîâûõ ðåñóðñîâ.

Íàïðèìåð, èííîâàöèîííûì ïðèìåíåíèåì çàäà÷ ðàçìåùåíèÿ ìíîãîãðàííèêîâ

ÿâëÿåòñÿ òðåõìåðíîå ìîäåëèðîâàíèå ìèêðîñòðóêòóð ðàçëè÷íûõ ìàòåðèàëîâ

(âêëþ÷àÿ íàíîìàòåðèàëû). Ïîñëåäíèå äîñòèæåíèÿ â ýòîé îáëàñòè ñâÿçàíû ñ ðàç-

ðàáîòêîé êîìïüþòåðíîé òåõíîëîãèè 3D òîìîãðàôè÷åñêîãî àíàëèçà ìèíåðàëüíûõ

÷àñòèö [1]. Â [2] îïèñûâàåòñÿ ïðèìåíåíèå çàäà÷è óïàêîâêè ìíîãîãðàííèêîâ â ïî-

ðîøêîâîé ìåòàëëóðãèè. Òàê æå äàííûå çàäà÷è èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ýôôåêòèâíîãî

ðåøåíèÿ ïðîáëåìû óòèëèçàöèè îïàñíûõ îòõîäîâ è àâòîìàòèçàöèè ïðîöåññà óïà-

êîâêè òèãëåé â ïðîèçâîäñòâå ïîëóïðîâîäíèêîâûõ ïëàñòèí.

Çàäà÷è óïàêîâêè 3D-îáúåêòîâ ÿâëÿþòñÿ NP-ñëîæíûìè è, êàê ïðàâèëî, äëÿ

èõ ðåøåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå ýâðèñòèêè.

Èçâåñòíûå ïîäõîäû ê ðåøåíèþ òðåõìåðíûõ çàäà÷ óïàêîâêè ìîæíî ðàçäå-

ëèòü íà ñëåäóþùèå ãðóïïû:

— ýâðèñòè÷åñêèå ìåòîäû (ýâðèñòèêè, îñíîâàííûå íà ðåëàêñàöèè èíôîðìà-

öèè î ôîðìå îáúåêòîâ [3], à òàêæå àëãîðèòìû, à èìåííî ãåíåòè÷åñêèå [4], îñíî-

âàííûå íà èäåå èìèòàöèîííîãî îòæèãà [5], ìóðàâüèíûå [6] è èñïîëüçóþùèå ðàñ-

øèðåííûé ïîèñê ïî îáðàçöó [7]);

— òðàäèöèîííûå ìåòîäû ëèíåéíîé è íåëèíåéíîé îïòèìèçàöèè [8];

— êîìáèíèðîâàííûå ïîäõîäû, èñïîëüçóþùèå ýâðèñòèêè è ìåòîäû ìàòåìà-

òè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ [9].

Â ðàáîòå [10] ñäåëàí âûâîä î òîì, ÷òî ïðîöåññ ðåøåíèÿ çàäà÷ óïàêîâêè ñëîæ-

íûõ òðåõìåðíûõ îáúåêòîâ ñâîäèòñÿ ê öèêëè÷åñêîìó âûïîëíåíèþ ñëåäóþùèõ øà-

ãîâ: ôîðìèðîâàíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàçìåùàåìûõ îáúåêòîâ; ôîðìàëèçàöèÿ

óñëîâèé íåïåðåñå÷åíèÿ îáúåêòîâ ñ ó÷åòîì èõ òðàíñëÿöèè (ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ)

è ïîâîðîòà, ðàñïîëîæåíèÿ íà çàäàííîì ðàññòîÿíèè; âû÷èñëåíèå öåëåâîé ôóíêöèè.
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Â áîëüøèíñòâå ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ òðåõìåðíûì óïàêîâêàì, íå äîïóñêàþò-

ñÿ íåïðåðûâíûå âðàùåíèÿ îáúåêòîâ. Íàïðèìåð, â [11] èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî ïðå-

îáðàçîâàíèå òðàíñëÿöèè. Â [12] ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòì HAPE3D, êîòîðûé ïîçâî-

ëÿåò âðàùåíèå ìíîãîãðàííèêîâ âîêðóã êàæäîé êîîðäèíàòíîé îñè äèñêðåòíî íà

óãëû, êðàòíûå 45�.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñðàâíåíèå äâóõ ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ

çàäà÷è óïàêîâêè âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ (ñ ó÷åòîì èõ íåïðåðûâíûõ òðàíñëÿ-

öèé è âðàùåíèé) â ïàðàëëåëåïèïåäå ìèíèìàëüíîãî îáúåìà â çàâèñèìîñòè îò

âèäà ôóíêöèé (ëèáî phi-ôóíêöèè, ëèáî êâàçè-phi-ôóíêöèè [13]), èñïîëüçóåìûõ

äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ îãðàíè÷åíèé íåïåðåñå÷åíèÿ ìíîãîãðàííèêîâ.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Èìååòñÿ íàáîð âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ Ki , i n I n� �{ }1 2, , ,� , è ïðÿìîé ïà-

ðàëëåëåïèïåä � � � � � � � � �{ }( , , ) : , ,x y z R x l y w z h3 0 0 0 ñ ïåðåìåííûìè

ðàçìåðàìè l w, , h. Êàæäûé ìíîãîãðàííèê Ki çàäàåòñÿ êîîðäèíàòàìè åãî âåð-

øèí p xij ij� ( , yij , zij ), j mi�1, ,� , â ñîáñòâåííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

Äëÿ ìíîãîãðàííèêà Ki ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: Gi — ìíîæåñòâî ãðà-

íåé gij , ïðèíàäëåæàùèõ ïëîñêîñòÿì { }( , , ) :x y z A x B y C z Dij ij ij ij� � � � 0 , j IGi
� ;

Pi — ìíîæåñòâî âåðøèí p x y zik ik ik ik� ( , , ), k I Pi
� ; Ti — ìíîæåñòâî ðåáåð til ,

çàäàííûõ ïàðàìè âåðøèí ( pil1
, pil2

), l ITi
� . Çàìåòèì, ÷òî A A uij ij i� ( ),

B B uij ij i� ( ), C C uij ij i� ( ), D D uij ij i� ( ), x x uik ik i� ( ), y y uik ik i� ( ),

z z uik ik i� ( ).

Ïóñòü K X x y z R f X A x B y C z Di ij ij ij ij ij� � � � � � � �{ ( , , ) : ( )3 0, j IGi
� }.

Íå òåðÿÿ îáùíîñòè, ïîëàãàåì, ÷òî öåíòð ñîáñòâåííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ìíî-

ãîãðàííèêà Ki ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì îïèñàííîé âîêðóã íåãî ñôåðû S i ðàäèóñà ri .

Ðàñïîëîæåíèå è îðèåíòàöèÿ ìíîãîãðàííèêà Ki îïðåäåëÿþòñÿ âåêòîðîì åãî

ïàðàìåòðîâ ðàçìåùåíèÿ ( , )� �i i , ãäå � i i i ix y z� ( , , ) — âåêòîð òðàíñëÿöèè,

� � � �i i i i� ( , , )1 2 3 — âåêòîð ïàðàìåòðîâ âðàùåíèÿ, � � �i i i
1 2 3, , — ñîîòâåòñòâóþùèå

óãëû âðàùåíèÿ îò îñè OX ê OY , îò îñè OY ê OZ è îò îñè OX ê OZ â ëîêàëüíîé

ñèñòåìå êîîðäèíàò ìíîãîãðàííèêà Ki ñîîòâåòñòâåííî.

Îäíîâðåìåííàÿ òðàíñëÿöèÿ ìíîãîãðàííèêà Ki íà âåêòîð � i è åãî âðàùåíèå

íà âåêòîð � i îïðåäåëÿåòñÿ â âèäå

K u p R p M p p Ki i i i i( ) : ( )� � � � � 	 �{ }3 0 0 0� � ,

ãäå Ki
0 — íåòðàíñëèðîâàííûé è íåïîâåðíóòûé ìíîãîãðàííèê Ki , M i( )� �

� � �M M Mi i i1
1
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2

3
3( ) ( ) ( )� � � — ìàòðèöà ïîâîðîòà,
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Çàäà÷à óïàêîâêè âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ ñîñòîèò â ðàçìåùåíèè çàäàííî-

ãî íàáîðà íåïåðåñåêàþùèõñÿ âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ K ui i( ), i I n� , â ïàðàë-

ëåëåïèïåäå � ìèíèìàëüíîãî îáúåìà F l w h� � � .
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ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÈÉ ÐÀÇÌÅÙÅÍÈß

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè â âèäå çàäà÷è íåëèíåéíîãî ïðîãðàì-

ìèðîâàíèÿ íåîáõîäèìî àíàëèòè÷åñêè îïèñàòü îãðàíè÷åíèÿ íåïåðåñå÷åíèÿ ìíî-

ãîãðàííèêîâ K1 è K2 , int intK K1 2� � �, è ïðèíàäëåæíîñòè ìíîãîãðàííèêà

K1 îáëàñòè ðàçìåùåíèÿ � , K K1 1� � � ��� �int � , ãäå � �� � R 3 \ int .

Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóþòñÿ äâà âèäà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé: phi-ôóíêöèè è êâà-

çè-phi-ôóíêöèè, îïðåäåëåíèÿ è ñâîéñòâà êîòîðûõ îïèñàíû â [14–18].

Ïîñòðîåíèå phi-ôóíêöèé (íîðìàëèçîâàííûõ) äëÿ 3D-îáúåêòîâ ÿâëÿåòñÿ â îá-

ùåì ñëó÷àå ñëîæíîé çàäà÷åé. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïîñòðîåíû phi-ôóíêöèè äëÿ íå-

êîòîðûõ ðåãóëÿðíûõ 3D-îáúåêòîâ [14, 19], âêëþ÷àÿ øàðû, ïàðàëëåëåïèïåäû, âû-

ïóêëûå ìíîãîãðàííèêè.

Äëÿ ìíîãîãðàííèêîâ K u1 1( ) è K u2 2( ), äîïóñêàþùèõ íåïðåðûâíûå òðàíñëÿ-

öèè è âðàùåíèÿ, phi-ôóíêöèþ ìîæíî îïðåäåëèòü â ñëåäóþùåì âèäå:

�K K
iu u u u i1 2

1 2 1 2 1 2 3( , ) max ( , ), , ,� �{ }� ,

ãäå ôóíêöèÿ �
1 1 2 1 2 1 2 1 2 1

1 2

( , ) max min (u u A x B y C z D
j I k I

j k j k j k
G P

� � � �
� �

j ) îïèñûâàåò

âçàèìîäåéñòâèå âåðøèí ìíîãîãðàííèêà K u2 2( ) c ãðàíÿìè ìíîãîãðàííèêà K u1 1( ),

ôóíêöèÿ �
2 1 2 2 1 2 1 2 1 2

2 1

( , ) max min (u u A x B y C z D
j I k I

j k j k j k
G P

� � � �
� �

j ) — âçàèìîäåé-

ñòâèå âåðøèí ìíîãîãðàííèêà K u1 1( ) ñ ãðàíÿìè ìíîãîãðàííèêà K u2 2( ), ôóíê-

öèÿ � 3 1 2 1 2 1 2
( , ) max ( , ), ,u u u u a I b Iab

T T� � �{ }� — âçàèìîäåéñòâèå ðåáåð

ìíîãîãðàííèêà K u1 1( ) ñ ðåáðàìè ìíîãîãðàííèêà K u2 2( ). Çäåñü

� ab
i j

ab
o

ab
ku u F p u u u F p u( , ) min ( ( ), , ), ( ( ),� {

12 1 1 1 2 12 1 1 u u1 2, ),

F p u u u F p u u uba
s

ba
21 2 2 1 2 21 2 2 1 2( ( ), , ), ( ( ), , )� },

F x y z u u x x u x x u x xab
o k

ab
12 1 2 1 1 1 1 12

( , , , , ) ( ( ))( ( ))( (� 
 
 
 u u1 2, )) �

� 
 
 
 �( ( ))( ( ))( ( , ))y y u y y u y y u uo k
ab

1 1 1 1 12 1 2

� 
 
 
( ( ))( ( ))( ( , )),z z u z z u z z u uo k
ab

1 1 1 1 12 1 2

F x y z u u x x u x x u x xba
s

ba
21 1 2 2 2 2 2 12

( , , , , ) ( ( ))( ( ))( (� 
 
 
� u u1 2, )) �

� 
 
 
 �( ( ))( ( ))( ( , ))y y u y y u y y u us
ba

2 2 2 2 12 1 2�

� 
 
 
( ( ))( ( ))( ( , ))z z u z z u z z u us
ba

2 2 2 2 12 1 2� ,

p uo1 1( ), p uk1 1( ) — âåðøèíû ðåáðà a ìíîãîãðàííèêà K1; p us2 2( ), p u2 2� ( ) —

âåðøèíû ðåáðà b ìíîãîãðàííèêà K u2 2( ); a u u p u p uab
o s12 1 2 1 1 2 2( , ) ( ) ( )� 
 �

� p uk2 2( ), a u u p u p u p uba
s o k12 1 2 2 2 1 1 1 1( , ) ( ) ( ) ( )� 
 � .

Â öåëÿõ ðàñøèðåíèÿ êëàññà 3D-îáúåêòîâ, äëÿ êîòîðûõ ìîæíî ïîñòðîèòü ìà-

òåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü çàäà÷è óïàêîâêè â âèäå çàäà÷è íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðî-

âàíèÿ (íàïðèìåð, äëÿ ýëëèïñîèäîâ, êîíóñîâ, öèëèíäðîâ), â [14] ââåäåíî ïîíÿòèå

êâàçè-phi-ôóíêöèè.

Äëÿ íåêîòîðûõ òèïîâ 3D-îáúåêòîâ (íàïðèìåð, âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ) âèä

êâàçè-phi-ôóíêöèé ñóùåñòâåííî ïðîùå, ÷åì âèä ñîîòâåòñòâóþùèõ phi-ôóíêöèé.

Îäíàêî â îòëè÷èå îò phi-ôóíêöèè êâàçè-phi-ôóíêöèÿ çàâèñèò íå òîëüêî îò

âåêòîðà ïàðàìåòðîâ ðàçìåùåíèÿ ìíîãîãðàííèêîâ, íî è îò äîïîëíèòåëüíûõ ïåðå-

ìåííûõ.
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Êâàçè-phi-ôóíêöèþ äëÿ ìíîãîãðàííèêîâ K u1 1( ) è K u2 2( ), äîïóñêàþùèõ íå-

ïðåðûâíûå òðàíñëÿöèè è âðàùåíèÿ, ìîæíî çàäàòü òàê [18]:

� �
�

� � �K K
P

K P
P

K P
Pu u u u u u u1 2 1 2

1 2 1 2( , , ) min ( , ), ( , ){ },

ãäå uP xP yP P� ( , , )� � � — âåêòîð äîïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ, îïðåäåëÿþ-

ùèé ïàðàìåòðû ïîëóïëîñêîñòè âèäà P u x y z x y zP P( ) ( , , ) :� � � � � � � �{ � � � �

� ��P 0}, � �� sin yP , � � �� 
 �sin cosxP yP , � � �� �cos cosxP yP ; �K P
Pu u1

1( , ) �

�
� �
min ( )

1
1

1i m
P ip� — phi-ôóíêöèÿ äëÿ K u1 1( ) è P uP( ); �K P

Pu u2
2

�

�( , )

� 

� �
min ( ( ))

1
2

2j m
P jp� — phi-ôóíêöèÿ äëÿ K u2 2( ) è P u R P uP P

� �( ) \ int ( )3 . Çà-

ìåòèì, ÷òî max ( , , )
u

K K
P

P

u u u�� 1 2
1 2 ÿâëÿåòñÿ phi-ôóíêöèåé äëÿ ìíîãîãðàííèêîâ

K u1 1( ) è K u2 2( ).

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜ ÇÀÄÀ×È ÓÏÀÊÎÂÊÈ ÂÛÏÓÊËÛÕ ÌÍÎÃÎÃÐÀÍÍÈÊÎÂ

Â îáùåì ñëó÷àå ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü çàäà÷è óïàêîâêè âûïóêëûõ ìíîãîãðàí-

íèêîâ â êóáîèä ìèíèìàëüíîãî îáúåìà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

min ( )
u W R

F u
� � 	

, (1)

W u R f f i n j n j iij i� � � � � � �{ }	 : , , , , , , , , , ,0 0 1 2 1 2� � , (2)

ãäå F u l w h( ) � � � , f ij — ëèáî êâàçè-phi-ôóíêöèÿ, ëèáî phi-ôóíêöèÿ äëÿ ìíî-

ãîãðàííèêîâ Ki è K j (îïèñûâàþùàÿ óñëîâèÿ íåïåðåñå÷åíèÿ ìíîãîãðàííèêîâ

Ki è K j ), f i — phi-ôóíêöèÿ äëÿ ìíîãîãðàííèêà Ki è îáúåêòà �� (îïèñûâàþ-

ùàÿ óñëîâèÿ ðàçìåùåíèÿ ìíîãîãðàííèêà Ki âíóòðè ïàðàëëåëåïèïåäà �).

Ðàçìåðíîñòü âåêòîðà u R� 	 ïåðåìåííûõ çàäà÷è (1), (2) çàâèñèò îò ïîäõîäà,

êîòîðûé èñïîëüçóåòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè. Â ñëó÷àå êâà-

çè-phi-ôóíêöèé âåêòîð ïåðåìåííûõ çàäà÷è îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

u l w h u u u Rn� �( , , , , , , , )1 2 � 
 	 , ãäå ( , , )l w h — ïåðåìåííûå ðàçìåðû (äëèíà, øè-

ðèíà è âûñîòà) ïàðàëëåëåïèïåäà � ; u x y zi i i i i i i i i� �( , ) ( , , , , , )� � � � �1 2 3 — âåêòîð

ïàðàìåòðîâ ðàçìåùåíèÿ ìíîãîãðàííèêà Ki , i I n� ; 
 � ( , , )u u
P P

m1
� — âåêòîð äî-

ïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ; u
P
k

xP
k

yP
k

P
k� ( , , )� � � — äîïîëíèòåëüíûå ïåðåìåí-

íûå äëÿ k-é ïàðû ìíîãîãðàííèêîâ, k m�1, ,� , m � 0.5( )n n
1 . Òàêèì îáðàçîì,

÷èñëî ïåðåìåííûõ çàäà÷è (1), (2) â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ êâàçè-phi-ôóíêöèé ñî-

ñòàâëÿåò 	 � � �3 6 3n m, à â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ phi-ôóíêöèé — 	 � �3 6n.

ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÈ ÄÂÓÕ ÐÅÀËÈÇÀÖÈÉ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÌÎÄÅËÈ (1), (2)

Îòìåòèì íåêîòîðûå îòëè÷èòåëüíûå îñîáåííîñòè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè (1), (2),

êîòîðûå âëèÿþò íà âûáîð ìåòîäà ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ èñïîëüçîâàíèåì óïîìÿíóòûõ

ñðåäñòâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

1. Çàäà÷à (1), (2) ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ ïîñòàâëåííîé çà-

äà÷è îïòèìàëüíîé óïàêîâêè âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ è ñîäåðæèò âñå åå ãëî-

áàëüíûå ðåøåíèÿ.

2. Îáëàñòü äîïóñòèìûõ ðåøåíèé W âèäà (2) îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ n íåðà-

âåíñòâ âèäà f i � 0 è
1

2
1n n( )
 íåðàâåíñòâ âèäà f ij � 0. Ôóíêöèÿ f i ÿâëÿåòñÿ ìèíè-
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ìóìîì èç 6mi äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé, à f ij — ìàêñèìèííîé ôóíêöèåé

â ñëó÷àå, êîãäà f ij åñòü phi-ôóíêöèÿ. Êàæäîå íåðàâåíñòâî f ij � 0 ìîæíî ïðåäñòà-

âèòü â âèäå íàáîðà ñèñòåì íåðàâåíñòâ ñ äèôôåðåíöèðóåìûìè ôóíêöèÿìè, âêëþ-

÷àÿ gi ñèñòåì èç m j íåðàâåíñòâ, g j ñèñòåì èç mi íåðàâåíñòâ è t ti j� ñèñòåì, ñî-

ñòîÿùèõ èç îäíîãî íåðàâåíñòâà. Â ñëó÷àå, åñëè f ij ÿâëÿåòñÿ êâàçè-phi-ôóíêöèåé,

òî f ij � 0 îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé èç m mi j� íåðàâåíñòâ ñ äèôôåðåíöèðóåìûìè

ôóíêöèÿìè.

3. Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà phi-ôóíêöèé ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü ïîñòàâëåííóþ

çàäà÷ó â âèäå çàäà÷è íåãëàäêîé îïòèìèçàöèè. Îáëàñòü äîïóñòèìûõ ðåøåíèé

îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ ñ ìàêñèìèííûìè ôóíêöèÿìè è èìååò ñëåäóþ-

ùåå ñâîéñòâî: W W

q

q�
�1

�

� , ãäå êàæäàÿ èç ïîäîáëàñòåé Wq îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé

íåðàâåíñòâ ñ äèôôåðåíöèðóåìûìè ôóíêöèÿìè. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷ó (1), (2)

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

F u F u qq( ) min ( ), , , ,� �� �{ }1 2 � � , (3)
ãäå

F u F uq

u Wq

( ) min ( )�

�
� . (4)

Â ìîäåëè (3), (4) êàæäàÿ ïîäçàäà÷à âèäà (4) ÿâëÿåòñÿ ìíîãîýêñòðåìàëüíîé

çàäà÷åé íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

4. Îáëàñòü äîïóñòèìûõ ðåøåíèé çàäà÷è (1), (2), ïîñòðîåííàÿ ñ èñïîëüçîâà-

íèåì êâàçè-phi-ôóíêöèé, îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ ñ äèôôåðåíöèðóåìû-

ìè ôóíêöèÿìè. Â ýòîì ñëó÷àå èìååì íåâûïóêëóþ çàäà÷ó íåëèíåéíîãî ïðîãðàì-

ìèðîâàíèÿ, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðîé ìîæíî íåïîñðåäñòâåííî ïðèìåíÿòü ñîâðåìåí-

íûå ðåøàòåëè äëÿ ãëîáàëüíîé è ëîêàëüíîé îïòèìèçàöèè.

Íàïðèìåð, äëÿ äâóõ òðåõìåðíûõ ñèìïëåêñîâ, ò.å. m m m1 2 4� � � , çàäà-

÷à (1), (2) â çàâèñèìîñòè îò âèäà ôóíêöèé f ij â (2) ñâîäèòñÿ:

— ê çàäà÷å ðàçìåðíîñòè 	 �18 ñ îáëàñòüþ äîïóñòèìûõ ðåøåíèé W, êîòîðàÿ

îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé 6 6 2 56m m m� � � íåðàâåíñòâ ïðè èñïîëüçîâàíèè êâà-

çè-phi-ôóíêöèé;

— ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîäçàäà÷ ðàçìåðíîñòè 	 �15, â êàæäîé èç êîòîðûõ

îáëàñòü äîïóñòèìûõ ðåøåíèé Wq îïðåäåëÿåòñÿ ëèáî ñ ïîìîùüþ 6 6 52m m m� � � ,

ëèáî 6 6 5 54m m� � � íåðàâåíñòâ ïðè èñïîëüçîâàíèè phi-ôóíêöèé.

ÑÒÐÀÒÅÃÈß ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È

Ñ ó÷åòîì ñâîéñòâ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè (1), (2) ïðåäëàãàåòñÿ äâà ìåòîäà ðå-

øåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è, â îñíîâå êîòîðûõ ëåæèò ñòðàòåãèÿ ìóëüòèñòàðòà,

ñîñòîÿùàÿ èç ñëåäóþùèõ ýòàïîâ.

Ýòàï 1. Ïîèñê äîïóñòèìûõ ñòàðòîâûõ òî÷åê çàäà÷è (1), (2). Äàííûé ýòàï

ÿâëÿåòñÿ îáùèì äëÿ îáîèõ ïîäõîäîâ. Ïðåæäå âñåãî âûïóêëûå ìíîãîãðàííèêè Ki

ïîêðûâàþòñÿ øàðàìè S i ìèíèìàëüíûõ ðàäèóñîâ ri
� , i I� . Äëÿ ýòîãî ðåøàåòñÿ

îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à

r ri
r D R

i
i i i

�

� �
� min

( , )� 4
, (5)

ãäå D r R r x x y y z zi i i i ij i ij i ij i� � 
 
 
 
 
 
 �{( , ) : ( ) ( ) ( )� 4 2 2 2 2 0, , , , ,r j mi i� �0 1 2 � }.

Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ çàäà÷è (5) ôîðìèðóåòñÿ âåêòîð r r r r Rn
n� �( , , , )1 2 � .
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Äàëåå âûáèðàþòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèå ðàçìåðû ( , , )l w h0 0 0 êîíòåéíåðà �

òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû çàâåäîìî ãàðàíòèðîâàëîñü ðàçìåùåíèå âñåõ íåïåðåñåêàþ-

ùèõñÿ øàðîâ S i , i I� , âíóòðè ýòîãî êîíòåéíåðà. Ðàçìåðû êîíòåéíåðà � ôèêñèðó-

þòñÿ, à ðàäèóñû ri øàðîâ S i , i I� , ïðèíèìàþòñÿ ïåðåìåííûìè.

Íà ñëåäóþùåì øàãå ðåøàåòñÿ çàäà÷à íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ âèäà

max ( , ) max
( , )

� �
�

r r
r G

i

n

i�
� �

�
1

, (6)

ãäå

G r R r r i j I rn
ij
SS

i j i j i
S

i i� � � � �{( , ) , ( , , , ) , , ( , )� � � �4 0� � � 
 � �0 0, ,*r r i Ii i }, (7)

�ij
SS

i j i j i j i j i j ir r x x y y z z r( , , , ) ( ) ( ) ( ) (� � � 
 � 
 � 
 
 �2 2 2 rj )2 ,

�i
S

i i i i i i i i i i i ir x r y r z r l x r w y r( , ) min , , , ,� � 
 
 
 
 
 
 
{ 0 0 , h z ri i
0 
 � }.

Çàäàâàÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì òî÷êó ( , )� 0 0r , � � �0
1
0 0� ( , , )� n , � i

0 0� ��

� � ( , , )l w h0 0 0 , r r rn
0

1
0 0� ( , , )� , ri

0 0� , i I� , íàõîäèì òî÷êó ãëîáàëüíîãî ìàêñè-

ìóìà ( , )�� �r çàäà÷è (6), (7). Çàìåòèì, ÷òî ãëîáàëüíûé ìàêñèìóì âñåãäà ñóùåñ-

òâóåò, ïîñêîëüêó ðàçìåðû îáëàñòè âûáèðàþòñÿ çàâåäîìî äîñòàòî÷íî áîëüøèìè.

Ýòàï 2. Ïîèñê ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ çàäà÷è (1), (2). Ôîðìèðóåì òî÷êó

us s s� ( , )� � , ãäå � �s � � , à âåêòîð �s óãëîâûõ ïàðàìåòðîâ ãåíåðèðóåòñÿ ñëó÷àé-

íûì îáðàçîì. Îñóùåñòâëÿåì ïîèñê ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà çàäà÷è (1), (2), ñòàðòóÿ

èç òî÷êè us.

Åñëè èñïîëüçóþòñÿ êâàçè-phi-ôóíêöèè, òî äëÿ çàäà÷è (1), (2) íåïîñðåäñòâåí-

íî ïðèìåíÿåòñÿ ïðîöåäóðà Local Optimisation Feasible Region Transformation

(LOFRT), îïèñàííàÿ â [18]. Ïðåäëîæåííàÿ ïðîöåäóðà ëîêàëüíîé îïòèìèçàöèè

ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî ñîêðàòèòü çàòðàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ (âðåìÿ

è ïàìÿòü) çà ñ÷åò äåêîìïîçèöèè çàäà÷è (1), (2) íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäçàäà÷

íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ ìåíüøèì ÷èñëîì íåðàâåíñòâ, à â ñëó÷àå ïðè-

ìåíåíèÿ êâàçè-phi-ôóíêöèé — è ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè. Ïåðåõîäèì ê ýòàïó 4.

Åñëè èñïîëüçóþòñÿ phi-ôóíêöèè, òî äëÿ êàæäîé äîïóñòèìîé ñòàðòîâîé òî÷-

êè us ôîðìèðóåòñÿ ïîäîáëàñòü W Ws � , u Ws s� . Ïðîöåäóðà LOFRT ïðèìåíÿåòñÿ

äëÿ ðåøåíèÿ ïîäçàäà÷ âèäà (4) íà ïîäîáëàñòè W W us
q

s� ( ). Ïåðåõîä îò îäíîé

ïîäîáëàñòè ê äðóãîé îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà, îïèñàííîãî â [19].

Ýòàï 3. Ïîèñê ïðèáëèæåíèÿ ê ãëîáàëüíîìó ìèíèìóìó çàäà÷è (1), (2).
Åñëè èñïîëüçóþòñÿ phi-ôóíêöèè, òî âûïîëíÿåòñÿ ïðîöåäóðà íåïîëíîãî íàïðàâ-

ëåííîãî ïåðåáîðà ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ ñ ïðèìåíåíèåì àëãîðèòìà Jump [19].

Ýòàï 4. Ïåðåáîð ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ. Ëó÷øèé èç ïîëó÷åííûõ íà ïðåäû-

äóùèõ ýòàïàõ ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ ïðèíèìàåòñÿ â êà÷åñòâå ïðèáëèæåííîãî ðå-

øåíèÿ çàäà÷è (1), (2).

ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ ÂÛ×ÈÑËÈÒÅËÜÍÛÕ ÝÊÑÏÅÐÈÌÅÍÒÎÂ

Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû âûïîëíÿëèñü íà êîìïüþòåðå AMD Athlon 64

X2 5200 +. Äëÿ ïîèñêà ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ â çàäà÷àõ íåëèíåéíîãî ïðîãðàì-

ìèðîâàíèÿ èñïîëüçîâàëñÿ ðåøàòåëü IPOPT [20]. Ðàññìîòðèì ïðèìåð.

Ïðèìåð 1. Èìåþòñÿ íàáîðû ìíîãîãðàííèêîâ ïðè n � 7, n �12 è n � 98 (n —

êîëè÷åñòâî ìíîãîãðàííèêîâ) èç ðàáîòû [18, ïðèìåðû 1, 2 è 4 ñîîòâåòñòâåííî].

Ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷è óïàêîâêè ìíîãîãðàííèêîâ äâóìÿ ïîäõîäàìè ïðèâåäåíû

â òàáë. 1.
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Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîçâîëÿþò ñäåëàòü ñëåäóþùèå

âûâîäû.

1. Äëÿ n � 50 ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû íåçíà÷èòåëüíî îòëè÷àþòñÿ ïî çíà÷å-

íèþ ôóíêöèè öåëè è âðåìåíè ðåøåíèÿ.

2. Äëÿ çàäà÷ á�ëüøåé ðàçìåðíîñòè (n � 50) âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ ïîìîùüþ

ïîäõîäà, îñíîâàííîãî íà èñïîëüçîâàíèè phi-ôóíêöèé, çíà÷èòåëüíî ìåíüøå. Ýòîò

ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òîãî, ÷òî â ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè (1), (2), ïî-

ñòðîåííîé ñ ïîìîùüþ phi-ôóíêöèé, íå èìååòñÿ âåêòîðà äîïîëíèòåëüíûõ ïåðå-

ìåííûõ, ÷òî ïîíèæàåò ðàçìåðíîñòü çàäà÷è íà 3m.
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Ò à á ë è ö à 1. Ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷è óïàêîâêè ìíîãîãðàííèêîâ

Ïîäõîäû
ê ðåøåíèþ

Çíà÷åíèå
ôóíêöèè öåëè

Âðåìÿ
Ëîêàëüíî îïòèìàëüíîå ðàçìåùåíèå

ìíîãîãðàííèêîâ

n � 7

phi-ôóíêöèÿ 1837 370 ñ

êâàçè-phi-ôóíêöèÿ 1699 323 ñ

n � 12

phi-ôóíêöèÿ 3150 450 c

êâàçè-phi-ôóíêöèÿ 3131 410 c

n � 98

phi-ôóíêöèÿ 22623 7 ÷

êâàçè-phi-ôóíêöèÿ 23113 41 ÷



3. Ïðåèìóùåñòâîì ïîäõîäà, îñíîâàííîãî íà èñïîëüçîâàíèè phi-ôóíêöèé, ÿâ-

ëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ðåøàòü çàäà÷è äëÿ áîëüøîãî êîëè÷åñòâà îáúåêòîâ çà ïðèåì-

ëåìîå âðåìÿ. Íà ðèñ. 1, à, á ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû ðàçìåùåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî

400 è 500 âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ. Âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ 400

âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì phi-ôóíêöèé ñîñòàâèëî 30 ÷. Ïðè

ïðèìåíåíèè ïîäõîäà, îñíîâàííîãî íà êâàçè-phi-ôóíêöèÿõ, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è

óñòàíàâëèâàëîñü îãðàíè÷åíèå 48 ÷, â òå÷åíèå êîòîðîãî ðåøåíèå íå áûëî ïîëó÷åíî.

4. Ïðåèìóùåñòâîì ïîäõîäà, îñíîâàííîãî íà èñïîëüçîâàíèè êâàçè-phi-ôóíê-

öèé, ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü ëîêàëüíî îïòèìàëüíîå ðàçìåùåíèå âûïóê-

ëûõ ìíîãîãðàííèêîâ ñ ó÷åòîì çàäàííûõ ìèíèìàëüíî äîïóñòèìûõ ðàññòîÿ-

íèé [18, 21, 22]. Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåí ïðèìåð ðàçìåùåíèÿ 25 ìíîãîãðàííèêîâ

ñ ó÷åòîì çàäàííûõ ìèíèìàëüíî äîïóñòèìûõ ðàññòîÿíèé. Êðîìå òîãî, äëÿ ðåøå-

íèÿ çàäà÷ íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ìîæíî íåïîñðåäñòâåííî èñïîëüçîâàòü

ñîâðåìåííûå NLP-ñîëâåðû äëÿ ïîèñêà ëîêàëüíûõ è ãëîáàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Èñïîëüçîâàíèå êâàçè-phi-ôóíêöèé âìåñòî phi-ôóíêöèé ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî

óïðîñòèòü àíàëèòè÷åñêîå îïèñàíèå óñëîâèé íåïåðåñå÷åíèÿ âûïóêëûõ ìíîãîãðàí-

íèêîâ è ôîðìàëèçîâàòü îãðàíè÷åíèÿ íà ìèíèìàëüíî äîïóñòèìûå ðàññòîÿíèÿ.

Êâàçè-phi-ôóíêöèè ìîæíî òàêæå ïðèìåíÿòü äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ îãðàíè÷åíèé ðàç-

ìåùåíèÿ â çàäà÷àõ óïàêîâêè ðàçëè÷íûõ òðåõìåðíûõ îáúåêòîâ, äîïóñêàþùèõ íå-

ïðåðûâíûå âðàùåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ phi-ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ñëèøêîì ñëîæíûìè
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Ðèñ. 1. Ëîêàëüíî îïòèìàëüíûå ðàçìåùåíèÿ 400 âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ ñ 16 âåðøèíàìè (à)
è 500 âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ ñ òðåìÿ âåðøèíàìè (á)

à á

Ðèñ. 2. Ëîêàëüíî îïòèìàëüíûå ðàçìåùåíèÿ 25 âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ áåç ó÷åòà ìèíèìàëüíî
äîïóñòèìûõ ðàññòîÿíèé (à) è ñ ó÷åòîì ìèíèìàëüíî äîïóñòèìûõ ðàññòîÿíèé (á)

à á



(íàïðèìåð, íåâûïóêëûå ìíîãîãðàííèêè) èëè íå ïîñòðîåíû (íàïðèìåð, ýëëèïñîè-

äû, öèëèíäðû, êîíóñû, ñôåðîöèëèíäðû). Îäíàêî èñïîëüçîâàíèå êâàçè-phi-ôóíê-

öèé èìååò íåäîñòàòêè, ñâÿçàííûå ñ ââåäåíèåì äîïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ, ÷òî

çíà÷èòåëüíî ïîâûøàåò ðàçìåðíîñòü çàäà÷è. Äëÿ ïîèñêà ýôôåêòèâíûõ ðåøåíèé

çàäà÷ óïàêîâêè âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ ïåðñïåêòèâíûì íàïðàâëåíèåì ÿâëÿåòñÿ

òàêæå âûäåëåíèå èõ êîìáèíàòîðíîé ñòðóêòóðû [23, 24].
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Þ.ª. Ñòîÿí, À.Ì. ×óãàé, Î.Â. Ïàíêðàòîâ, Ò.ª. Ðîìàíîâà
ÏÐÎ ÄÂÀ Ï²ÄÕÎÄÈ ÄÎ ÌÎÄÅËÞÂÀÍÍß ÒÀ ÐÎÇÂ’ßÇÀÍÍß ÇÀÄÀ×² ÏÀÊÓÂÀÍÍß
ÎÏÓÊËÈÕ ÁÀÃÀÒÎÃÐÀÍÍÈÊ²Â

Àíîòàö³ÿ. Ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó ïàêóâàííÿ îïóêëèõ áàãàòîãðàííèê³â ó ïàðàëå-
ëåï³ïåä³ ì³í³ìàëüíîãî îá’ºìó. Äëÿ àíàë³òè÷íîãî îïèñó â³äíîøåíü íåïåðåòè-
íàííÿ áàãàòîãðàííèê³â, ùî äîïóñêàþòü áåçïåðåðâí³ òðàíñëÿö³¿ òà ïîâîðîòè,
âèêîðèñòàíî phi-ôóíêö³¿ àáî êâàç³-phi-ôóíêö³¿. Ïîáóäîâàíî ìàòåìàòè÷íó ìî-
äåëü ó âèãëÿä³ çàäà÷³ íåë³í³éíîãî ïðîãðàìóâàííÿ òà äîñë³äæåíî ¿¿ âëàñòè-
âîñò³. Íà áàç³ çàãàëüíî¿ ñòðàòåã³¿ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ çàïðîïîíîâàíî äâà
ï³äõîäè, ùî âðàõîâóþòü îñîáëèâîñò³ phi-ôóíêö³é ³ êâàç³-phi-ôóíêö³é. Íàâå-
äåíî ðåçóëüòàòè ïîð³âíÿííÿ åôåêòèâíîñò³ öèõ ï³äõîä³â çà çíà÷åííÿì ôóíêö³¿
ö³ë³ òà ÷àñó ðîçâ’ÿçàííÿ.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ïàêóâàííÿ, îïóêë³ áàãàòîãðàííèêè, phi-ôóíêö³ÿ, êâàç³-phi-
ôóíêö³ÿ, ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü, íåë³í³éíà îïòèì³çàö³ÿ.

Y.E. Stoian, A.M. Chugay, A.V. Pankratov, T.E. Romanova
ON TWO APPROACHES TO MODEL AND SOLVE THE PACKING PROBLEM
FOR CONVEX POLYTOPES

Abstract. We consider the packing problem for convex polytopes in a cuboid of
minimum volume. To describe analytically the non-overlapping constraints for
convex polytopes that allow continuous translations and rotations, we use
phi-functions and quasi-phi-functions. We provide an exact mathematical model
in the form of an NLP-problem and analyze its characteristics. Based on the
general solution strategy, we propose two approaches that take into account
peculiarities of phi-functions and quasi-phi-functions. Computational results to
compare the efficiency of our approaches are given with respect to both the
value of the objective function and runtime.

Keywords: packing, convex polytopes, phi-function, quasi-phi-function,
mathematical model, nonlinear optimization.
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