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Àííîòàöèÿ. Ïîëó÷åíû îáùèå ôîðìóëû äëÿ ýôôåêòèâíîãî âû÷èñëåíèÿ
îïòèìàëüíûõ îöåíîê äëÿ ôóíêöèîíàëîâ îò ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ñî çíà÷å-
íèÿìè èç ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H . Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà èçó÷àåìûé
ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íåêîòîðîãî íåëèíåéíîãî ýâîëþöèîííîãî äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ ìàëîé íåëèíåéíîñòüþ, ïðîâåäåíî ðàçëîæåíèå ïî-
ëó÷åííûõ îïòèìàëüíûõ îöåíîê ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåòðà, à êîýôôèöè-
åíòû ðàçëîæåíèÿ çàäàíû â âèäå àëãîðèòìîâ è âû÷èñëåíû â ÿâíîì âèäå ÷å-
ðåç èçâåñòíûå âåëè÷èíû äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: àëãîðèòì, ýâîëþöèîííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ,
ïëîòíîñòü Ðàäîíà–Íèêîäèìà, ðàñøèðåííûé ñòîõàñòè÷åñêèé èíòåãðàë, ýêâè-
âàëåíòíîñòü ìåð, ôóíêöèîíàë.

Çàäà÷è ýêñòðàïîëÿöèè è ôèëüòðàöèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ïðè èçó÷åíèè ÷àùå âñå-

ãî îöåíèâàþòñÿ íå ïîëíîñòüþ, à ÷àñòè÷íî. Íàïðèìåð, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñëó÷àé-

íûé ïðîöåññ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê âåêòîð èç êîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà è íà-

áëþäàåòñÿ ëèøü íåêîòîðàÿ ÷àñòü èç åãî êîìïîíåíò. Åñòåñòâåííî, ñòàâèòñÿ çàäà÷à

î íàõîæäåíèè îïòèìàëüíûõ îöåíîê è â çàäà÷å ýêñòðàïîëÿöèè, è â çàäà÷å ôèëüòðà-

öèè òåõ êîìïîíåíò ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà, êîòîðûå íå íàáëþäà-

ëèñü, èëè ôóíêöèé è ôóíêöèîíàëîâ îò íèõ. Ýòè çàäà÷è âàæíåéøèå â òåîðèè îïòè-

ìàëüíûõ îöåíîê ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ è èì ïîñâÿùåíà íàñòîÿùàÿ ðàáîòà.

Ïóñòü { }�, ,� P — ôèêñèðîâàííîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî, H — ñåïà-

ðàáåëüíîå âåùåñòâåííîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

( , )x y è íîðìîé || ||x , x y H, � ,� — �-àëãåáðà èçìåðèìûõ ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàí-

ñòâà H . Äàëåå L L a H2 2 0� {[ ; ], } îáîçíà÷åíî ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, îïðåäåëåí-

íûõ íà îòðåçêå [ ; ]0 a ñî çíà÷åíèÿìè èç H è èíòåãðèðóåìûõ ñî ñâîèì êâàäðàòîì

ïî íîðìå H . Ââåäåì â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå L2 ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

( , )f g L è íîðìó || ||f L, f g, �L2 , â âèäå
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â ïðîñòðàíñòâå H . Îáîçíà÷èì | ( , )|B t s íîðìó îïåðàòîðíîé ôóíêöèè â ïðîñòðàí-

ñòâå H . Èçâåñòíî, ÷òî îïåðàòîðíàÿ ôóíêöèÿ B t s( , ) êàê ÿäðî ïîðîæäàåò â ïðî-
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Íîðìà îïåðàòîðà, îïðåäåëåííàÿ ïî ôîðìóëå (1), íàçûâàåòñÿ ãèëüáåðòî-øìèä-

òîâñêîé íîðìîé, à îïåðàòîð B , èìåþùèé òàêóþ íîðìó, íàçûâàåòñÿ îïåðàòî-

ðîì Ãèëüáåðòà–Øìèäòà.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûé ïðîöåññ x t( ) , îïðåäåëåííûé ïðè t a�[ ; ]0 è ïðèíèìà-

þùèé ñâîè çíà÷åíèÿ èç ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H (â ÷àñòíîñòè, ïðîñòðàíñòâî

H ìîæåò ÿâëÿòüñÿ êîíå÷íîìåðíûì ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì). Îáîçíà÷èì

	T �-àëãåáðó ñîáûòèé, ïîðîæäåííóþ âåëè÷èíàìè x s( ) ïðè s T
 , T a�[ ; ]0 .

Åñëè � — íåêîòîðàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, èçìåðèìàÿ îòíîñèòåëüíî �-àëãåá-

ðû 	T (òàêèå âåëè÷èíû åñòåñòâåííî íàçûâàòü ôóíêöèîíàëàìè îò ñëó÷àéíîãî

ïðîöåññà x t( )), òî íàèëó÷øåé â ñìûñëå ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî îòêëîíåíèÿ îöåí-

êîé âåëè÷èíû � îòíîñèòåëüíî �-àëãåáðû �� 	T íàçûâàåòñÿ�-èçìåðèìàÿ âåëè-

÷èíà ~�, äëÿ êîòîðîé âûðàæåíèå M ( ~ )� �� 2 ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå.

Â ñëó÷àå, êîãäà M� 2 � � , ýòà íàèëó÷øàÿ îöåíêà ~� ñóùåñòâóåò [1] è âû÷èñëÿåòñÿ

ïî ôîðìóëå
~ ( )� � �� 	M . (2)

Ïðè èçó÷åíèè çàäà÷ ýêñòðàïîëÿöèè è ôèëüòðàöèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ïðè

èõ îáùåé ïîñòàíîâêå â êà÷åñòâå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû � ðàññìàòðèâàþòñÿ âåëè÷è-

íû âèäà � � h x t( ( )) , à â êà÷åñòâå �-àëãåáð� — �-àëãåáðû 	
T
g , ïîðîæäåííûå çíà-

÷åíèÿìè g x s( ( )) , s T
 , ïðè ýòîì h( ) è g( ) ÿâëÿþòñÿ íåêîòîðûìè ôóíêöèÿìè,

îïðåäåëåííûìè â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H .

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 1. Ïóñòü çàäàíû äâà ñëó÷àéíûõ ïðîöåññà: x t( ) è �( )t , îïðåäåëåííûå

íà îòðåçêå [ ; ]0 a è ïðèíèìàþùèå ñâîè çíà÷åíèÿ èç ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H ,

è ïóñòü �x è �� — ìåðû, ïîðîæäåííûå ñîîòâåòñòâåííî ñëó÷àéíûìè ïðîöåññàìè

x t( ) è �( )t â ïðîñòðàíñòâå H . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìåðû �x è �� ýêâèâàëåíòíû

( ~ )� ��x èëè â õóäøåì ñëó÷àå ìåðà �x àáñîëþòíî íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî
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( ) ( ) �  — ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïëîòíîñòü Ðàäîíà–

Íèêîäèìà.
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( ( ))h x t ôóíêöèîíàëà h x t( ( )) â ñìûñëå îïðåäå-

ëåíèÿ (2) èìååò âèä

~
( ( ))h x t � 	 � M h x t x t

T
g{ }( ( ))) / ( ( ), )	 . (4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ôóíêöèÿ n ïåðåìåííûõ 
 n nH y y� � �( )1 � ÿâëÿåòñÿ

	
T
g -èçìåðèìîé ôóíêöèåé, à t1, t2 , …, tn�[ ; ]0 a — íåêîòîðûå ôèêñèðîâàííûå òî÷-

êè èç èíòåðâàëà [ ; ]0 a . Èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå ñâîéñòâà óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêî-
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ãî îæèäàíèÿ, à òàêæå çàìåíó ïåðåìåííûõ ïîä çíàêîì èíòåãðàëà, èìååì ñëåäóþ-

ùóþ öåïî÷êó ðàâåíñòâ:
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Ïîñêîëüêó ëþáóþ 	
T
g -èçìåðèìóþ ôóíêöèþ 
 ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü

ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èçìåðèìûõ è îãðàíè÷åííûõ 	
T
g -èçìåðèìûõ

ôóíêöèé 
 n nH y y� � �( )1 � , ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â âûðàæåíèè (5) ïðè 
 
n �
äëÿ ëþáîé 	

T
g -èçìåðèìîé ôóíêöèè 
, ïîëó÷àåì

Mh x t M x t Mh x t
~

( ( )) ( , ) ( ( ))
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Âûðàæåíèå (6) äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå ëåììû 1, ò.å. ñïðàâåäëèâîñòü ôîðìóëû (4).

Êàê èçâåñòíî èç òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, íå ñóùåñòâóåò îáùèõ ìåòîäîâ

äëÿ âû÷èñëåíèÿ óñëîâíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé, ïîýòîìó ôîðìóëà (4) ïîêà-

çûâàåò, ÷òî èñêîìàÿ îïòèìàëüíàÿ îöåíêà äëÿ ôóíêöèîíàëà h x t( ( )) èìååò òàêîå

àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå, íî òîëüêî ìåòîäîâ äëÿ åå âû÷èñëåíèÿ â îáùåì ñëó÷àå

íå äàåò. Òåì íå ìåíåå åñòü îäèí ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà óäàåòñÿ óñëîâíîå ìàòåìà-

òè÷åñêîå îæèäàíèå â ôîðìóëå (4) ñâåñòè ê âû÷èñëåíèþ áåçóñëîâíîãî ìàòåìàòè-

÷åñêîãî îæèäàíèÿ ïî çàäàííîìó ãàóññîâñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ. Òàêîé ïîäõîä

âîçìîæåí òîëüêî, êîãäà ñëó÷àéíûé ïðîöåññ �( )t è ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ g t( ( ))�

èìåþò ñîâìåñòíîå ãàóññîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå, ò.å. ñëó÷àéíûé ïðîöåññ �( )t — ãà-

óññîâñêèé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, à ôóíêöèîíàë g( ) — ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ â ïðî-

ñòðàíñòâå H . Òîãäà �-àëãåáðà 	
T
g * ñîâïàäàåò ñ �-àëãåáðîé, ïîðîæäåííîé çíà÷åíè-

ÿìè �( )s , s T
 , êîòîðóþ â äàëüíåéøåì áóäåì îáîçíà÷àòü 	T
* .

Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû èç òåîðèè ëèíåéíûõ îöåíîê ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ

(ñì., íàïðèìåð, [2]), ëþáîé ãàóññîâñêèé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ �( )t , îïðåäåëåííûé

íà îòðåçêå [ ; ]0 a , ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

�( )t � �l t tT T
* ( ) ( )� , t T, �[ ; ]0 a , (7)

ãäå

l tT
* ( ) � l t M tT T

* *( , ( )) ( ) /� � � 	{ } (8)

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé îïòèìàëüíîé îöåíêîé ãàóññîâñêîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà

�( )t íà îòðåçêå [ ; ]0 a , �( )t �H , à �T t( ) — ãàóññîâñêèé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ

ñî çíà÷åíèÿìè èç ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H , íå çàâèñÿùèé îò �-àëãåáðû 	T
* ,

èíà÷å åãî íàçûâàþò «ãàóññîâñêîé äîáàâêîé» â âûðàæåíèè (7).

Åñëè ïîñòàâëåíà çàäà÷à î íàõîæäåíèè îïòèìàëüíîé îöåíêè íåêîòîðîãî

ôóíêöèîíàëà h x t( ( )) îò ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà x t( )�H , åñòåñòâåííî, âåäåòñÿ íà-

áëþäåíèå çà êàêîé-òî åå òðàåêòîðèåé èëè åå ÷àñòüþ â êàêîì-òî ïðîìåæóòêå âðå-
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ìåíè t íà îòðåçêå [ ; ]0 a . Ïîýòîìó â ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ ïîñëå âû÷èñëåíèÿ

ëèíåéíûõ îöåíîê íåîáõîäèìî ïîäñòàâèòü íàáëþäàåìûå çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîãî

ïðîöåññà x t( )�H . Èíûìè ñëîâàìè, âû÷èñëèâ ëèíåéíóþ îöåíêó l tT
* ( , ( ))�  ãàóñ-

ñîâñêîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà �( )t �H , â åãî âûðàæåíèå ïîäñòàâèì íàáëþäàå-

ìóþ ÷àñòü ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà x t( ) â ïðåäåëàõ åãî íàáëþäåíèÿ âî âðåìÿ

t a�[ ; ]0 , òàê êàê ãàóññîâñêèé ïðîöåññ �( )t íå íàáëþäàåòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå
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Òîãäà â ôîðìóëå îïòèìàëüíîé îöåíêè ôóíêöèîíàëà h x t( ( )) (4) óñëîâíîå ìàòå-

ìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñ ó÷åòîì âûðàæåíèé (3), (7)–(9) ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ

áåçóñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, ïðè ýòîì ïîëó÷èì

~
( ( ))

( ( )) ( ( )) /

( ( ))

( ) *

( )

h x t
M h t t T

g

T
x

�
  	


 �

�

�

� � �

� �

{ }

( )

�

�
�   � 

 �

M h u t t uT t T

T u t lT

( )

( )

( ( ) ( )) ( ( ) ( ))

( ( ))

� � � �

� �

{ }

( )

( ) ( )

( ) ( )

t

u l

x
T � 

 � �

, (10)

ãäå âåëè÷èíû u t( ) , u( ) — ïàðàìåòðû, âìåñòî êîòîðûõ â êîíå÷íîì ðåçóëüòàòå

âû÷èñëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ïîäñòàâëÿþòñÿ èçâåñòíûå âûðàæåíèÿ

l tT ( ) è lT ( ) , à M ( )� — ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, âû÷èñëåííîå ïî ðàñïðåäå-

ëåíèÿì ãàóññîâñêîãî ïðîöåññà �( )t .

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H îïðåäåëåíû íåêîòîðûå

èçìåðèìûå ôóíêöèè h( ) è g( ) , ïðè ýòîì h( ) — ïðîèçâîëüíàÿ íåëèíåéíàÿ èçìå-

ðèìàÿ ôóíêöèÿ, à g( ) — ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ. Èç äâóõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ: x t( ) è

�( )t , ïðèíèìàþùèõ ñâîè çíà÷åíèÿ èç H , ïðîöåññ �( )t ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâñêèì, èìå-

þùèì ñîâìåñòíîå ãàóññîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñî ñëó÷àéíîé ôóíêöèåé g t( ( ))� .

Êðîìå òîãî, ïóñòü ìåðû �x è �� , ïîðîæäåííûå ñîîòâåòñòâåííî ñëó÷àéíûìè ïðî-

öåññàìè x t( ) è �( )t â ïðîñòðàíñòâå H , ýêâèâàëåíòíû (�x~�� ) èëè â êðàéíåì ñëó-

÷àå �x àáñîëþòíî íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî �� (�x �� �� ) è ñîîòâåòñòâóþùàÿ

ïëîòíîñòü Ðàäîíà–Íèêîäèìà
d

d
z zx

a
�

�
�

�

( ) ( )� ñóùåñòâóåò è èìååò ÿâíîå âûðàæå-

íèå. Òîãäà ïðè ñîáëþäåíèè óñëîâèé ëåììû 1 ñ ó÷åòîì ñâîéñòâ (7) è (8) äëÿ ïðåä-

ñòàâëåíèÿ ëþáîãî ãàóññîâñêîãî ïðîöåññà îïòèìàëüíàÿ îöåíêà
~

( ( ))h x t ôóíêöèî-

íàëà h x t( ( )) îò ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà x t( ) ïî åãî íàáëþäåíèÿì, îïðåäåëåííàÿ

â âèäå óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ïî ôîðìóëàì (3) è (4), ñâîäèòñÿ

ê âû÷èñëåíèþ áåçóñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ îò ÿâíûõ âûðàæåíèé è

èìååò âèä (10).

Ôîðìóëà (10) ÿâëÿåòñÿ îáùåé ôîðìóëîé â òîì ñìûñëå, ÷òî îíà äàåò îòâåòû

äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïòèìàëüíûõ îöåíîê
~

( ( ))h x t äëÿ ôóíêöèîíàëà h x t( ( )) â ïîñòàâ-

ëåííûõ çàäà÷àõ îïòèìàëüíîé ýêñòðàïîëÿöèè, îïòèìàëüíîé ôèëüòðàöèè è îïòè-

ìàëüíîé èíòåðïîëÿöèè. Íàïðèìåð, åñëè â ôîðìóëå (10) äîïóñòèòü t T� , òî
~

( ( ))h x t ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ïðîãíîçîì (ýêñòðàïîëÿöèåé) ôóíêöèîíàëà h x t( ( )) ;
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åñëè t T� (â ýòîì ñëó÷àå òî÷êè t è T ñîâïàäàþò è ñêîëüçÿò ïî âñåìó èíòåðâàëó

[ ; ]0 a ), òî â ôîðìóëå (10)
~

( ( ))h x t ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé ôèëüòðàöèåé ôóíêöèîíà-

ëà h x t( ( )) , à ïðè t T� â ôîðìóëå (10) âûðàæåíèå
~

( ( ))h x t äàåò îïòèìàëüíóþ

îöåíêó â çàäà÷å èíòåðïîëÿöèè ôóíêöèîíàëà h x t( ( )) .

Äàëåå ðåçóëüòàòû òåîðåìû 1 ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà èç ïàðû ïðîöåñ-

ñîâ: y t( ) è x t( ) , ïåðâûé íåãàóññîâñêèé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ y t( ) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíè-

åì íåëèíåéíîãî ýâîëþöèîííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â ãèëüáåðòîâîì

ïðîñòðàíñòâå H ñ ãàóññîâñêèì âîçìóùåíèåì â ïðàâîé ÷àñòè, à âòîðîé ñëó÷àéíûé

ïðîöåññ x t( ) ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâñêèì, ò.å. ðåøåíèåì ýòîãî æå äèôôåðåíöèàëüíîãî

óðàâíåíèÿ ñ ãàóññîâñêèì âîçìóùåíèåì, íî áåç íåëèíåéíîãî ñëàãàåìîãî.

Òàêèì îáðàçîì, â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H ðàññìîòðèì òåïåðü ñèñòåìó

èç äâóõ ýâîëþöèîííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé: íåëèíåéíîãî

dy t

dt
A t y t A t y t f t y t t

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( , ( )) ( )� � �  �1 � � ,

0 
 
t a, y( ) ( )0 0 0� �� ( )mod P , (11)

è ëèíåéíîãî ê íåìó

dx t

dt
A t x t A t x t t

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � �1 � ,

0 
 
t a , x( ) ( )0 0 0� �� ( )mod P , (12)

ãäå � — ïàðàìåòð, à ëèíåéíûå îïåðàòîðû A t( ) , A t1 ( ) , íåëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ

f t x( , ) è ñëó÷àéíûé ïðîöåññ �( )t óäîâëåòâîðÿþò ïðèâåäåííûì äàëåå óñëîâèÿì.

1. Îïåðàòîðû A t( ) è A t1 ( ) ÿâëÿþòñÿ ñåìåéñòâîì ëèíåéíûõ, âîîáùå ãîâîðÿ,

íåîãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ ñ ïëîòíîé, íåçàâèñèìîé îò t îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ

D A H( ) � , è îäíîâðåìåííî îíè ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîäÿùèìè îïåðàòîðàìè ýâîëþöè-

îííûõ ñåìåéñòâ U t s( , ) è U t s1 ( , ) îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ ïðè 0 
 
t s a, , äåé-

ñòâóþùèõ â H , ñèëüíî íåïðåðûâíî çàâèñÿùèõ îò t è s, ïðè÷åì

U t s U t s A s1 1( , ) ( , ) ( )� , è äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

| ( , )|U t s dtds

aa
2

00

�� � � , | ( , )|U t s dtds

aa

1
2

00

�� � �.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû U è U1,

äåéñòâóþùèå â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå L2 , ÿâëÿþòñÿ îïåðàòîðàìè Ãèëüáåð-

òà–Øìèäòà è, êðîìå òîãî, ÷èñëî �1íå ïðèíàäëåæèò ñïåêòðó îïåðàòîðàU t s1 ( , ) .

2. Íåëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ f t y t( , ( )) , îïðåäåëåííàÿ íà [ ; ]0 a H� , ïðèíèìàåò

ñâîè çíà÷åíèÿ èç H , èíòåãðèðóåìà ñî ñâîèì êâàäðàòîì ïî íîðìå H äëÿ âñåõ

y t H( ) � è äèôôåðåíöèðóåìà ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé y , ïðè ýòîì ïðî-

èçâîäíàÿ �f t y ty ( , ( )) äëÿ âñåõ t a�[ ; ]0 ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì Ãèëüáåðòà–Øìèäòà,

äåéñòâóþùèì â H .

3. Ãàóññîâñêèé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ �( )t îïðåäåëåí íà îòðåçêå [ ; ]0 a ñî çíà÷å-

íèÿìè èç ïðîñòðàíñòâà H , ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì M t�( ) � 0 è

ñ êîððåëÿöèîííîé îïåðàòîðíîé ôóíêöèåé R t s
�
2 ( , ), 0 
 
t s a, , óäîâëåòâîðÿþùåé

óñëîâèþ

| ( , )|R t s dtds

aa

�
2 2

00

�� � � .

ISSN 1019-5262. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2018, òîì 54, ¹ 5 83



Èíà÷å ãîâîðÿ, îïåðàòîðíàÿ ôóíêöèÿ R t s
�
2 ( , ) êàê èíòåãðàëüíîå ÿäðî,

äåéñòâóþùàÿ â H ïðè êàæäîì t, s�[ ; ]0 a , ïîðîæäàåò â ïðîñòðàíñòâå L2 îïåðàòîð

Ãèëüáåðòà–Øìèäòà R
�
2 .

Ïîñêîëüêó äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (12) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì, à åãî

ïðàâàÿ ÷àñòü �( )t — ãàóññîâñêèì ïðîöåññîì, åñòåñòâåííî, è åãî ðåøåíèå x t( )

òàêæå ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâñêèì ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäà-

íèåì, ðàâíûì íóëþ.

Â ïðîñòðàíñòâå L2 ââåäåì îáîçíà÷åíèå B I U U1 1
1� � �( ) .

Ñîãëàñíî óñëîâèþ 1 ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð B1 ñóùåñòâóåò è îãðàíè÷åí, òàê

êàê îáðàòíûé îïåðàòîð ( )I U� �
1

1 ñóùåñòâóåò, îãðàíè÷åí, íåïðåðûâåí è îïðåäå-

ëåí âî âñåì ïðîñòðàíñòâå L2 . Êðîìå òîãî, îïåðàòîð B1 ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì

Ãèëüáåðòà–Øìèäòà. Åñëè îáîçíà÷èì B1
* îïåðàòîð, ñîïðÿæåííûé ê îïåðàòîðó B1

(â äàëüíåéøåì * îáîçíà÷àåò ñèìâîë ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà), òî ìîæíî ïîêà-

çàòü, ÷òî êîððåëÿöèîííûé îïåðàòîð ãàóññîâñêîãî ýëåìåíòà x L� 2 âû÷èñëÿåòñÿ

R B R Bx
2

1
2

1�
�

* , îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî êîððåëÿöèîííàÿ îïåðàòîðíàÿ ôóíêöèÿ

R t sx
2 ( , ) , t, s a�[ ; ]0 , äåéñòâóþùàÿ â ïðîñòðàíñòâå H , îïðåäåëÿåòñÿ èç

ñîîòíîøåíèÿ èçâåñòíûõ âåëè÷èí ñëåäóþùèì îáðàçîì:

R t sx
2 ( , ) � �� B t u R u B s dud1 1( , ) ( , ) ( , )*

�   ,

ãäå îïåðàòîðíàÿ ôóíêöèÿ B s1
* ( , ) ÿâëÿåòñÿ ñîïðÿæåííîé îïåðàòîðíîé ôóíêöè-

åé ê îïåðàòîðíîé ôóíêöèè B s1 ( , ) â ïðîñòðàíñòâå H .

Îáîçíà÷èì { }� k t( ) è { }� k ñîîòâåòñòâåííî ñîáñòâåííûå ôóíêöèè è ñîáñòâåí-

íûå ÷èñëà êîððåëÿöèîííîé îïåðàòîðíîé ôóíêöèè R t sx
2 ( , ) è ââåäåì íîâóþ ñèñòå-

ìó îðòîíîðìèðîâàííûõ ôóíêöèé { }� k t( ) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

�
�

�k
k

kt t( ) ( )�
1

,

à òàêæå îáîçíà÷èì � y è �x ìåðû, ïîðîæäåííûå ñîîòâåòñòâåííî ðåøåíèÿìè

y t( ) è x t( ) äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (11) è (12) â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàí-

ñòâå H .

Â ðàáîòàõ [3–8] ïîêàçàíî, ÷òî ìåæäó ñëó÷àéíûìè ïðîöåññàìè y t( ) è x t( ) ñó-

ùåñòâóåò àíàëèòè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü, êîòîðàÿ âûðàæàåòñÿ â âèäå íåëèíåéíûõ

îòîáðàæåíèé

Sy t y t R t s g s y s ds x tx

a

( ): ( ) ( , ) ( , ( )) ( )� ���

0

, (13)

Tx t x t R t s g s x s ds y tx

a

( ): ( ) ( , )~ ( , ( )) ( )� ���

0

, (14)

à òàêæå îòìå÷åíî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè íåêîòîðûõ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé, êðî-

ìå ïåðå÷èñëåííûõ ðàíåå, íåëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ S è T âçàèìíî-îäíîçíà÷íû,

îáðàòèìû è ãîëîìîðôíû, S T� �1, à ôóíêöèè g x( , ) è ~( , )g x ñóùåñòâóþò, âçà-

èìîñâÿçàíû:
~( , )g x � � g Tx( , ) , (15)
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è îïðåäåëÿþòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ

( ( , )) ( , ) ( , ( )) ( , ) ( ,I U t s U s u f u y u dsdu R t s g s

aa

x� ���� 1
1

00

y s ds

a

( ))

0

� .

Â ðàáîòàõ [3, 4, 7–9] îïðåäåëåíû óñëîâèÿ, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ äîêàçû-

âàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèé y t( ) è x t( ) äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé (11) è (12), ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèé ~( , )g x è g x( , ) , à òàêæå ñòðîÿòñÿ

èõ ÿâíûé âèä ÷åðåç èçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû ðàññìàòðèâàåìûõ óðàâíåíèé è âè-

íåðîâñêèé ïðîöåññ ïî êîððåëÿöèîííîé îïåðàòîðíîé ôóíêöèè R t sx
2 ( , ) è ïî ãàóñ-

ñîâñêîìó ñëó÷àéíîìó ïðîöåññó x t( ) èç ñîîòíîøåíèÿ

x t R t s dw sx

a

( ) ( , ) ( )� �
0

.

Ïî ýòîìó âèíåðîâñêîìó ïðîöåññó w t( ), êàê ïî âèíåðîâñêîé ìåðå, ñïîñîáîì,

àíîëîãè÷íûì [7], ñòðîÿòñÿ ðàñøèðåííûå ñòîõàñòè÷åñêèå èíòåãðàëû äëÿ ôóíê-

öèé g x( , ) è ~( , )g x :

g t x t dw t

a

( , ( )), ( )

0

� è ~( , ( )), ( )g t x t dw t

a

0

� ,

äîêàçûâàåòñÿ èõ ñõîäèìîñòü è âûâîäèòñÿ èõ ÿâíîå âûðàæåíèå â êîýôôèöèåí-

òàõ ðàññìàòðèâàåìûõ óðàâíåíèé, à òàêæå äîêàçûâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ìåð

� y , �x è â ÿâíîì âèäå âûïèñûâàþòñÿ ïëîòíîñòè Ðàäîíà–Íèêîäèìà
d

d
z z

y

x
a

�

�
�( ) ( )� è

d

d
z zx

y
a

�

�
�( ) ~ ( )� , à èìåííî

� �
�

a z D z g t z dw t g t z( )
~

( )exp ~( , ( )), ( ) || ~ ( , ( )) ||� �  � 
2

2

2

00

dt

aa

��
�
�
�

��

�
�
�

��
, (16)

~ ( ) ( )exp ( , ( )), ( ) || ( , ( )) ||� �
�

a z D z g t z dw t g t z d� �  � 
2

2

2
t

aa

00

��
�
�
�

��

�
�
�

��
, (17)

ãäå D z( ) è
~

( )D z — îïðåäåëèòåëè ïðåîáðàçîâàíèé (13) è (14) ñîîòâåòñòâåííî.

Îíè âû÷èñëÿþòñÿ â ÿâíîì âèäå ÷åðåç ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå ôóíê-

öèè íåêîòîðûõ èçâåñòíûõ ñèììåòðè÷íûõ îïåðàòîðîâ (ñì. [7, 8]). Â ÷àñòíîì

ñëó÷àå, êîãäà èçâåñòíî, ÷òî ñóùåñòâóåò ñèëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ � b t zz ( , ( )) ïî ïå-

ðåìåííîé z îò ôóíêöèè b t z( , ( )) è, êðîìå òîãî,

Spb t z z Lz

a

�  � �  �� ( , ( )) , ( )

0

2 , (18)

ãäå ôóíêöèÿ b t z( , ( )) îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ:

b t z B t s f s y s ds

a

( , ( )) ( , ) ( , ( )) � � 1

0

, (19)

âûðàæåíèÿ
~

( )D z è D z( ) íà îñíîâàíèè èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ (ñì. [5, 6]) ëåãêî

âû÷èñëÿþòñÿ â çàìêíóòîé ôîðìå
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~
( ) exp ( , ( ))D z Spb t z dtz

a

� � � 
�
�
�

��

�
�
�

��
�

�

2
0

,

D z Spb t z dtz

a

( ) exp ( , ( ))� � 
�
�
�

��

�
�
�

��
�

�

2
0

.

Ïëîòíîñòè Ðàäîíà–Íèêîäèìà � a z( ) (16) è ~ ( )� a z (17) ëåãêî çàïèñûâàþòñÿ

â òåðìèíàõ êîýôôèöèåíòîâ çàäàííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (11) è

(12), ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé êîððåëÿöèîííîé îïåðàòîðíîé

ôóíêöèè R t sx ( , ): { }� k , { ( )}� k t è �
�

�k
k

kt t( ) ( )�
�
�
�

�
�
�

1
â âèäå

�
�

a z

a

z Spb t z dt( ) exp ( , ( ))� � �  �
�
�
�

��
�2
0

�  �
�

�
�
�

��
�

� � �( ( , ( )), ( ))( ( ), ( ))b t z t z s s dtdsk k

aa

k 001

�

� (20)
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!
��� (

~
( , , ( )) ( , ) ( ), ( ))K s t z R t s dtd dsx k k

aaa
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2
( ( , ( )), ( ))b t z t dtk

a

k

è àíàëîãè÷íî, ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå (15), èìååì

~ ( ) exp ( , ( ))�
�

a z

a

z Spb t z dt� �  �
�
�
�

��
�2
0

�  �
�

�
�
�

��
�

� � �( ( , ( )), ( ))( ( ), ( ))b t z t z s s dtdsk k

aa

k 001

�

� (21)
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!
"��� ( ( , , ( )) ( , ) ( ), ( ))K s t z R t s dtd dsx k k

aaa

 �  � 

000 "
�

� 
#
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%
%

&

'

(
(

�

�
�

�
�

��
�

��
�

2

01

2

2
( ( , ( )), ( )) ,b t z t dtk

a

k

ãäå ôóíêöèè K s t z( , , ) è
~

( , , )K s t z ÿâëÿþòñÿ ÿäðàìè èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ

�g s zz ( , ) è ~ ( , )�g s zz ñîîòâåòñòâåííî è îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèÿ, ïðè âûïîëíåíèè

êîòîðûõ îíè ñóùåñòâóþò è ÿâíî âû÷èñëÿþòñÿ, à ðÿäû, ïðèâåäåííûå â ôîðìó-

ëàõ (20) è (21), ñõîäÿòñÿ ïî ãàóññîâñêîé ìåðå �x .

Ñëåäîâàòåëüíî, ðàññìàòðèâàÿ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H ýâîëþöèîííîå

íåëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (11) è ëèíåàðèçîâàííîå ê íåìó óðàâ-

íåíèå âèäà (12), ïðèìåíÿÿ ê íèì óñëîâèÿ òåîðåìû 3.2.1 èç [7], ïðèõîäèì ê âûâî-

äó, ÷òî, âî-ïåðâûõ, ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 âñåãäà ñóùåñòâóþò ðå-
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øåíèÿ y t( ) è x t( ) óðàâíåíèé (11) è (12), è âî-âòîðûõ, ìåðû � y è �x , ïîðîæäåí-

íûå ýòèìè ðåøåíèÿìè, ýêâèâàëåíòíû, ñîîòâåòñòâóþò ïëîòíîñòÿì Ðàäîíà–

Íèêîäèìà � a z( ( )) è ~ ( ( ))� a z  , âû÷èñëÿþòñÿ â ÿâíîì âèäå ñ ïîìîùüþ ôîð-

ìóë (20) è (21) ñîîòâåòñòâåííî. Ïîýòîìó â çàäà÷å î âû÷èñëåíèè îïòèìàëüíûõ

îöåíîê
~

( )h y ôóíêöèîíàëà h y( ) ïðè ðåøåíèè y t( ) íåëèíåéíîãî ýâîëþöèîííîãî

äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (11) ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîëó÷åííîé â íàñòîÿùåé

ðàáîòå ôîðìóëû (10) íåîáõîäèìî, ÷òîáû â íåé â êà÷åñòâå ïëîòíîñòè � a z( ( ))
ïîäñòàâëÿëîñü åå çíà÷åíèå, âû÷èñëåííîå ïî ôîðìóëå (20), à â êà÷åñòâå ïëîòíîñòè
~ ( ( ))� a z  — åå çíà÷åíèå ïî ôîðìóëå (21).

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (11) è (12). Êàê

óæå îòìå÷àëîñü, ìåæäó èõ ðåøåíèÿìè y t( ) è x t( ) (ïîñëåäíåå ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâ-

ñêèì ïðîöåññîì ñî çíà÷åíèÿìè èç H) ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ ñóùåñòâóåò èõ çà-

âèñèìîñòü â âèäå ïðÿìîãî è îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèé S è T S� �1, ò.å. ñîîòíî-

øåíèé (13) è (14), è êðîìå òîãî, ìåðû � y è �x , ïîðîæäåííûå èìè, ýêâèâàëåíòíû

è èõ ïëîòíîñòè Ðàäîíà–Íèêîäèìà � a z( ) è ~ ( )� a z îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî

ïî ôîðìóëàì (20) è (21). Åñëè x t( ) — ãàóññîâñêèé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ è ïðåäïî-

ëîæèòü, ÷òî îí íàáëþäàåòñÿ äî ìîìåíòà T , òî åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþ-

ùåì âèäå: x t l t tT T( ) ( ) ( )*� � � , t a�[ ; ]0 , ãäå l t l t x M x tT T T
* * *( ) ( , ( )) ( ) /�  � 	{ } ,

	T
* — �-àëãåáðà ñîáûòèé, ïîðîæäåííûõ çíà÷åíèÿìè x s( ) ïðè s T
 , à �T t( ) — ãà-

óññîâñêèé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, íå çàâèñÿùèé îò �-àëãåáðû 	T
* , t a�[ ; ]0 . Â ñâÿçè

ñ òåì, ÷òî íàáëþäàåòñÿ íå ãàóññîâñêèé ïðîöåññ, à ðåøåíèå y t( ) äèôôåðåíöèàëü-

íîãî óðàâíåíèÿ (11), ââåäåì îáîçíà÷åíèå

l tT ( ) � l t xT
x y

*

( ) ( )
( , ( ))

 � 
.

Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî íà îòðåçêå [ ; ]0 a íàáëþäàåòñÿ ðåøåíèå

y t( ) äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (11) äî ìîìåíòà T , t T a, [ ; ]� 0 , è âûïîëíÿ-

þòñÿ âñå óñëîâèÿ ëåììû 1, òåîðåìû 1 íàñòîÿùåé ðàáîòû, òåîðåìû 3.2.2 èç ðàáîò

[3, 7, 8], à òàêæå ðàíåå ïðèâåäåííûå óñëîâèÿ, òî îïòèìàëüíàÿ îöåíêà
~

( ( ))h y t

ôóíêöèîíàëà h y t( ( )) îò ðåøåíèÿ y t( ) óðàâíåíèÿ (11) ñ ó÷åòîì âû÷èñëåííîé ïëîò-

íîñòè Ðàäîíà–Íèêîäèìà ~ ( )� a z ïî ôîðìóëå (21) íà îñíîâàíèè ôîðìóëû (10) ïðè-

ìåò îêîí÷àòåëüíûé çàìêíóòûé âèä

~
( ( ))h y t � � � �  �  �

�
�M h u t t Spb t u dtT x T

a
( ) ( ( ) ( ))exp ( , ( ) ( ))� �

�
�

2
0

�
�

��

#
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%
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k
���

�

�
�
��

�

01

(22)
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Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àé, êîãäà â äèôôåðåíöèàëüíîì óðàâíå-

íèè (11) êîýôôèöèåíò � — ìàëûé ïàðàìåòð, ò.å óðàâíåíèå (11) ñîäåðæèò ìàëóþ

íåëèíåéíîñòü â êà÷åñòâå ñëàãàåìîãî. Òîãäà ïðàâóþ ÷àñòü ôîðìóëû (22) ìîæíî

ðàçëîæèòü ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåòðà � . Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåì ôîðìóëó

Ìàêëîðåíà äëÿ ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè e
x x

o xx � � � �1
1 2

2
2

! !
( ) , à òàêæå îòìåòèì,

÷òî { }� k è { ( )}� k t ÿâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è ñîá-

ñòâåííûõ ôóíêöèé êîððåëÿöèîííîé îïåðàòîðíîé ôóíêöèè R t sx ( , ) ñîîòâåòñòâåí-

íî. Äàëåå, äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê ïî ôîðìó-

ëå (22) öåëåñîîáðàçíåå òî÷êó t óâÿçàòü ñ òî÷êîé T , t T a, [ ; ]� 0 , íàïðèìåð â âèäå

t T� � 	, îòêóäà áóäåò ÿñíî, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ÷èñëà 	 ïîñòàâëåíà òà èëè èíàÿ

îïòèìàëüíàÿ çàäà÷à â äàííîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè 	 � 0 ,

à ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (11) íàáëþäàåòñÿ äî ìîìåíòà T , òî èìååì çàäà÷ó îïòèìàëü-

íîãî ïðîãíîçà äëÿ ôóíêöèîíàëà h y t( ( )) , åñëè 	 � 0, — òî çàäà÷ó îïòèìàëüíîé

ôèëüòðàöèè ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì ïîäáîðå ôóíêöèè h( ) è, íàêîíåö, ïðè 	� 0

â ôîðìóëå (22) èìååì îïòèìàëüíóþ îöåíêó â çàäà÷å èíòåðïîëÿöèè. Òàêèì îáðà-

çîì, ôîðìóëó (22) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê óíèâåðñàëüíûé àëãîðèòì äëÿ

âû÷èñëåíèÿ îïòèìàëüíûõ îöåíîê äëÿ âñåõ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ â èõ

êîíêðåòíûõ ïîñòàíîâêàõ: ôèëüòðàöèè, ýêñòðàïîëÿöèè è èíòåðïîëÿöèè.

Â ôîðìóëå ðàçëîæåíèÿ e
x x

o xx � � � �1
1 2

2
2

! !
( ) ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïåðåìåííàÿ
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Òîãäà x D D� �� �2
2

3 . Ñëåäîâàòåëüíî, x D D D2
2

2
3

2 2
2
2� � � �( )� � �

2 3
2 3� D D � � �� 4

3D � �2
2
2 2D o� ( ).

Äàëåå îáîçíà÷èì

A M h u T TT
u lT

1 � � � �
 � 

( )

( ) ( )
( ( ( ) ( )))� 	 � 	 , (23)

A2 �
(24)

� � � �    � �M h u T T D u u T TT T T
( ) ( ( ( ) ( )) ( ( ), ( ), ( ), (� 	 � 	 � 	 �2 	

	 	
)))

( ) ( )
( ) ( )

u T l T
u l

T
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 � 

,

A M h u T T D uT T3 3� � � �    �( ) ( ( ( ) ( )) ( ( ( ), ( ))� 	 � 	 � (25)

�   � �
 � 

� �

D u u T TT T
u l

u T l
T

2
2 ( ( ), ( ), ( ), ( )))
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( )

� 	 � 	

	 T T( )� 	

.

Òîãäà ÷èñëèòåëü ôîðìóëû (22) â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ìîæíî ðàçëîæèòü ïî ñòå-

ïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåòðà � :

M h u T T Spb t uT x T

T
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u l
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	 	 � � �1 2
2

3
2

,

ãäå êîýôôèöèåíòû A1, A2 è A3 ýôôåêòèâíî âû÷èñëÿþòñÿ èç ôîðìóë (23)–(25).

Àíàëîãè÷íî ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ ðàçëîæåíèå çíàìåíàòåëÿ ôîðìóëû (22) ïî ñòå-

ïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåòðà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè â ôîðìóëå (20) ïëîòíîñòè Ðàäî-

íà–Íèêîäèìà ïîëîæèòü a T� , z x( ) ( ) �  , à ïîêàçàòåëü ñòåïåíè â ýêñïîíåíòå îáî-

çíà÷èòü x, òî, êàê è ðàíåå, ïîëó÷èì

x Spb t x dtx

T
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Îáîçíà÷èì òåïåðü, êàê è ðàíåå,

G x Spb t x dt

T

x2

0

1

2
( ( )) ( , ( )) � � �  �� ( ( , ( )), ( ))( ( ), ( ))b t x t x s dtdsk k

TT

k

  ����
�

�
� �

001

� ���
�

(
~

( , , ( )) ( , ) ( ), ( ))K s t x R t s dtdsdx k k

TTT

k

 �  � 

0001

�

� ,

G x3 ( ( )) � � 
#

$

%
%

&

'

(
(��

�

�1

2
0

2

1

( ( , ( )), ( ))b t x t dtk

T

k

� .

Òîãäà

x G x G x G x G x G x2
2 3

2 2
2
2 3

2 32( ( ( )) ( ( ))) ( ( )) ( ( )) ( �  �  � � � ( )) ( ( )) �  �� 4
3
2G x

�  �� �2
2
2 2G x o( ( )) ( ) .

Ñëåäîâàòåëüíî, ïëîòíîñòü Ðàäîíà–Íèêîäèìà �T x( ( )) â ýòîì ñëó÷àå ðàçëàãà-

åòñÿ â ðÿä ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåòðà � è ïðèíèìàåò âèä:

� � � �T x G x G x G x o( ( )) ( ( )) ( ( ( )) ( ( ))) ( ) � �  �  �  �1 2
2

3 2
2 2 .

Åñëè äàëåå ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

B B y G x
T

x y
T2 2 0 2
0

�  � 
 � 

( ( ) ) ( ( ))
( ) ( )

, (27)

[ ( ( )) ( ( ))] ( ( ) )
( ) . ( )

G x G x B y B
x y

T

T3 2
2

3 0 3

0

 �  �  �
 � 

, (28)

òî ïëîòíîñòü � �T T x y
y x T( ( )) ( ( ))

( ) ( )
 � 

 � 
0

ïðèìåò âèä â ðàçëîæåíèè ïî ñòåïå-

íÿì �

� � � �T y B B o( ( )) ( ) � � � �1 2
2

3
2 . (29)

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëå âñåõ ïðîâåäåííûõ âû÷èñëåíèé ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî
åñëè óðàâíåíèå (11) ñîäåðæèò ìàëóþ íåëèíåéíîñòü, ò.å. � — ìàëûé ïàðàìåòð, òî

îïòèìàëüíóþ îöåíêó
~

( ( ))h y  ôóíêöèîíàëà h y( ( )) ïî íàáëþäàåìûì çíà÷åíèÿì ðå-

øåíèÿ y t( ) óðàâíåíèÿ (11) ìîæíî ðàçëîæèòü ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåòðà � è
ïîýòîìó èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ëåììû 1, òåîðåì 1 è 2 íàñòîÿùåé ðà-
áîòû, à òàêæå ïàðàìåòð � â óðàâíåíèè (11) ÿâëÿåòñÿ ìàëûì, òî îïòèìàëüíàÿ

îöåíêà
~

( ( ))h y  ôóíêöèîíàëà h y( ( )) , îïðåäåëåííàÿ ïî ôîðìóëå (22) è âû÷èñëåí-

íàÿ, íàïðèìåð â òî÷êå t T� � 	, ðàçëàãàåòñÿ ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåòðà � è
ñ ó÷åòîì ôîðìóë (26) è (29) èìååò âèä

~
( ( ))h y T � �	

A A A o

B B o
C C C o1 2

2
3

2

2
2

3
2 1 2

2
3

2

1

� � �

� � �
� � � �

� � �

� � �
� � �

( )

( )
( ) , (30)

ãäå êîýôôèöèåíòû C1, C2 è C3 ëåãêî âû÷èñëÿþòñÿ èç ñëåäóþùåé ñèñòåìû àë-

ãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé:

C A

C C B A

C C B C B A

1 1

2 1 2 2

3 2 2 1 3 3

�
� �
� � �

�
�
�

��

,

,

,

à êîýôôèöèåíòû A1, A2 , A3 , B2 è B3 ýôôåêòèâíî îïðåäåëÿþòñÿ èç ñîîòíîøåíèé
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(23)–(25), (27) è (28) ñîîòâåòñòâåííî, òàê êàê îíè âû÷èñëÿþòñÿ ïî íàáëþäàåìûì

çíà÷åíèÿì ðåøåíèÿ y t( ) äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (12) â èíòåðâàëå [ ; ]0 T

è èçâåñòíûì ëèíåéíûì ãàóññîâñêèì îöåíêàì l yT
T

( ( ) )
0

íà ýòèõ íàáëþäåíèÿõ.

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà (30) îïðåäåëÿåò ðàçëîæåíèå îïòèìàëüíîé îöåíêè
~

( ( ))h y T � 	 ôóíêöèîíàëà h y T( ( ))� 	 ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåòðà �. Â íåêîòî-

ðîì ñìûñëå îíà ÿâëÿåòñÿ îáùåé ôîðìóëîé, ñîäåðæàùåé îïòèìàëüíûå îöåíêè è

â çàäà÷å îïòèìàëüíîé ýêñòðàïîëÿöèè (ïðîãíîçà), è â çàäà÷å ôèëüòðàöèè, è â çàäà-

÷å èíòåðïîëÿöèè êàæäûé ðàç âûáîðîì ôóíêöèîíàëà h( ) è ÷èñëà 	. Òàê, íàïðè-

ìåð, åñëè h y T y T( ( )) ( )� � �	 	 è 	 � 0, òî ôîðìóëà (30) äàåò îïòèìàëüíóþ îöåí-

êó ýêñòðàïîëÿöèè ~( )y T � 	 âåëè÷èíû y T( )� 	 ; åñëè 	� 0 , òî îíà îïðåäåëÿåò

îïòèìàëüíóþ îöåíêó â çàäà÷å èíòåðïîëÿöèè, à ïðè 	 � 0 è ñîîòâåòñòâóþùåì

ïîäáîðå ôóíêöèè h y( ( )) — çàäà÷ó îïòèìàëüíîé ôèëüòðàöèè. Íàïðèìåð, h y( ) —

âåêòîð ñ äâóìÿ êîìïîíåíòàìè ( , )y y1 2 , ïðè÷åì êîìïîíåíòà y1 íàáëþäàåòñÿ äî

ìîìåíòà T , à êîìïîíåíòà y2 — ïî ýòèì íàáëþäåíèÿì îïòèìàëüíî îöåíèâàåòñÿ

�y2 â òî÷êå T � 	. Â ýòîì ñëó÷àå èìååì çàäà÷ó îïòèìàëüíîé ôèëüòðàöèè, à ôîðìó-

ëà (30) îïðåäåëÿåò ýòó îïòèìàëüíóþ îöåíêó ~ ( )y T2 � 	 , è â çàâèñèìîñòè îò çíà÷å-

íèÿ 	 ïîëó÷àåì èç íåå îïòèìàëüíóþ ôèëüòðàöèþ ñ óïðåæäåíèåì (	 � 0), ÷èñòóþ

ôèëüòðàöèþ (	 � 0) è ôèëüòðàöèþ ñ èíòåðïîëèðîâàíèåì (	� 0).

Êðîìå ýòîãî, ôîðìóëà (30) ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè ìàëûõ íåëèíåéíîñòÿõ, ñî-

äåðæàùèõñÿ â óðàâíåíèè (11), îòêëîíåíèå îïòèìàëüíîé îöåíêè â çàäà÷àõ ýêñòðà-

ïîëÿöèè èëè ôèëüòðàöèè, èëè èíòåðïîëÿöèè îò ëèíåéíûõ îöåíîê â àíàëîãè÷íûõ

çàäà÷àõ èìååò òàêîé æå ïîðÿäîê, ÷òî è ïîðÿäîê ñàìîé íåëèíåéíîñòè. Ïîýòîìó

èñïîëüçîâàíèå îïòèìàëüíûõ îöåíîê âìåñòî ëèíåéíûõ ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííûì

óëó÷øåíèÿì ëèíåéíûõ îöåíîê.

Ñëåäîâàòåëüíî, êàê ïîêàçàíî ðàíåå, ôîðìóëû (22) è (30) (ïðè ìàëîé âåëè÷è-

íå ïàðàìåòðà �) èìåþò íàèáîëåå îáùèé õàðàêòåð è ìîãóò ÿâëÿòüñÿ àëãîðèòìîì

âû÷èñëåíèÿ îïòèìàëüíûõ îöåíîê â ïîñòàâëåííûõ êîíêðåòíûõ çàäà÷àõ, ãäå â ÿâ-

íîì âèäå çàäàíû äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ (11) êàê ñ ãëàäêèìè, òàê è ñ íå-

îãðàíè÷åííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ ãàóññîâñêèõ ïðîöåññîâ

ïîñòðîåíû àëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ â ÿâíîì âèäå (èëè â ïðèáëèæåííîì ñ äîïóñòè-

ìîé ïîãðåøíîñòüþ) ñïåêòðà ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (22) èëè (30), ìîæíî âû÷èñëèòü â ÿâíîì âèäå îïòèìàëüíûå

îöåíêè â ïîñòàâëåííûõ çàäà÷àõ ýêñòðàïîëÿöèè, ôèëüòðàöèè èëè èíòåðïîëÿöèè

äëÿ ðåøåíèÿ y t( ) óðàâíåíèÿ (11).
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Àíîòàö³ÿ. Îòðèìàíî çàãàëüí³ ôîðìóëè äëÿ åôåêòèâíîãî îá÷èñëåííÿ îïòè-
ìàëüíèõ îö³íîê äëÿ ôóíêö³îíàë³â â³ä âèïàäêîâèõ ïðîöåñ³â ç³ çíà÷åííÿìè
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îö³íîê çà ñòåïåíÿìè ìàëîãî ïàðàìåòðà, à êîåô³ö³ºíòè ðîçâèíåííÿ çàäàíî
ó âèãëÿä³ àëãîðèòì³â ³ îá÷èñëåíî â ÿâíîìó âèãëÿä³ ÷åðåç â³äîì³ âåëè÷èíè
äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ.
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A.D. Shatashvili, I.Sh. Didmanidze, T.A. Fomina, A.A. Fomin-Shatashvili
OPTIMAL ESTIMATES IN THE PROBLEMS OF EXTRAPOLATION, FILTRATION,
AND INTERPOLATION OF FUNCTIONALS OF RANDOM PROCESSES WITH VALUES
IN A HILBERT SPACE

Abstract. General formulas are obtained for efficient calculation of optimal
estimates for functionals of random processes with values in a Hilbert space. In
a special case where the process under study is a solution of a nonlinear
evolutionary differential equation with a small nonlinearity, the optimal estimates
are expanded in powers of a small parameter and the expansion coefficients are
given in the form of algorithms and calculated explicitly in terms of known
quantities of the differential equation.

Keywords: algorithm, evolutionary differential equations, Radon–Nikodym
density, extended stochastic integral, equivalence of measures, functional.
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