
ÓÄÊ 519.6:551.511.6

Â.À. ÏÐÓÑÎÂ, À.Å. ÄÎÐÎØÅÍÊÎ, Ò.À. ÑÎËÎÃÓÁ

ÀÒÌÎÑÔÅÐÍÛÅ ÏÐÎÖÅÑÑÛ Â ÝËÅÌÅÍÒÀÕ
ÃÎÐÎÄÑÊÎÉ ÇÀÑÒÐÎÉÊÈ

Àííîòàöèÿ. Ïîêàçàíû ýôôåêòèâíîñòü è òî÷íîñòü ïðåäëàãàåìûõ ãèäðîäèíà-
ìè÷åñêîé ìîäåëè àòìîñôåðû, òóðáóëåíòíîé ìîäåëè çàìûêàíèÿ, ìåòîäîâ àï-
ïðîêñèìàöèè ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ íà íåðàâíîìåðíîé
ñåòêå è àáñîëþòíî óñòîé÷èâàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà íà îñíîâå ðåøåíèÿ ïðè-
êëàäíûõ çàäà÷. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëè-
ðîâàíèÿ àýðîäèíàìèêè óëè÷íûõ êàíüîíîâ ñ ñóùåñòâóþùèìè òåîðåòè÷åñêè-
ìè è ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè. Èññëåäîâàíî âëèÿíèå äëèíû óëè÷íîãî
êàíüîíà è âûñîòû äîìîâ íà õàðàêòåðèñòèêè âîçäóøíîãî ïîòîêà â ãîðîäñêîé
çàñòðîéêå. Ïîêàçàíî, ÷òî èçìåíåíèå êîíôèãóðàöèè ãîðîäñêîé çàñòðîéêè
ïðèâîäèò íå òîëüêî ê êîëè÷åñòâåííîìó, íî è ê ñóùåñòâåííîìó êà÷åñòâåííî-
ìó èçìåíåíèþ êàðòèíû òå÷åíèÿ âîçäóõà è åãî ñêîðîñòè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ ìåçîìàñøòàáíàÿ ìîäåëü àòìîñôåðû,
ðàçíîñòíàÿ ñõåìà, çàìûêàíèå ìîäåëè òóðáóëåíòíîñòè, ñêîðîñòü âåòðà, ðîòîð
ñêîðîñòè, ïðÿìîóãîëüíûé êàíàë, óëè÷íûé êàíüîí, ãîðîäñêàÿ çàñòðîéêà.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Óðàâíåíèÿ ãèäðîäèíàìèêè èìåþò ðÿä ñïåöèôè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé, ïðîÿâëÿ-

þùèõñÿ â ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè, è îäíà èç ñóùåñòâåííûõ — ïðîñòðàíñòâåí-

íî-ýëëèïòè÷åñêèé õàðàêòåð óðàâíåíèé, îáóñëîâëåííûé âëèÿíèåì äèâåðãåíöèè

òåíçîðà íàïðÿæåíèé � �
�
�n â ïîëå òå÷åíèÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì äëÿ ðåøåíèÿ óðàâ-

íåíèé ãèäðîäèíàìèêè íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü òèïè÷íûå äëÿ íà÷àëüíî-êðàå-

âûõ çàäà÷ ìåòîäû ðåøåíèÿ è ôîðìóëèðîâàòü êðàåâûå óñëîâèÿ íà âñåõ ãðàíè-

öàõ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè.

Â ñèñòåìå óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè â ÷ëåíå � �
�
�n èìååòñÿ ïàðàìåòð �, èç-

ìåíåíèþ êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóåò ñóùåñòâåííîå èçìåíåíèå ãëàäêîñòè ðåøåíèÿ.

Ýòî ñâÿçàíî ñ ïîÿâëåíèåì ó ïîäñòèëàþùåé ïîâåðõíîñòè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ

áîëüøèõ âåðòèêàëüíûõ ãðàäèåíòîâ ìåòåîðîëîãè÷åñêèõ âåëè÷èí.

Íàêîíåö, ñèñòåìà óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè íåëèíåéíàÿ, ÷òî òèïè÷íî äëÿ ìíî-

ãèõ ñèñòåì ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî òèïà è îáóñëîâëåíî èíåðöèîííûìè ñîñòàâëÿþùè-

ìè â óðàâíåíèÿõ êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ. Â ñî÷åòàíèè ñ äâóìÿ óïîìèíàâøèìèñÿ îñî-

áåííîñòÿìè íåëèíåéíîñòü óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ âåñü-

ìà ñëîæíûõ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ ñòðóêòóð. ×èñëåííîå ðåøåíèå ïðè ýòîì

èìååò íå òîëüêî íåðåãóëÿðíûé õàðàêòåð âî âðåìåíè, íî è ñóùåñòâåííî óñëîæíÿåòñÿ

åãî ïðîñòðàíñòâåííàÿ ñòðóêòóðà, â ÷àñòíîñòè, òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü è äðîáèòñÿ ïî-

ãðàíè÷íûé ñëîé. Âî âíåøíåì òå÷åíèè (â ñâîáîäíîé àòìîñôåðå) ïîÿâëÿþòñÿ âòîðè÷-

íûå ïîòîêè è ò.ä. Â ðÿäå ñëó÷àåâ òðóäíî îòëè÷èòü ÿâëåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé íå-

óñòîé÷èâîñòè îò âîçìîæíîãî ñëîæíîãî ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ãèäðîòåðìîäèíàìèêè èìååò áîëü-

øóþ îáùíîñòü è óíèâåðñàëüíîñòü, íî äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé äîñòàòî÷íî

ñëîæíà. Ïîýòîìó ïðè ãèäðîäèíàìè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ïðîöåññîâ è ÿâëåíèé

â àòìîñôåðå ðàçëè÷íîãî ìàñøòàáà èñïîëüçóþò, ãäå ýòî âîçìîæíî, èçâåñòíûå ãèïî-

òåçû è äîïóùåíèÿ, ïîçâîëÿþùèå, ñîõðàíèâ ñïåöèôè÷åñêèå äëÿ êîíêðåòíîé çàäà÷è

ôèçè÷åñêèå è òåðìîäèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà àòìîñôåðû, óïðîñòèòü (â íåêîòîðûõ

ñëó÷àÿõ âåñüìà ñóùåñòâåííî) èñõîäíóþ ìîäåëü ãèäðîòåðìîäèíàìèêè.

Â àòìîñôåðå ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ïðîöåññû è ÿâëåíèÿ: îäíè ðàçâèâàþòñÿ

íà âåñüìà îãðàíè÷åííîé òåððèòîðèè â òå÷åíèå íåáîëüøîãî îòðåçêà âðåìåíè, äðó-
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ãèå — íà îáøèðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ äëèòåëüíîå âðåìÿ. Â ñîâðåìåííîé êëàññèôè-

êàöèè â çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðà òåððèòîðèè, äëÿ êîòîðîé ðåàëèçóåòñÿ ìîäåëèðî-

âàíèå ïðîöåññîâ èëè îòäåëüíûõ ÿâëåíèé â àòìîñôåðå, ãèäðîäèíàìè÷åñêèå ìîäå-

ëè ïîäðàçäåëÿþòñÿ íà ëîêàëüíûå (�- è �-ìåçîìàñøòàáà ñîîòâåòñòâåííî 2–20 êì

è 20–200 êì) è ðåãèîíàëüíûå (�-ìåçîìàñøòàáà 200–2000 êì).

Î÷åâèäíî, ÷òî ôîðìèðîâàíèå ïðîöåññîâ è ÿâëåíèé â àòìîñôåðå â êàæäîé

êîíêðåòíîé îáëàñòè ïðîèñõîäèò ïîä âëèÿíèåì ïðîöåññîâ âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ

ìàñøòàáîâ. Îäíàêî çíà÷èìîñòü êàæäîãî ïðîöåññà â ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ íåîäè-

íàêîâà. Òàê, ôîðìèðîâàíèå îáùåé öèðêóëÿöèè íà áîëüøèõ ïðîñòðàíñòâàõ ïðîèñ-

õîäèò, ãëàâíûì îáðàçîì, ïîä âëèÿíèåì ìàêðîìàñøòàáíûõ ïðîöåññîâ. Ìåçîìàñ-

øòàáíûå ïðîöåññû ïðè ýòîì ìåíåå çíà÷èòåëüíû. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóþò

îïðåäåëåííûå ïðèîðèòåòû äëÿ âêëþ÷åíèÿ òåõ èëè èíûõ ïðîöåññîâ â ãèäðîäèíà-

ìè÷åñêóþ ìîäåëü.

Íàëè÷èå â àòìîñôåðå ãîðèçîíòàëüíûõ è âåðòèêàëüíûõ ãðàäèåíòîâ ñêîðîñòè

âåòðà, òåìïåðàòóðû è âëàæíîñòè ñïîñîáñòâóåò ðîñòó ãèäðîòåðìîäèíàìè÷åñêîé

íåóñòîé÷èâîñòè è íåëèíåéíîìó âçàèìîäåéñòâèþ ìåæäó âîçìóùåíèÿìè ðàçëè÷-

íûõ âðåìåííûõ è ïðîñòðàíñòâåííûõ ìàñøòàáîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, â ëîêàëüíûõ

ìîäåëÿõ ïîðÿäîê íåêîòîðûõ ÷ëåíîâ óðàâíåíèé çàâèñèò îò ìåñòíûõ óñëîâèé îá-

ëàñòè ðåøåíèÿ è ìîæåò èçìåíÿòüñÿ â øèðîêèõ ïðåäåëàõ. Óïðîùåíèå èñõîäíîé

ñèñòåìû óðàâíåíèé ïóòåì ïðåíåáðåæåíèÿ íåêîòîðûõ âõîäÿùèõ â óðàâíåíèÿ ÷ëå-

íîâ òðåáóåò äîêàçàòåëüñòâà èõ ìàëîñòè â ïðåäåëàõ âñåé ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñ-

òè ðåøåíèÿ è âðåìåíè ðåàëèçàöèè, ÷òî â íàñòîÿùåå âðåìÿ îêàçûâàåòñÿ òðóäíîé

çàäà÷åé. Òàêèì îáðàçîì, �- è �-ìåçîìàñøòàáíûå ìîäåëè òðåáóþò èñïîëüçîâàíèÿ

ïîëíûõ óðàâíåíèé ãèäðîòåðìîäèíàìèêè.

Öåëü äàííîé ñòàòüè — ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ýôôåêòèâíîñòü è òî÷íîñòü ïðåä-

ëàãàåìûõ äàëåå ìîäåëåé è ìåòîäîâ íà îñíîâå ðåøåíèÿ ìåçîìàñøòàáíûõ ïðè-

êëàäíûõ çàäà÷ ïóòåì ïåðåõîäà îò ïðîñòûõ çàäà÷ ê áîëåå ñëîæíûì.

ÌÅÇÎÌÀÑØÒÀÁÍÀß ÌÎÄÅËÜ ÀÒÌÎÑÔÅÐÛ

Ðàññìîòðèì ìåçîìàñøòàáíóþ ìîäåëü àòìîñôåðû â ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé

ñèñòåìå êîîðäèíàò r � ( , , )x y z â âèäå [1]:

— óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè
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— óðàâíåíèé äâèæåíèÿ àòìîñôåðû
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— ðàñïðîñòðàíåíèÿ â àòìîñôåðå ñêàëÿðíûõ âåëè÷èí H � ( , , , )	 
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Çäåñü V u w� ( , , )� — ñêîðîñòü âåòðà; � � ln ( )� , � — ïëîòíîñòü âîçäóõà;

	 � T p p
R cp( / )

/
00 — ïîòåíöèàëüíàÿ òåìïåðàòóðà âîçäóõà; T — àáñîëþòíàÿ

òåìïåðàòóðà âîçäóõà; p — äàâëåíèå âîçäóõà â ìèëëèáàðàõ, p00 — äàâëåíèå

íà ïîäñòèëàþùåé ïîâåðõíîñòè; R — óíèâåðñàëüíàÿ ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ äëÿ

ñóõîãî âîçäóõà; p R T� � — óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ; cp — óäåëüíàÿ òåïëîåì-

êîñòü ïðè ïîñòîÿííîì äàâëåíèè; q — óäåëüíàÿ âëàæíîñòü (ìàññà âîäÿíîãî

ïàðà â åäèíèöå ìàññû âîçäóõà); 
 — óäåëüíàÿ âîäíîñòü (ìàññà ñêîíäåíñèðî-

âàííîé âëàãè â åäèíèöå ìàññû âîçäóõà); s — êîíöåíòðàöèÿ ïðèìåñè â âîçäó-

õå; � — óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ Çåìëè; g � ( , , )0 0 g — óñêîðåíèå ñèëû òÿ-

æåñòè; � — êîýôôèöèåíò òóðáóëåíòíîé âÿçêîñòè; dT — êîýôôèöèåíò òóðáó-

ëåíòíîé äèôôóçèè; f — èñòî÷íèêîâûå (ñòîêîâûå) ÷ëåíû.

Â îáëàñòè � � � � � �[ , ] [ , ]r 0 0
� �

t � ñèñòåìà óðàâíåíèé (1)–(3) â ïðèíöèïå

ïîçâîëÿåò ïðè çàäàííûõ â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè t çíà÷åíèÿõ ïîëåé èñêî-

ìûõ ôóíêöèé u w p q, , , , , ,� 	 
, s è ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ îïðåäå-

ëèòü çíà÷åíèå ïîëåé ýòèõ ôóíêöèé â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè t t� � , � t � 0.

Íî èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ìîäåëè àòìîñôåðû (1)–(3)

ñ ëîêàëüíî âûñîêèì ðàçðåøåíèåì â óñëîâèÿõ îãðàíè÷åííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ðå-

ñóðñîâ ñîïðÿæåíî ñî çíà÷èòåëüíûìè òðóäíîñòÿìè, äàæå â ñëó÷àå ïðèìåíåíèÿ

ýôôåêòèâíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ. Ïîä ýôôåêòèâíîñòüþ ïîíèìàåòñÿ çàòðà÷èâàå-

ìîå îäíèì ïðîöåññîðîì âðåìÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû óðàâ-

íåíèé ìîäåëè íà îäèí ÷àñ ìîäåëüíîãî âðåìåíè ïðè çàäàííîì óðîâíå îøèáêè

âîñïðîèçâåäåíèÿ àòìîñôåðíûõ ïðîöåññîâ. Âûáîð îïòèìàëüíîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ

íåëåãîê ââèäó òîãî, ÷òî öåëü (òî÷íîñòü) è ñðåäñòâà (ýêîíîìè÷íîñòü) ïðîòèâî-

ðå÷èâû. Íåñìîòðÿ íà ïîñòîÿííîå ñîâåðøåíñòâîâàíèå ÝÂÌ, àêòóàëüíû ïðîáëåìû

òî÷íîñòè è ýêîíîìè÷íîñòè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé

(1)–(3). Íàèáîëåå òðóäîåìêà ÷èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ çàâèñèìîñòåé, îïèñûâàþùèõ

ïðîöåññû ïîäñåòî÷íîãî ìàñøòàáà: òóðáóëåíòíîñòü, êîðîòêîâîëíîâàÿ è äëèííî-

âîëíîâàÿ ðàäèàöèè, îáëàêî- è îñàäêîîáðàçîâàíèå è ò.ä.

ÌÎÄÅËÜ ÒÓÐÁÓËÅÍÒÍÎÑÒÈ

Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé (1)–(3) íåâîçìîæíî áåç èñïîëüçîâàíèÿ ÷èñëåííûõ

ìåòîäîâ, â êîòîðûõ ïîëå òå÷åíèÿ àïïðîêñèìèðóåòñÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì ðàñ÷åò-

íûõ òî÷åê. Îñíîâíàÿ òðóäíîñòü òàêîãî ðàñ÷åòà òóðáóëåíòíûõ òå÷åíèé îá-

óñëîâëåíà òåì, ÷òî ìàñøòàáû òóðáóëåíòíîñòè íàìíîãî ìåíüøå ðàññòîÿíèé

ìåæäó óçëàìè èñïîëüçóåìûõ íà ïðàêòèêå ðàñ÷åòíûõ ñåòîê. Õîòÿ îöåíêè â ðàç-

ëè÷íûõ ïóáëèêàöèÿõ îòëè÷àþòñÿ, ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ ÷èñëåííîãî

ìîäåëèðîâàíèÿ äâèæåíèÿ òóðáóëåíòíîãî âèõðÿ íåîáõîäèìî ïî ìåíüøåé ìåðå

10 óçëîâ ñåòêè. Ìàñøòàá íàèìåíüøèõ âèõðåé îáû÷íî â 1000 ðàç ìåíüøå îá-

ëàñòè òå÷åíèÿ âäîëü òâåðäîé ïîâåðõíîñòè. Äëÿ òèïè÷íûõ òå÷åíèé ïðè ðàñ÷åòå

îáëàñòè òå÷åíèÿ îáúåìîì 1 ñì3 ìîæåò ïîíàäîáèòüñÿ 105 óçëîâ ñåòêè. Ïî ýòèì

ïðè÷èíàì ïðÿìûå ðàñ÷åòû ïîëåé òóðáóëåíòíûõ òå÷åíèé (Direct Numerical

Simulation, DNS) íà ñîâðåìåííîé âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêå ïðàêòè÷åñêè íåâîç-

ìîæíû. Òàêèå æå ïðîáëåìû âîçíèêàþò ïðè ïðèìåíåíèè ìåòîäà Large Eddy

Simulation (LES), ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ïûòàþòñÿ ìîäåëèðîâàòü êðóïíîìàñ-
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øòàáíîå òóðáóëåíòíîå äâèæåíèå, èñõîäÿ èç îñíîâíûõ ïðèíöèïîâ ÷èñëåííîãî

ðåøåíèÿ «îòôèëüòðîâàííîé» ñèñòåìû óðàâíåíèé Íàâüå–Ñòîêñà, îïèñûâàþùåé

ýòî êðóïíîìàñøòàáíîå òðåõìåðíîå íåñòàöèîíàðíîå äâèæåíèå. Òàêèì îáðàçîì,

íåñìîòðÿ íà áûñòðûé ïðîãðåññ â ðàçâèòèè âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè, ñîâðåìåí-

íûå åå âîçìîæíîñòè âñå åùå íåäîñòàòî÷íû äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé

Íàâüå–Ñòîêñà ìåòîäàìè DNS è LES â çàäà÷àõ ìîäåëèðîâàíèÿ àòìîñôåðíûõ

ïðîöåññîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ.

Òàêèì îáðàçîì, çàêîíîìåðíîñòè ðàçâèòîãî òóðáóëåíòíîãî äâèæåíèÿ ïðèõî-

äèòñÿ èñêàòü ëèøü äëÿ îñðåäíåííûõ ïî âðåìåíè âåëè÷èí ñêîðîñòè, òåìïåðàòóðû,

êîíöåíòðàöèè è äàâëåíèÿ. Òàêîé ïóòü â ñî÷åòàíèè ñ íåêîòîðûìè âåñüìà âåðîÿò-

íûìè ïîëóýìïèðè÷åñêèìè ãèïîòåçàìè äëÿ èìïóëüñà, òåïëî- è ìàññîîáìåíà, âû-

çûâàåìûìè òóðáóëåíòíûì ïåðåìåøèâàíèåì, ïîçâîëÿåò ïðèâåñòè ñèñòåìó

óðàâíåíèé (1)–(3) ê âèäó, äîïóñêàþùåìó èõ èíòåãðèðîâàíèå.

Íà ïðàêòèêå äåòàëüíîãî çíàíèÿ ïîëåé ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí â áîëüøè-

íñòâå ñëó÷àåâ íå òðåáóåòñÿ, òàê êàê èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ëèøü óñðåäíåííûå (ñòà-

òèñòè÷åñêèå) õàðàêòåðèñòèêè òóðáóëåíòíûõ ïîëåé. Ïîýòîìó äëÿ àíàëèçà òóðáóëåíò-

íîñòè èñïîëüçóþò ñòàòèñòè÷åñêîå è ñïåêòðàëüíîå îïèñàíèÿ, êîòîðûå íå ïîçâîëÿþò

ïîëó÷èòü ðåçóëüòàò îïðåäåëåííûì îáðàçîì, íî äàþò âîçìîæíîñòü îïðåäåëèòü âåðî-

ÿòíîñòü åãî ïîÿâëåíèÿ. Ñòàòèñòè÷åñêèé àíàëèç îïèñûâàåò ïåðåíîñ ýíåðãèè ìåæäó

ðàçëè÷íûìè ìàñøòàáàìè èëè âèõðÿìè ðàçëè÷íûõ ðàçìåðîâ, à ñïåêòðàëüíûé — îá-

ìåí êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé, ñîîòâåòñòâóþùåé âèõðÿì ðàçëè÷íûõ ðàçìåðîâ èëè

ñ ðàçëè÷íûìè ÷àñòîòàìè ïóëüñàöèé â òóðáóëåíòíîì äâèæåíèè.

Ïðèåìû, çàëîæåííûå Ðåéíîëüäñîì â [3], ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ìîæíî óñòàíî-

âèòü ñâÿçè ìåæäó óñðåäíåííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ïîëåé, ïîä-

ðîáíî îïèñàíû â [2, 4–7]. Ìîäåëè, îñóùåñòâëÿþùèå çàìûêàíèå óðàâíåíèé Ðåé-

íîëüäñà, îòíîñÿòñÿ ê òàê íàçûâàåìûì ìîäåëÿì ðåéíîëüäñîâûõ íàïðÿæåíèé (ÌÐÍ).

Â ïóáëèêàöèÿõ ìîäåëè òóðáóëåíòíîãî çàìûêàíèÿ ÌÐÍ ÷àñòî êëàññèôèöèðóþò-

ñÿ ïî ÷èñëó äîïîëíèòåëüíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-

íûõ, êîòîðûå íåîáõîäèìî ðåøèòü äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè. Ýòî ÷èñëî ìî-

æåò èçìåíÿòüñÿ îò íóëÿ â ñëó÷àå ïðîñòåéøèõ àëãåáðàè÷åñêèõ ìîäåëåé äî 12 â ñëó-

÷àå íàèáîëåå ñëîæíûõ ÌÐÍ. Ñîãëàñíî ýòîé òåðìèíîëîãèè â ìîäåëè çàìûêàíèÿ

ïåðâîãî ïîðÿäêà ðåéíîëüäñîâû íàïðÿæåíèÿ ðàññ÷èòûâàþòñÿ êàê ôóíêöèè òîëüêî

óñðåäíåííûõ ñêîðîñòåé è ãåîìåòðèè çàäà÷è [8]. Ìîäåëü çàìûêàíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà

èñïîëüçóåò ðåøåíèå íåêîòîðîãî ìîäåëüíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ïåðåíîñà îäíîé èëè áî-

ëåå õàðàêòåðèñòèê òóðáóëåíòíîñòè. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íàèáîëåå øèðîêî ïðèìåíÿ-

þòñÿ ìåòîäû çàìûêàíèÿ óðàâíåíèé ïåðåíîñà íà óðîâíå óðàâíåíèé äëÿ êîððåëÿöèîí-

íûõ ìîìåíòîâ âòîðîãî ïîðÿäêà [5]. Îãðîìíîå çíà÷åíèå â ðàçâèòèè ýòîãî ïîäõîäà

ê èçó÷åíèþ òóðáóëåíòíîñòè ïîëó÷èëè ãèïîòåçû [9, 10], ïîçâîëèâøèå çàìêíóòü ñèñ-

òåìó óðàâíåíèé ñ ïðèâëå÷åíèåì ñîîòíîøåíèé äëÿ âòîðûõ ìîìåíòîâ ïóëüñàöèé.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ýòè ãèïîòåçû êîíêðåòèçèðîâàíû è îáîáùåíû [5, 6].

Ìîäåëè, â êîòîðûõ èñïîëüçóåòñÿ ãèïîòåçà Áóññèíåñêà [8], è áîëüøèíñòâî ìîäå-

ëåé, ïðèìåíÿåìûõ â èíæåíåðíûõ ðàñ÷åòàõ, òàêæå îòíîñÿòñÿ ê ÌÐÍ. Ýêñïåðèìåí-

òàëüíûå íàáëþäåíèÿ ñâèäåòåëüñòâóþò î òîì, ÷òî ãèïîòåçà òóðáóëåíòíîé âÿçêîñòè

ïðèãîäíà äëÿ ìíîãèõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ çàäà÷, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî îíà îñíîâàíà

â ïðèíöèïå íà îøèáî÷íûõ êîíöåïöèÿõ. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ïîñòîÿííûå ïàðà-

ìåòðû ìîäåëè ïîäáèðàþòñÿ íà îñíîâå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, ò.å. òóðáóëåí-

òíàÿ âÿçêîñòü âûáèðàåòñÿ òàêîé, ÷òîáû ñðåäíèå ïðîôèëè õàðàêòåðèñòèê íåêîòîðûõ

ñòàíäàðòíûõ òå÷åíèé ïðåäñêàçûâàëèñü ïðèáëèçèòåëüíî ïðàâèëüíî. Èíûìè ñëîâàìè,

ñîçäàåòñÿ íîâàÿ ñðåäà ñ äðóãèìè ôèçè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè, èìåþùàÿ, îäíàêî, òå æå

õàðàêòåðèñòèêè ñîïðîòèâëåíèÿ, òåïëîïåðåäà÷è è ìàññîîáìåíà, ÷òî è òóðáóëåí-

òíîñòü ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ âíåøíèõ óñëîâèÿõ.
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Ñîãëàñíî ãèïîòåçå Áóññèíåñêà [8]
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ãäå � � �� � — òåíçîð äîïîëíèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé; � — êîýôôèöèåíò òóðáóëåí-

òíîé âÿçêîñòè; 
ij — ñèìâîë Êðîíåêåðà (
ij �1 ïðè i j� è 
ij � 0 ïðè i j� ),

è àíàëîãèè Ðåéíîëüäñà [3] èìååì

� � � �
�

�
�� j T

j

d
x

jH
H

( , , )1 2 3 ,

ãäå � � �� j H — äîïîëíèòåëüíûé ïåðåíîñ, âîçíèêàþùèé âñëåäñòâèå íàëè÷èÿ

òóðáóëåíòíûõ ïóëüñàöèé ñêîðîñòè è îäíîé èç ñêàëÿðíûõ âåëè÷èí

H � ( , , , )	 
q s ; dT — êîýôôèöèåíò òóðáóëåíòíîé äèôôóçèè.

Ñâÿçü ìåæäó êîýôôèöèåíòîì òóðáóëåíòíîé âÿçêîñòè � è êîýôôèöèåíòàìè

òóðáóëåíòíîãî ïåðåíîñà òåïëà è ìàññû dT îñóùåñòâëÿåòñÿ òóðáóëåíòíûìè ÷èñ-

ëàìè Ïðàíäòëÿ Pr è Øìèäòà Sc. Îáîáùåííî îáîçíà÷èâ îäíî èç íèõ � � ( , )Pr Sc ,

çàïèøåì ýòó ñâÿçü â âèäå dT � � �/ . Õîòÿ êîýôôèöèåíòû òóðáóëåíòíîãî ïåðåíîñà

ÿâëÿþòñÿ â îáùåì ñëó÷àå ôóíêöèÿìè êîîðäèíàò è âðåìåíè, èõ áåçðàçìåðíûå

êîìáèíàöèè Pr è Sc îáû÷íî îêàçûâàþòñÿ âåëè÷èíàìè, ìàëî èçìåíÿþùèìèñÿ, ÷òî

ïîçâîëÿåò âî ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ ñëó÷àÿõ ïîëàãàòü èõ ïîñòîÿííûìè.

×èñëåííûå çíà÷åíèÿ Pr è Sc â íàñòîÿùåå âðåìÿ òî÷íî íå óñòàíîâëåíû. Íåìíîãî-

÷èñëåííûå îïûòíûå äàííûå î âåëè÷èíàõ ýòèõ ÷èñåë âåñüìà ïðîòèðå÷èâû, òåì íå

ìåíåå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â òå÷åíèÿõ òèïà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ âáëèçè òâåðäîé ïî-

âåðõíîñòè Pr è Sc áëèçêè ê åäèíèöå.

Ïðîñòåéøèå ìîäåëè, îïèñûâàþùèå ðàñïðåäåëåíèå �, ïîñòðîåíû íà ãèïîòåçå,

ïðåäëîæåííîé Ïðàíäòëåì â 20-õ ãîäàõ ÕÕ ñò., ñîãëàñíî êîòîðîé êîýôôèöèåíò

òóðáóëåíòíîé âÿçêîñòè ïðîïîðöèîíàëåí ìàñøòàáó ñêîðîñòè è ìàñøòàáó òóðáó-

ëåíòíîñòè [11]:

� �
�

�
�

2 u

z
, (4)

ãäå u — êîìïîíåíòà ñêîðîñòè â íàïðàâëåíèè îñíîâíîãî òå÷åíèÿ, � — õàðàê-

òåðíûé ìàñøòàá äëèíû (ïóòü ñìåøåíèÿ). Ïðîèçâåäåíèå �� �u z/ ìîæíî èíòåð-

ïðåòèðîâàòü êàê õàðàêòåðíóþ ñêîðîñòü òóðáóëåíòíîñòè V .

Äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà íàïðàâëåíèå ïîòîêà âîçäóõà íå ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíè-

åì îñè x, ôîðìóëà Ïðàíäòëÿ çàïèñûâàåòñÿ îáû÷íî â âèäå
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Â ôîðìóëàõ (4), (4à) òóðáóëåíòíàÿ âÿçêîñòü ïðåäñòàâëåíà êàê ñêàëÿð è äàåò

êà÷åñòâåííî ïðàâèëüíûå ðåçóëüòàòû, îñîáåííî äëÿ ïðèñòåííûõ òå÷åíèé, ïî-

ñêîëüêó èìåþòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûå äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî âî âíåøíåì

ñëîå òóðáóëåíòíóþ âÿçêîñòü ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê òåíçîð (ò.å. âåëè÷èíó,

çàâèñÿùóþ îò íàïðàâëåíèÿ äåôîðìàöèè) äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ëó÷øåãî ñîãëàñîâà-

íèÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ýêñïåðèìåíòà.

Ëàáîðàòîðíûå ýêñïåðèìåíòû è íàòóðíûå íàáëþäåíèÿ â ïîãðàíè÷íîì ñëîå

ïîêàçûâàþò, ÷òî ìàñøòàá òóðáóëåíòíîñòè ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî õîðîøî àï-

ïðîêñèìèðîâàí ëèáî ñ ïîìîùüþ ìîäåëè Ïðàíäòëÿ
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ëèáî ñ ïîìîùüþ ìîäåëè Êàðìàíà [12]
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/
, (5à)

ãäå , 1 — êîíñòàíòû, hb — âûñîòà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ.

Ïðåäïîëîæåíèå îá èçîòðîïíîñòè êîýôôèöèåíòà òóðáóëåíòíîé âÿçêîñòè

(4), (4à) â ìîäåëÿõ òóðáóëåíòíîñòè Ïðàíäòëÿ è Êàðìàíà ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì óïðî-

ùåíèåì, îáóñëîâëèâàþùèì îãðàíè÷åííóþ èõ ïðèãîäíîñòü ïðè èíòåðïðåòàöèè

ñëîæíûõ òå÷åíèé.

Ïîëóýìïèðè÷åñêàÿ ìîäåëü, èçâåñòíàÿ êàê ( )k � � -ìîäåëü òóðáóëåíòíîñòè, —

îäíà èç íàèáîëåå èñïîëüçóåìûõ ìîäåëåé ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ èìååò âèä

dk

dt x

k

x x xi k i
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( , , , ),i j �1 2 3 (6)
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dt x x k
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x xi i
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C
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T
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x
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T
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3
3 ( , , , )i j �1 2 3 , (7)

ãäå � � è C1, C2 , C3 — ýìïèðè÷åñêèå ïîñòîÿííûå, � a � 0.0098 — ñóõîàäèàáà-

òè÷åñêèé ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû, à òóðáóëåíòíàÿ âÿçêîñòü îïðåäåëÿåòñÿ ñîîò-

íîøåíèåì

�
�

�
C k4

2

. (8)

Â ïðàêòè÷åñêîì ïðèìåíåíèè ïîëóýìïèðè÷åñêàÿ ìîäåëü äàåò óäîâëåòâîðè-

òåëüíûå ðåçóëüòàòû ïðè îäíèõ è òåõ æå çíà÷åíèÿõ ýìïèðè÷åñêèõ êîíñòàíò

â ñëîæíûõ ñëó÷àÿõ ðåöèðêóëÿöèîííûõ òðåõìåðíûõ òå÷åíèé. Ýòî ñâèäåòåëüñòâó-

åò î òîì, ÷òî ( )k � � -ìîäåëü â äîñòàòî÷íîé ñòåïåíè óíèâåðñàëüíà è áîëåå îáùàÿ,

÷åì êëàññè÷åñêèé ïîäõîä ñ èñïîëüçîâàíèåì ëîêàëüíûõ çàâèñèìîñòåé äëÿ òóðáó-

ëåíòíîé âÿçêîñòè. Îäíàêî â çàäà÷àõ äèíàìè÷åñêîé ìåòåîðîëîãèè äëÿ ìîäåëèðî-

âàíèÿ öèðêóëÿöèè àòìîñôåðû ïðèìåíåíèå ( )k � � -ìîäåëè òóðáóëåíòíîñòè ñîïðÿ-

æåíî ñ î÷åíü ñëîæíûìè ïðîáëåìàìè. Îáúÿñíÿåòñÿ ýòî òåì, ÷òî ïðè èíòåãðèðîâà-

íèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ñîñòàâëÿþùèõ îñíîâó ( )k � � -ìîäåëè,

âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ôîðìóëèðîâàòü íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ

ïåðåìåííûõ k è � íàðÿäó ñ îáû÷íûìè òðåáîâàíèÿìè ê ïåðåìåííûì óñðåäíåííîãî

äâèæåíèÿ (ìåòåîðîëîãè÷åñêèì âåëè÷èíàì). Ýòî ÷àùå âñåãî äàëåêî íå òðèâèàëü-

íàÿ çàäà÷à, îñîáåííî êîãäà çàäàþòñÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ k è �, ïîñêîëüêó çíà-

÷åíèÿ ìåòåîðîëîãè÷åñêèõ âåëè÷èí óñðåäíåííîãî äâèæåíèÿ íåòî÷íû.

Äîëãîå âðåìÿ íåîáõîäèìîñòü ïðèíÿòèÿ íåòðèâèàëüíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà

ïîäñòèëàþùåé ïîâåðõíîñòè âîçíèêàëà, ñ îäíîé ñòîðîíû, ââèäó ñëîæíîñòè òåõíè-

÷åñêîé ðåàëèçàöèè óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ íà êîìïüþòåðàõ ñ îãðàíè÷åííûìè ðåñóðñà-

ìè è ñ äðóãîé — âñëåäñòâèå íåïðèìåíèìîñòè ñòàíäàðòíîé ( )k � � -ìîäåëè. Î÷åâèä-

íî, ÷òî ñêîðîñòü äèññèïàöèè � ïðèíèìàåò íóëåâîå çíà÷åíèå íà ñòåíå â òî âðåìÿ êàê

ýíåðãèÿ ïóëüñàöèé íà ñòåíå k ðàâíà íóëþ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äðîáíàÿ âåëè÷èíà k 2 / �
íà ïîäñòèëàþùåé ïîâåðõíîñòè ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.

Êðîìå òîãî, ìîäåëü (6)–(8) ñîäåðæèò áîëüøåå êîëè÷åñòâî âû÷èñëÿåìûõ ïå-

ðåìåííûõ è ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñëîæíîé, ÷åì ìîäåëè (4), (4à), (5), (5à). Åñòåñòâåííî,

åå ïðèìåíåíèå ïîâûøàåò ñòîèìîñòü ðåøåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, âûáîð ìîäåëè òóð-

áóëåíòíîñòè çàâèñèò îò õàðàêòåðà ðåøàåìîé çàäà÷è. Âðÿä ëè öåëåñîîáðàçíî èñ-

ïîëüçîâàòü ñëîæíûå ìîäåëè â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ïðèìåíèìû ïðîñòûå ìîäåëè

è íå îæèäàåòñÿ ñóùåñòâåííîãî óëó÷øåíèÿ ðåçóëüòàòîâ.
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Â ðàáîòå [1] ïðåäëîæåíà ìîäåëü

� � �( ) ( )rot rot rotV V3 2 , (9)

ãäå  — êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè, íåêîòîðàÿ áåçðàçìåðíàÿ êîíñòàíòà.

Ñîãëàñíî ôîðìóëå âåêòîðíîãî àíàëèçà

rot rot = ( )V V V� � � � � . (10)

Ïî îïðåäåëåíèþ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ âåêòîðîâ, ñêàëÿðíûé êâàä-

ðàò âåêòîðà ðàâåí êâàäðàòó åãî ìîäóëÿ

( ) | |rot rotV V2 2� �
�

�
�
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x x
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2 2


��

2

. (11)

Ñ ó÷åòîì (10) è (11) ôîðìóëó (9) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

� �
� � � �

| |

[ ( ) ]
( )

rot
rot

V

V V
V

2

2

2

�
, (12)

â êîòîðîé êîýôôèöèåíò òóðáóëåíòíîé âÿçêîñòè ïðèíèìàåòñÿ ïðîïîðöèîíàëü-

íûì ìîäóëþ âåêòîðà çàâèõðåííîñòè è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé

r � ( , , )x y z .

Åñëè ïðèíÿòü, ÷òî âîçäóøíûé ïîòîê â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å — íåñæèìàå-

ìàÿ ñðåäà

� � �
�

�
�
�

�
�
�

�
�V

u

x y

w

z

�
0,

òî, êàê ñëåäóåò èç (7), èìååì rot rot V V� �� , è ôîðìóëà (10) ïðèîáðåòàåò âèä

� �
	



�

�


�

| |
| |

rot
rot

V

V
V

�

2
2 . (13)

Îòìåòèì, ÷òî ñ ñîâðåìåííîé òî÷êè çðåíèÿ ïðåèìóùåñòâà è íåäîñòàòêè ïîëó-

÷åííûõ ìîäåëåé (12) è (13) ïîäëåæàò îáñóæäåíèþ, ïîñêîëüêó îáìåí êîëè÷åñòâîì

äâèæåíèÿ ìåæäó ñîñåäíèìè ñëîÿìè îñóùåñòâëÿåòñÿ âèõðÿìè ðàçëè÷íûõ ãåîìåòðè-

÷åñêèõ ìàñøòàáîâ, â òîì ÷èñëå è òåõ, êîòîðûå ñîèçìåðèìû ñ ðàçìåðîì ïîòîêà.

Â ñòðàòèôèöèðîâàííûõ ïîãðàíè÷íûõ ñëîÿõ âëèÿíèå ìàññîâûõ ñèë, âîçíèêà-

þùèõ âñëåäñòâèå ñèë ïëàâó÷åñòè èëè êðèâèçíû ëèíèé òîêà, íà ðàñïðåäåëåíèå

ìàñøòàáà òóðáóëåíòíîñòè ìîæíî ðàññ÷èòàòü ïî ôîðìóëå [13]:

�
�

�
�

� �

� !

�
�
"

 "
�

0 1

0 2
1 4

1 0

1 0

( ) ,

( ) ,/

�

�

Ri Ri

Ri Ri

ïðè

ïðè
(14)

ãäå � 0 — ìàñøòàá òóðáóëåíòíîñòè ïî ñîîòíîøåíèÿì (12) è (13) ïðè Ri � 0;

�1 7# , �2 14# — ýìïèðè÷åñêèå êîíñòàíòû; Ri — ÷èñëî Ðè÷àðäñîíà, îïðåäåëÿ-

åìîå âûðàæåíèåì Ri
g x

V xg

� �
� �

� ��

� /

( / )

3

3
2

.

ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈß ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÛÕ ÏÅÐÂÎÃÎ È ÂÒÎÐÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÎÂ

Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ñîñòàâëÿþùèõ u, �, w âåêòîðà ñêîðîñòè V íå èìååòñÿ àíà-

ëèòè÷åñêèõ âûðàæåíèé, à çàäàíû ëèøü èõ äèñêðåòíûå çíà÷åíèÿ

u u x y zijk i j k� ( , , ), � �ijk i j kx y z� ( , , ), w w x y zijk i j k� ( , , ) â óçëàõ x i Ii ( , )�1 ,

y j Jj ( , )�1 , z k Kk ( , )�1 íåêîòîðîé ñåòêè wh ñ øàãàìè h x xi i i� � �1,


 j j jy y� � �1, s z zk k k� � �1. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèèé ïðîèç-

âîäíûõ ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ, ñîäåðæàùèõñÿ â âûðàæåíèÿõ rot V è

� � � �( )V V� è âõîäÿùèõ â ôîðìóëû (12) è (13), íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ìå-

òîäû àïïðîêñèìàöèè ïðîèçâîäíûõ èõ ðàçíîñòíûìè âûðàæåíèÿìè. Â [1] ïðåäëî-
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æåí ýôôåêòèâíûé ìåòîä ïîâûøåííîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè äëÿ àïïðîêñèìàöèè

÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ, ÿâëÿþùèõñÿ ñîñòàâíîé ÷àñ-

òüþ (12) è (13). Íå ïîâòîðÿÿ âûâîä, ôîðìóëû àïïðîêñèìàöèè ÷àñòíûõ ïðîèç-

âîäíûõ ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ ïðåäñòàâëÿåì â îêîí÷àòåëüíîì âèäå.

Ïóñòü � — îäíà èç îñåé ñèñòåìû êîîðäèíàò ( , , )x y z è â óçëàõ a! !�1

! ! ! !�� �2 1� N b, îáðàçóþùèõ (äëÿ îáùíîñòè íåðàâíîìåðíóþ) ñåòêó wh ñ øà-

ãàìè hi i i� � �� � 1 (i N� �0 1 1, , ,� ), çàäàíû äèñêðåòíûå çíà÷åíèÿ f fi i( )� �

ôóíêöèè f rn( ) ( )� � � .

Ïî äèñêðåòíûì çíà÷åíèÿì ôóíêöèè f i , i N�1, , îïðåäåëèì ïðèáëèæåííûå

çíà÷åíèÿ � i ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ïåðâîãî ïîðÿäêà ( / )� �f i� è � i ÷àñòíîé ïðîèç-

âîäíîé âòîðîãî ïîðÿäêà ( / )� �2 2f i� âî âñåõ óçëîâûõ òî÷êàõ i N�1, ïî ñëåäóþ-

ùèì ôîðìóëàì:
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. (16)

Î÷åâèäíî, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (15) è (16) èìåþò òðåòèé ïîðÿäîê àïïðîêñèìà-

öèè, êîãäà h hi i� �1, è ÷åòâåðòûé ïîðÿäîê ïðè h hi i� �1.

Ðàññìàòðèâàåìûå ïðîèçâîäíûå � �i if� � �( / ) , � �i if� � �( / )2 2 âõîäÿò

â (12) è (13) íåÿâíî. Èõ ìîæíî âû÷èñëèòü ïî çàäàííûì çíà÷åíèÿì f i , i N�1, , ðå-

øåíèåì ñèñòåì àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ òðåõäèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé ìåòî-

äîì ïðîãîíêè ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ

h

h
f f1

2 1 2 1
1

2 1
6

2
0( ) ( ) ( )� � � �� � � � � � ,

h

h
f fN

N N N N
N

N N
�

� �
�

�� � � � � �1
1 1

1
1

6

2
0( ) ( ) ( )� � � � .

Â ýòîì ñîñòîèò îñíîâíîå ïðåèìóùåñòâî ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà àïïðîêñèìà-

öèè ïðîèçâîäíûõ, âõîäÿùèõ â (12) è (13), ïåðåä ñòàíäàðòíîé òðåõòî÷å÷íîé àï-

ïðîêñèìàöèåé. Ïîñêîëüêó ðåøåíèå ñèñòåì àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (15) è (16)

âî âñåõ òî÷êàõ i çàâèñèò îò çíà÷åíèé â äðóãèõ òî÷êàõ, îíî çàâèñèò îò f i ãëîáàëü-

íî, à íå ëîêàëüíî, êàê â ñõåìàõ òðåõòî÷å÷íûõ ðàçíîñòíûõ àïïðîêñèìàöèé

ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ.

Îöåíêà ýôôåêòèâíîñòè àïïðîêñèìàöèé ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî (15) è âòîðî-

ãî (16) ïîðÿäêîâ ïðîâåäåíà íà ðåøåíèè òåñòîâîé çàäà÷è, äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóþò

òî÷íûå ðåøåíèÿ. Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû êà÷åñòâåííîé îöåíêè ìåòîäîâ àï-

ïðîêñèìàöèè, à â òàáë. 1 — êîëè÷åñòâåííîé. Â ÷åòâåðòîé è øåñòîé êîëîíêàõ òàáë. 1
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Ò à á ë è ö à 1. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ � �f / � è � �2 2f / �

ôóíêöèè f ( ) ( )� �� cos 2

n � f ( ) ( )� �� cos2 � �i i� � sin( )2 ( / )� �f i� � �i i� �2 2cos( ) ( / )� �2 2
f i�

1 � 0.1571E� 01 0.2689E�12 0.1037E�05 � 0.5510E�02 0.2000E� 01 0.2101E� 01

2 � 0.1334E� 01 0.5522E�01 0.4568E� 00 0.4581E� 00 0.1779E� 01 0.1771E� 01

3 � 0.1107E� 01 0.2002E� 00 0.8003E� 00 0.7997E� 00 0.1199E� 01 0.1211E� 01

4 � 0.8996E� 00 3868E� 00 0.9740E� 00 0.9740E� 00 0.4528E� 00 0.4696E� 00

5 � 0.7173E� 00 0.5679E� 00 0.9907E� 00 0.9907E� 00 � 0.2715E� 00 � 0.2526E� 00

6 � 0.5627E� 00 0.7154E� 00 0.9024E� 00 0.9024E� 00 � 0.8618E� 00 � 0.8451E� 00

7 � 0.4353E� 00 0.8222E� 00 0.7647E� 00 0.7647E� 00 � 0.1289E� 01 � 0.1276E� 01

8 � 0.3329E� 00 0.8932E� 00 0.6177E� 00 0.6177E� 00 � 0.1573E� 01 � 0.1564E� 01

9 � 0.2523E� 00 0.9377E� 00 0.4835E� 00 0.4835E� 00 � 0.1751E� 01 � 0.1745E� 01

10 � 0.1898E� 00 0.9644E� 00 0.3705E� 00 0.3706E� 00 � 0.1858E� 01 � 0.1854E� 01

11 � 0.1419E� 00 0.9800E� 00 0.2800E� 00 0.2800E� 00 � 0.1920E� 01 � 0.1918E� 01

12 � 0.1056E� 00 0.9889E� 00 0.2096E� 00 0.2096E� 00 � 0.1956E� 01 � 0.1954E� 01

13 � 0.7820E�01 0.9939E� 00 0.1558E� 00 0.1558E� 00 � 0.1976E� 01 � 0.1975E� 01

14 � 0.5768E�01 0.9967E� 00 0.1151E� 00 0.1151E� 00 � 0.1987E� 01 � 0.1986E� 01

15 � 0.4236E�01 0.9982E� 00 0.8462E�01 0.8462E�01 � 0.1993E� 01 � 0.1993E� 01

16 � 0.3096E�01 0.9990E� 00 0.6189E�01 0.6189E�01 � 0.1996E� 01 � 0.1996E� 01

17 � 0.2250E�01 0.9995E� 00 0.4498E�01 0.4498E�01 � 0.1998E� 01 � 0.1998E� 01

18 � 0.1622E�01 0.9997E� 00 0.3244E�01 0.3244E�01 � 0.1999E� 01 � 0.1999E� 01

19 � 0.1158E�01 0.9999E� 00 0.2315E�01 0.2315E�01 � 0.1999E� 01 � 0.1999E� 01

20 � 0.8141E�02 0.9999E� 00 0.1628E�01 0.1628E�01 � 0.2000E� 01 � 0.2000E� 01

21 � 0.5601E�02 0.1000E� 01 0.1120E�01 0.1120E�01 � 0.2000E� 01 � 0.2000E� 01

22 � 0.3724E�02 0.1000E� 01 0.7447E�02 0.7447E�02 � 0.2000E� 01 � 0.2000E� 01

23 � 0.2337E�02 0.1000E� 01 0.4674E�02 0.4674E�02 � 0.2000E� 01 � 0.2000E� 01

24 � 0.1314E�02 0.1000E� 01 0.2627E�02 0.2627E�02 � 0.2000E� 01 � 0.2000E� 01

25 � 0.5578E�03 0.1000E� 01 0.1116E�02 0.1116E�02 � 0.2000E� 01 � 0.2000E� 01

26 0.0000E� 00 0.1000E� 01 0.0000� 00 � 0.3150E�10 � 0.2000E� 01 � 0.2000E� 01

27 0.5578E�03 0.1000E� 01 � 0.1116E�02 � 0.1116E�02 � 0.2000E� 01 � 0.2000E� 01

28 0.1314E�02 0.1000E� 01 � 0.2627E�02 � 0.2627E�02 � 0.2000E� 01 � 0.2000E� 01

29 0.2337E�02 0.1000E� 01 � 0.4674E�02 � 0.4674E�02 � 0.2000E� 01 � 0.2000E� 01

30 0.3724E�02 0.1000E� 01 � 0.7447E�02 � 0.7447E�02 � 0.2000E� 01 � 0.2000E� 01

31 0.5601E�02 0.1000E� 01 � 0.1120E�01 � 0.1120E�01 � 0.2000E� 01 � 0.2000E� 01

32 0.8141E�02 0.9999E� 00 � 0.1628E�01 � 0.1628E�01 � 0.2000E� 01 � 0.2000E� 01

33 0.1158E�01 0.9999E� 00 � 0.2315E�01 � 0.2315E�01 � 0.1999E� 01 � 0.1999E� 01

34 0.1622E�01 0.9997E� 00 � 0.3244E�01 � 0.3244E�01 � 0.1999E� 01 � 0.1999E� 01

35 0.2250E�01 0.9995E� 00 � 0.4498E�01 � 0.4498E�01 � 0.1998E� 01 � 0.1998E� 01

36 0.3096E�01 0.9990E� 00 � 0.6189E�01 � 0.6189E�01 � 0.1996E� 01 � 0.1996E� 01

37 0.4236E�01 0.9982E� 00 � 0.8462E�01 � 0.8462E�01 � 0.1993E� 01 � 0.1993E� 01

38 0.5768E�01 0.9967E� 00 � 0.1151E� 00 � 0.1151E� 00 � 0.1987E� 01 � 0.1986E� 01

39 0.7820E�01 0.9939E� 00 � 0.1558E� 00 � 0.1558E� 00 � 0.1976E� 01 � 0.1975E� 01

40 0.1056E� 00 0.9889E� 00 � 0.2096E� 00 � 0.2096E� 00 � 0.1956E� 01 � 0.1954E� 01

41 0.1419E� 00 0.9800E� 00 � 0.2800E� 00 �0.2800E� 00 � 0.1920E� 01 � 0.1918E� 01

42 0.1898E� 00 0.9644E� 00 � 0.3705E� 00 � 0.3706E� 00 � 0.1858E� 01 � 0.1854E� 01

43 0.2523E� 00 0.9377E� 00 � 0.4835E� 00 � 0.4835E� 00 � 0.1751E� 01 � 0.1745E� 01

44 0.3329E� 00 0.8932E� 00 � 0.6177E� 00 � 0.6177E� 00 � 0.1573E� 01 � 0.1564E� 01

45 0.4353E� 00 0.8222E� 00 � 0.7647E� 00 � 0.7647E� 00 � 0.1289E� 01 � 0.1276E� 01

46 0.5627E� 00 0.7154E� 00 � 0.9024E� 00 � 0.9024E� 00 � 0.8618E� 00 � 0.8451E� 00

47 0.7173E� 00 0.5679E� 00 � 0.9907E� 00 � 0.9907E� 00 � 0.2715E� 00 � 0.2526E� 00

48 0.8996E� 00 0.3868E� 00 � 0.9740E� 00 � 0.9740E� 00 0.4528E� 00 0.4696E� 00

49 0.1107E� 01 0.2002E� 00 � 0.8003E� 00 � 0.7997E� 00 0.1199E� 01 0.1211E� 01

50 0.1334E� 01 0.5522E�01 � 0.4568E� 00 � 0.4581E� 00 0.1779E� 01 0.1771E� 01

51 0.1571E� 01 0.2689E�12 � 0.1037E�05 0.5510E�02 0.2000E� 01 0.2101E� 01



ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû àíàëè-

òè÷åñêîãî äèôôåðåíöèðîâà-

íèÿ � �i i� � sin ( )2 , � i �
� �cos ( ),2� i à â ïÿòîé è ñåäü-

ìîé êîëîíêàõ — ðåçóëüòàòû

àïïðîêñèìàöèè ïðîèçâîäíûõ

ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ

ôóíêöèè f n( ) cos ( )� 2 � ñ ïî-

ìîùüþ ôîðìóë (15) è (16) íà

îòðåçêå � � �
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�
�
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Ïðåäñòàâèì ñèñòåìó óðàâíå-

íèé (1)–(3) â âèäå âåêòîðíîãî òðåõìåðíîãî óðàâíåíèÿ
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(17)

è ñôîðìóëèðóåì äëÿ íåãî íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó êîíâåêòèâíîé äèôôóçèè

� � �( , , , ) ( , , )0 1 2 3 0 1 2 3x x x x x x ïðè ( , , )x x x1 2 3 �� ,

� � �( , , , )t x x x b1 2 3 ïðè ( , , )x x x1 2 3 �� ,

ãäå � � �� — ãðàíèöà îáëàñòè ðåøåíèÿ � ; �� �( , , , )t x x x1 2 3 — íåèçâåñòíàÿ

ôóíêöèÿ; F F t x x x� ( , , , )1 2 3 — èñòî÷íèê èëè ñòîê âåëè÷èíû �; � k �

� � k t x x x( , , , )1 2 3 — êîýôôèöèåíò êîíâåêöèè k-ãî êîîðäèíàòíîãî íàïðàâëåíèÿ;

� �k k t x x x� (( , , , )1 2 3 0 — êîýôôèöèåíò äèôôóçèè k-ãî êîîðäèíàòíîãî íàïðàâ-

ëåíèÿ.

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî � k � 0 äëÿ k �1 2 3, , .

Ïðîâåäåì ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííóþ äèñêðåòèçàöèþ â óðàâíåíèè (17) ñî-

ãëàñíî îäíîìåðíîé ñõåìå [1, 14, 15]. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ìàòðè÷-

íî-âåêòîðíîå óðàâíåíèå:
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� � � � �
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k
n

k
n nB A F

1

1

3
1

�
( ) , (18)

ãäå Ak , Bk — ìàòðè÷íûå îïåðàòîðû ÿâíîãî è íåÿâíîãî ñëîåâ k-ãî êîîðäèíàòíîãî

íàïðàâëåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî; � — øàã ïî âðåìåíè; n — èíäåêñ, óêàçûâàþùèé íà

ïðèíàäëåæíîñòü ôóíêöèè � âðåìåíè tn ; n�1 — èíäåêñ, óêàçûâàþùèé íà ïðèíàä-

ëåæíîñòü ôóíêöèè � âðåìåíè tn � �.

Òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (18) èìååò âèä
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Äëÿ âûðàæåíèÿ (19) èñïîëüçóåì ïðèáëèæåíèÿ
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Ðèñ. 1. Ðåçóëüòàòû àíàëèòè÷åñêîãî è ÷èñëåííîãî äèôôåðåí-

öèðîâàíèÿ � �f / � è � �2 2f / � ôóíêöèè f ( ) ( )� �� cos2
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Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì, ÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ O[ ]� ðåøåíèåì óðàâíå-

íèÿ (18) áóäåò
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� � � . (20)

Ïðåäëàãàåìîå àääèòèâíîå ðàñùåïëåíèå óðàâíåíèÿ (18) áóäåì èñêàòü â âèäå

� � � � � �� �
1

1
1

1
1 1

n n nI B I A F( ) [( ) ]� � � ,

� � � � � �� �
2

1
2

1
2 2

n n nI B I A F( ) [( ) ]� � � ,
(21)

� � � � � �� �
3

1
3

1
3 3

n n nI B I A F( ) [( ) ]� � � ,

� � � � � � � � � �� � � �n n n n n na a a b F b1
1 1

1
2 2

1
3 3

1
1 2 ,

ãäå a a a b1 2 3 1, , , , b2 — íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû, F F F Fn n n n� � �
1 2 3

.

Îïðåäåëèì êîýôôèöèåíòû a a a b1 2 3 1, , , , b2 òàê, ÷òîáû îáåñïå÷èòü òî÷íîñòü

ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (18) ïîðÿäêà �. Ïîäñòàâëÿÿ ïðèáëèæåíèÿ

� � � � � � ��
1

1
1 1 1

2n n nI A B F O( ) [ ]� � � � ,

� � � � � � ��
2

1
2 2 2

2n n nI A B F O( ) [ ]� � � � ,

� � � � � � ��
3

1
3 3 3

2n n nI A B F O( ) [ ]� � � �

â âûðàæåíèå (21) äëÿ � �n 1 è ñðàâíèâàÿ ñ (20), ïîëó÷àåì, ÷òî a a a1 2 3 1� � �

è b b1 20 2� � �, . Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäëàãàåìàÿ àääèòèâíàÿ ñõåìà ðàñùåïëåíèÿ

ïî êîîðäèíàòíûì íàïðàâëåíèÿì äëÿ (18) áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé îêîí÷àòåëü-

íûé âèä:

� � � � � �� �
1

1
1

1
1 1

n n nI B I A F( ) [( ) ]� � � ,

� � � � � �� �
2

1
2

1
2 2

n n nI B I A F( ) [( ) ]� � � ,
(22)

� � � � � �� �
3

1
3

1
3 3

n n nI B I A F( ) [( ) ]� � � ,

� � � �� �� � �� � � �n n n n n1
1

1
2

1
3

1 2 .

Àëãîðèòì ðàñùåïëåíèÿ (22) ïîçâîëÿåò ñäåëàòü ïåðåõîä íà ñëåäóþùèé âðå-

ìåííîé ñëîé â äâà ýòàïà. Ïåðâûé ýòàï — ðåøåíèå òðåõ îäíîòèïíûõ çàäà÷ ïî

êàæäîìó êîîðäèíàòíîìó íàïðàâëåíèþ. Ïðè÷åì ýòè ðåøåíèÿ ìîæíî âû÷èñëÿòü

ïàðàëëåëüíî â ñèëó èõ íåçàâèñèìîñòè ïî íà÷àëüíûì äàííûì. Ê òîìó æå êðàåâûå

óñëîâèÿ íå íóæíî àäàïòèðîâàòü äëÿ ðàñ÷åòà ïî êàêîìó-ëèáî êîîðäèíàòíîìó íà-

ïðàâëåíèþ. Âòîðîé ýòàï — ýòî ñóììèðîâàíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Òàêèì

îáðàçîì, ñâÿçàííûìè ïî íà÷àëüíûì äàííûì ÿâëÿþòñÿ òîëüêî ýòè äâà ýòàïà âíå

çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðíîñòè çàäà÷è.

Âîñïîëüçóåìñÿ íåñòàíäàðòíîé àáñîëþòíî óñòîé÷èâîé êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé

ñõåìîé ïîðÿäêà O h[ , ]� ðåøåíèÿ ïîäçàäà÷ [1, 14, 15], ïîëó÷åííûõ ðàñùåïëåíè-

åì (22). Ðàññìîòðèì îäíîìåðíîå óðàâíåíèå àäâåêöèè–äèôôóçèè
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t x x x
F� � , � � 0, 0 � �x l, t � 0, (23)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

� �( , ) ( )x x0 � , 0 � �x l, (24)
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è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå

� �( , ) ( )0 t t� , � �( , ) ( )l t t� , t � 0, (25)

ãäå �( , )x t , �( , )x t , �( )x , �( )t è �( )t — èçâåñòíûå ôóíêöèè, à ôóíêöèÿ �( , )x t

íåèçâåñòíàÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïàðàìåòðû çàäà÷è �( , )x t , �( , )x t , �( )x , �( )t è �( )t äîñòà-

òî÷íî ãëàäêè, à íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíû òàê, ÷òî çàäà-

÷à (23)–(25) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå �( , )x t .

Óðàâíåíèå ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà (23) âêëþ÷àåò ÷ëåíû, îïèñûâàþùèå òå æå

ôèçè÷åñêèå ïðîöåññû, ÷òî è ÷ëåíû, âõîäÿùèå â ñèñòåìó óðàâíåíèé ãèäðîìåõàíè-

êè (1)–(3), à èìåííî:

— íåñòàöèîíàðíûé ÷ëåí �� �/ t îïèñûâàåò ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ âåëè÷èíû �
âî âðåìåíè;

— êîíâåêòèâíûé ÷ëåí ��� �/ x îïèñûâàåò êîíâåêöèþ âåëè÷èíû �, îáóñëîâ-

ëåííóþ äâèæåíèåì îêðóæàþùåé ñðåäû ñî ñêîðîñòüþ � ;

— äèôôóçèîííûé (èëè äèññèïàòèâíûé) ÷ëåí � �� � �( / ) /� x x îïèñûâàåò ôè-

çè÷åñêóþ äèôôóçèþ âåëè÷èíû � â îêðóæàþùåé ñðåäå âäîëü îñè x .

Ðàçäåëèì ïðîñòðàíñòâåííûé èíòåðâàë [ , ]0 l çàäà÷è íà J ðàâíûõ ÷àñòåé ñ òî÷-

êàìè äåëåíèÿ x x x xJ J0 1 1! ! ! !�� è îáîçíà÷èì h j äëèíó j-ãî îòðåçêà. Êðîìå

òîãî, ðàçäåëèì [ , ]0 T íà N ðàâíûõ ÷àñòåé òî÷êàìè t nTNn � �1, n N� 0 1, , ,� ,

ñ øàãîì ïî âðåìåíè �. Îïðåäåëèì ñåòêó � � � �{ }( , ); , , , ; , , ,x t j J n Nj
n 0 1 0 1� �

è îáîçíà÷èì � j
n àïïðîêñèìàöèþ �( , )x tj

n .

Â [1, 14, 15] ïðåäëîæåíà ðàçíîñòíàÿ ñõåìà äëÿ îäíîìåðíîé çàäà÷è êîíâåê-

òèâíîé äèôôóçèè (23)–(25) â ñëåäóþùåì âèäå:

— äëÿ � � 0

� ��
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h

h
h

1

1
1

1
1

1

�

�
�

�

�

�

�
�

�

�

�
�
�

1

1h j

�
�

�
� ��

� �
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�
�

�

�

�
�
� �

1

1

0
h

F
j

j
n , (26)

j J n N� �0 1 0 1, , , , , , ,� � , � � �j jx j J0 0 1�( ), , , ,� ,

� � � � �
0

0 1n n
J
n nt t n N� �( ), ( ), , , ,� ;

— äëÿ �! 0

� ��
�

�

� ��
�

� ���
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�

�
� �

�j
n

j
n

j
n

j j
j

j
n

j
n

j
j

j
n

j

h h
h

h
h

1

1
1

1
1 1

�

� 1

1

n

jh �

�

�

�
�

�

�

�
�
�

�
�

�
� ��

� �
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�
�
� � , (26à)

j J J n N� � � �1 2 2 1 0 1, , , , , , , ,� � ,

� � �j jx j J0 0 1�( ), , , ,� , � � � � �
0

0 1n n
J
n nt t n N� �( ), ( ), , , ,� .

Êàê ñëåäóåò èç (26) è (26à), â îáåèõ ñõåìàõ íà ( )n�1 -ì âðåìåíí�ì ñëîå ðàç-

íîñòè íàïðàâëåíû â òó ñòîðîíó, îòêóäà îñóùåñòâëÿåòñÿ êîíâåêöèÿ ê òî÷êå x j .
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Îáû÷íî ïîäîáíûå ðàçíîñòè íàçûâàþòñÿ ðàçíîñòÿìè, íàïðàâëåííûìè ïðîòèâ ïî-

òîêà (upstream differences). Òàêèì îáðàçîì, â ñõåìå (26), (26à) îäíîñòîðîííÿÿ ðàç-

íîñòü íà ( )n�1 -ì âðåìåíí�ì ñëîå âñåãäà âûáèðàåòñÿ ïðîòèâ ïîòîêà, ò.å. â íàïðàâ-

ëåíèè ââåðõ ïî òå÷åíèþ îò òî÷êè, â êîòîðîé âû÷èñëÿåòñÿ �� �/ t . Âñëåäñòâèå

ýòîãî âîçìóùåíèå íå ìîæåò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ â íàïðàâëåíèè, ïðîòèâîïîëîæíîì

ôèçè÷åñêîé êîíâåêöèè. Ñëåäîâàòåëüíî, íèêàêèå ïàðàçèòíûå âîëíû íå äîëæíû

èñêàæàòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ.

ÒÅÑÒÎÂÀß ÇÀÄÀ×À

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ óñòàíîâèâøåãîñÿ òóðáóëåíòíîãî òå÷åíèÿ â ïëîñ-

êîì ïðÿìîëèíåéíîì êàíàëå äëèíû � ñ ïðÿìîóãîëüíûì ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì, âû-

ñîòà êîòîðîãî 2h, à øèðèíà 2s. Íà÷àëî êîîðäèíàò ïîìåñòèì íà âõîäå êàíàëà íà

îñè ñèììåòðèè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ (ðèñ. 2).

Èç ïðîñòûõ ðàññóæäåíèé ìîæíî ñäåëàòü íåêîòîðûå ñóùåñòâåííûå âûâîäû

î ôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ âîçäóøíîãî ïîòîêà â ïðÿìîóãîëüíîì êàíàëå, íå ïðîâîäÿ

èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé (1)–(3). Ïðèìåì, ÷òî íà âõîäå â êàíàë âñëåäñòâèå ìà-

ëîé âÿçêîñòè êàðòèíà ëèíèé òîêà è ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòåé èìåþò òàêîé æå âèä,

êàê è ïðè ïîòåíöèàëüíîì òå÷åíèè æèäêîñòè áåç òðåíèÿ. Åñëè ñîâìåñòèòü îñü x

ñ íàïðàâëåíèåì ñêîðîñòè V íàáåãàþùåãî ïîòîêà, îñü y íàïðàâèòü ïîïåðåê êàíàëà

(ïåðïåíäèêóëÿðíî ê ñòåíêàì) â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè, à îñü z — ïåðïåíäèêó-

ëÿðíî ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè, òî ïðîäîëüíàÿ ñêîðîñòü u áóäåò ñòðåìèòüñÿ

ê çíà÷åíèþ ñêîðîñòèV x t( , ) âõîäíîãî ïîòîêà âîçäóõà, à ïîïåðå÷íàÿ � è âåðòèêàëü-

íàÿ w ñêîðîñòè áóäóò ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ. Ïîýòîìó íà ãîðèçîíòàëüíûõ ïîâåðõíîñ-

òÿõ � � �h z h ñèñòåìà óðàâíåíèé (2) âûðîæäàåòñÿ â óðàâíåíèå

�

�
�

�

�
� �

�

�
�V

t
V

V

x
e

p

x

� .

Ïðè ñòàöèîíàðíîì òå÷åíèè� � �V t/ 0 äàâëåíèå p ñòàíîâèòñÿ ôóíêöèåé òîëüêî x :

V
V

x
e

p

x

�

�
� �

�

�
�� .

Ïóñòü âíóòðè êàíàëà äâèæåíèå âîçäóõà òóðáóëåíòíîå. Òîãäà íà âåäóùèé ïî-

òîê íàëàãàåòñÿ íåïðàâèëüíîå íåóïîðÿäî÷åííîå âèõðåâîå (ïóëüñàöèîííîå) äâèæå-

íèå, â ðåçóëüòàòå ÷åãî âîçíèêàåò ïåðåìåøèâàíèå îòäåëüíûõ ìàññ âîçäóøíîãî ïî-

òîêà. Ýòî ïåðåìåøèâàíèå âûçûâàåò èíòåíñèôèêàöèþ îáìåíà â âîçäóøíîì ïîòî-

êå íå òîëüêî èìïóëüñàìè, íî è òåïëîì, è ïðèìåñÿìè, è ñëåäîâàòåëüíî,

îáóñëîâëèâàåò íåîáõîäèìîñòü ó÷åòà çàêîíîìåðíîñòåé ðàçâèòîãî òóðáóëåíòíîãî

äâèæåíèÿ â ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ìîäåëÿõ.

Îñíîâíîé îñîáåííîñòüþ òóðáóëåíòíîñòè «ñäâèãîâûõ» òå÷åíèé, êîòîðàÿ

ó÷èòûâàåòñÿ ìîäåëüþ (12) è (13), ÿâëÿåòñÿ íåîäíîðîäíîñòü òóðáóëåíòíûõ äâèæå-

íèé ïî îñÿì êîîðäèíàò. Ïîýòîìó ðàññìàòðèâà-

åìàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ õîðîøèì òåñòîì äëÿ ïðî-

âåðêè âîçìîæíîñòåé ìîäåëè (13) äëÿ êîððåê-

òíîãî ðàñ÷åòà òðåõìåðíîãî òóðáóëåíòíîãî

òå÷åíèÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè.

Íà äàííîì ýòàïå ïðèìåì íåêîòîðûå äîïó-

ùåíèÿ, ïðåäïîëàãàÿ âîçìîæíîñòü èõ èñêëþ÷å-

íèÿ â äàëüíåéøåì: æèäêîñòü íåñæèìàåìàÿ;

äèññèïàöèÿ ýíåðãèè ïðåíåáðåæèìî ìàëà; îò-

ñóòñòâèå îáúåìíûõ ñèë, âíóòðåííèõ òåïëîâû-

äåëåíèé T x y z( , , ) � const , ïîñòîðîííèõ ïðèìå-

ñåé è ôàçîâûõ ïðåîáðàçîâàíèé âëàãè â ïîòîêå,
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Ðèñ. 2. Ïðÿìîëèíåéíûé êàíàë ñ ïðÿ-
ìîóãîëüíûì ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì
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à òàêæå ïîïåðå÷íûõ ê íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ ïîòîêà êîìïîíåíò äàâëåíèÿ

� � � � � �p y p z/ / 0. Ýòè äîïóùåíèÿ ïðèâîäÿò ê ñóùåñòâåííîìó óïðîùåíèþ ñèñòå-

ìû óðàâíåíèé (1)–(3), â ðåçóëüòàòå ÷åãî îíà ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

— óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè
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— óðàâíåíèé äâèæåíèÿ
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� � �ln ( ),� �p R T . (29)

Ïóñòü â ñå÷åíèè x � 0 ïðè äàâëåíèè p0 ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòåé ïî ïîïåðå÷-

íîìó ñå÷åíèþ èìååò ðàâíîìåðíûé âèä òàêîé æå, êàê ïðè ïîòåíöèàëüíîì òå÷åíèè

æèäêîñòè áåç òðåíèÿ, ò.å. V( , , , )t x y z V� �const 0 .

Ãðàíè÷íûì óñëîâèåì äàííîé òðåõìåðíîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ïðèëèïàíèå æèä-

êîñòè ê ñòåíêàì êàíàëà

V( , , )x y z � 0 ïðè ( , )y z ��� , (30)

ãäå �� — ãðàíèöà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè îáëàñòè � r � � �[ , ]r 0
�

.

×èñëåííîå ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è (27)–(29) îñóùåñòâëÿëîñü íà îñíîâå

ðàçíîñòíîé ñõåìû (26), (26à), â êîòîðîé øàã ïî âðåìåíè � — èòåðàöèîííû ïàðàìåòð.

×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ïîêàçàë, ÷òî äàëüøå îò âõîäà â íà÷àëüíîì ó÷àñòêå

êàíàëà ïðîôèëü ñêîðîñòåé ïîä âîçäåéñòâèåì ñèë òðåíèÿ ïîñòåïåííî âûòÿãèâàåò-

ñÿ. Ïðè ýòîì ðàçâèòèå òóðáóëåíòíîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ïðîèñõîäèò â îñíîâíîì

ïóòåì óâåëè÷åíèÿ åãî òîëùèíû ïðè íåçíà÷èòåëüíîì èçìåíåíèè ãðàäèåíòîâ ñêî-

ðîñòè (ðèñ. 3).

Íà íåêîòîðîì ðàññòîÿíèè îò âõîäà ïðîôèëü ïðèíèìàåò ñâîþ îêîí÷àòåëüíóþ

â äàëüíåéøåì íå èçìåíÿåìóþ ôîðìó (ðèñ. 4). Ïðè òóðáóëåíòíîì òå÷åíèè äëèíà íà-

÷àëüíîãî ó÷àñòêà ñîñòàâëÿåò,

êàê ïîäòâåðæäàþò èçìåðå-

íèÿ â [16], îò 25 äî 40 ãèä-

ðàâëè÷åñêèõ äèàìåòðîâ

d F Ph � 4 / , ãäå F — ïëî-

ùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ

êàíàëà, P — ñìî÷åííûé ïå-

ðèìåòð ïîïåðå÷íîãî ñå÷å-

íèÿ.

Ñîïîñòàâëåíèå ðàñ÷åò-

íîãî ïðîôèëÿ ñ îïûòíûìè

äàííûìè [17] ïðè çíà÷åíèè

k � 0 36. ïðèâåäåíî íà ðèñ. 5.
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Ðèñ. 3. Ïðîôèëè ñêîðîñòè âáëèçè ñòåíêè â íà÷àëüíîì ó÷àñòêå
êàíàëà: êðèâàÿ 1 äëÿ x dh/ � 0; 2 — x dh/ � 20; 3 —
x dh/ � 30; 4 — x dh/ � 50; 5 — x dh/ � 100; 6 — x dh/ �100

z h/

u u/ max

1 2
3

4
5

6



×èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è

(27)–(30), â êîòîðîé çàìûêàíèå îñóùå-

ñòâëÿëîñü ñ ïîìîùüþ ìîäåëè òóðáó-

ëåíòíîñòè (13), ïîçâîëèëî ïîëó÷èòü

îñðåäíåííûé ïðîôèëü ñêîðîñòè â âÿç-

êîì ïîäñëîå, ñîïîñòàâëÿåìûé ñ äàí-

íûìè èç [18] è [19] (ðèñ. 6).

Çà íà÷àëüíûì ó÷àñòêîì ïîëå ñêî-

ðîñòè ïîñòóïàòåëüíîãî âäîëü 0x òå÷å-

íèÿ ñòàíîâèòñÿ äâóìåðíûì V y z( , ), íå

èçìåíÿþùèìñÿ âäîëü 0x ñ êîìïîíåíòà-

ìè âðàùåíèÿ rot xV � 0, rot y u zV �� �/ ,

rot z u yV � �� �/ . Èññëåäóåì ðîëü óãëî-

âûõ òî÷åê â ïëîñêîñòè ñå÷åíèÿ
� r s y s h z h� � � � � � � � �[ , ] íà ðàñ-

ïðåäåëåíèå àáñîëþòíîé âåëè÷èíû

âåêòîðà çàâèõðåííîñòè

| | ( )rot rotV V�
�

�
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Ðèñ. 4. Óñòàíîâèâøååñÿ ðàñïðåäåëåíèå ïðîäîëü-
íîé ñêîðîñòè â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè êàíàëà

u u/ max

y s/

Ðèñ. 5. Ïðîôèëü â ôîðìå çàêîíà èçáûòî÷íîé ñêî-
ðîñòè, ) — ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå èç [17]

lg
z

dh

( ) /maxu u� *�

Ðèñ. 6. Ñîïîñòàâëåíèå ïðîôèëÿ ñêîðîñòè â âÿç-

êîì ïîäñëîå ñ äàííûìè èçìåðåíèé: êðèâàÿ 1 —

ëàìèíàðíîå òå÷åíèå; 2 — ïåðåõîä ëàìèíàðíîé

ôîðìû òå÷åíèÿ â òóðáóëåíòíóþ; 3 — ðàñ÷åòíûé

ïðîôèëü; 4 — äàííûå èç [19], 5 — äàííûå èç [18]

2

1 3

5

4

lg
�

�

* z

u / �*

Ðèñ. 7. Âåêòîðíûå ïîëÿ ïîïåðå÷íûõ êîìïîíåíò ñêîðîñòè â êàíàëå êâàäðàòíîãî ñå÷åíèÿ

x � 1.75 x � 2



Ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ

òóðáóëåíòíûõ òå÷åíèé â ïðÿìîóãîëü-

íîì êàíàëå [20–22] ñâèäåòåëüñòâóþò

î òîì, ÷òî óãëîâûå òî÷êè âûçûâàþò

ñëàáûå âòîðè÷íûå òå÷åíèÿ. Â ðàáî-

òàõ [23–26] îñîáîå âíèìàíèå îáðàùåíî

íà âòîðè÷íûå äâèæåíèÿ æèäêîñòè

â ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè. Îáíàðóæå-

íî, ÷òî èçîëèíèè ïðîäîëüíîé ñêîðîñòè

òóðáóëåíòíîãî ïîòîêà â ïîïåðå÷íîì

ñå÷åíèè ïðÿìîóãîëüíîãî êàíàëà îòëè-

÷àëèñü îò îâàëüíîé ôîðìû, áûëè äå-

ôîðìèðîâàííûìè è âûòÿíóòûìè

ê óãëîâûì òî÷êàì. Íàáëþäàëîñü ñëà-

áîå äâèæåíèå æèäêîñòè ïî áèññåêòðèñàì ê ñòåíêå (ðèñ. 7).

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (27)–(30) ñ ïîìîùüþ ðàçíîñòíîé ñõå-

ìû (26), (26à), ïðèâåäåííûå íà ðèñ. 8, ïîêàçûâàþò, ÷òî, êàê è â ðàáîòå [27], èçîëè-

íèè àáñîëþòíîé âåëè÷èíû âåêòîðà çàâèõðåííîñòè îâàëüíîé ôîðìû ðàçäâèãàþòñÿ

âîçìóùåíèÿìè, èñõîäÿùèìè èç óãëîâûõ òî÷åê. Èçìåíåíèå êîíôèãóðàöèè ïîëÿ

èçîëèíèé ïðîèñõîäèò íà óäàëåíèè ïðèáëèçèòåëüíî 0.40 îò âåðòèêàëüíûõ ñòåíîê.

ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈÅ ÀÒÌÎÑÔÅÐÛ È ÃÎÐÎÄÑÊÎÃÎ ËÀÍÄØÀÔÒÀ

Óñêîðåíèå ïðîöåññîâ óðáàíèçàöèè è, êàê ñëåäñòâèå, èíòåíñèâíûé ðîñò ãîðî-

äîâ è ãîðîäñêèõ àãëîìåðàöèé îáóñëîâëèâàåò èçìåíåíèÿ âî âçàèìîäåéñòâèè àò-

ìîñôåðû è çåìíîé ïîâåðõíîñòè. Åñòåñòâåííî-ïðèðîäíûé ëàíäøàôò çàìåíÿåòñÿ

àíòðîïîãåííûì è ãîðîäñêèì ëàíäøàôòàìè, êîòîðûå âåñüìà çàìåòíî âëèÿþò íà

èçìåíåíèå òåïëîâîãî è âëàæíîãî áàëàíñà íà ïîäñòèëàþùåé ïîâåðõíîñòè. Îíè õà-

ðàêòåðèçóþòñÿ ñëîæíûì âçàèìîñâÿçàííûì ñî÷åòàíèåì ïðèðîäíûõ è èñêóññòâåí-

íûõ êîìïîíåíòîâ, çíà÷èòåëüíî èçìåíÿÿ àëüáåäî è øåðîõîâàòîñòü ïîäñòèëàþùåé

ïîâåðõíîñòè. Ýòî æèëûå, îáùåñòâåííûå è ïðîèçâîäñòâåííûå çäàíèÿ, õîçÿé-

ñòâåííûå, èíæåíåðíûå, òðàíñïîðòíûå, ýíåðãåòè÷åñêèå ñîîðóæåíèÿ, âñå ýëåìåí-

òû áëàãîóñòðîéñòâà íà óëèöàõ è ïëîùàäÿõ, âî äâîðàõ, ñàäàõ, ïàðêàõ è ò.ä.

Ãëàâíîé îñîáåííîñòüþ ãîðîäñêîé çàñòðîéêè ÿâëÿåòñÿ óäëèíåííîñòü óëèö

ñ õàðàêòåðíûìè êîìïîçèöèîííûìè îáúåäèíåíèÿìè ãðóïï çäàíèé ðàçëè÷íîé

ýòàæíîñòè è ïðîòÿæåííîñòè, ÿâëÿþùèõñÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, ôðàãìåíòàìè áîëåå

ñëîæíûõ êîìïîíîâîê çàñòðîéêè. Íàëè÷èå ïðîìåæóòêîâ ìåæäó çäàíèÿìè, ïàðàä-

íûõ ïîäúåçäîâ, áàëêîíîâ, çåëåííûõ íàñàæäåíèé è àâòîìîáèëüíîãî òðàíñïîðòà

îáóñëîâëèâàåò âíóòðè óëèöû âîçíèêíîâåíèå âèõðåâûõ, ñòðóéíûõ è äðóãèõ áîëåå

ñëîæíûõ ïîòîêîâ âîçäóõà [28].

Èçó÷àòü âçàèìîäåéñòâèå àòìîñôåðû è ãîðîäñêîãî ëàíäøàôòà êàê ñâåðõñëîæ-

íîé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç ìíîãî÷èñëåííûõ êîìïîíåíòîâ, ìîæíî â òîì ñëó÷àå,

åñëè ñëîæíóþ ñèñòåìó ðàçáèòü íà ðÿä áîëåå ïðîñòûõ ñòðóêòóð è âûäåëèòü

íàèáîëåå óíèâåðñàëüíûå èõ ñâîéñòâà.

ÖÈÐÊÓËßÖÈß ÀÒÌÎÑÔÅÐÍÎÃÎ ÂÎÇÄÓÕÀ ÂÍÓÒÐÈ ÃÎÐÎÄÑÊÎÉ ÇÀÑÒÐÎÉÊÈ

Èñïîëüçóåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (1)–(3) äëÿ èçó÷åíèÿ âëèÿíèÿ ãîðîäñêîé çà-

ñòðîéêè íà ôîðìèðîâàíèå àòìîñôåðíûõ ïðîöåññîâ íà ïðèìåðå ôðàãìåíòà æè-

ëîãî êâàðòàëà. Â îáëàñòè ðåøåíèÿ � r � � �[ , ]r 0
�

ìåçîìàñøòàáíîé çàäà÷è ïðè-

ìåì óñëîâèå ãèäðîñòàòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè è ãîðèçîíòàëüíîé îäíîðîäíîñòè

ìåòåîðîëîãè÷åñêèõ ïîëåé â ñâîáîäíîé àòìîñôåðå, ò.å. âûøå ïîãðàíè÷íîãî

ñëîÿ. Îñíîâíûìè ôàêòîðàìè, âëèÿþùèìè íà âçàèìîäåéñòâèå àòìîñôåðû è

ïîäñòèëàþùåé ïîâåðõíîñòè, ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå:
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Ðèñ. 8. Èçîëèíèè ìîäóëÿ çàâèõðåííîñòè â ïðÿ-
ìîóãîëüíîé òðóáå ñ ãëàäêèìè ñòåíêàìè â ïîïå-
ðå÷íîì ñå÷åíèè êàíàëà.



— òóðáóëåíòíûé îáìåí èìïóëüñîì è òåïëîì;

— âûíóæäåííûå êîíâåêòèâíûå äâèæåíèÿ, ãåíåðèðóåìûå ãîðèçîíòàëüíûì

äâèæåíèåì âîçäóõà íàä íåîäíîðîäíûì ðåëüåôîì ïîäñòèëàþùåé ïîâåðõíîñòè;

— ñâîáîäíûå êîíâåêòèâíûå äâèæåíèÿ, îáóñëîâëåííûå ïîäúåìíîé ñèëîé

Àðõèìåäà ïðè òåðìè÷åñêîé íåîäíîðîäíîñòè ïîäñòèëàþùåé ïîâåðõíîñòè.

Èññëåäîâàíèÿ íà ìîäåëÿõ óëè÷íûõ êàíüîíîâ ïîçâîëÿþò óñòàíîâèòü çàêîíî-

ìåðíîñòè òðàíñôîðìàöèè âîçäóøíîãî ïîòîêà ïî íàïðàâëåíèþ è ñêîðîñòè, âûÿ-

âèòü âëèÿíèå ïëîòíîñòè çàñòðîéêè íà ôîðìèðîâàíèå ðåæèìà ïðîâåòðèâàíèÿ ãî-

ðîäñêèõ óëèö ðàçëè÷íîé øèðèíû. Êîìïîíîâêà ðàçìåùåíèé çäàíèé èìååò çíà÷å-

íèå äëÿ âîçìîæíîñòè ðåãóëèðîâàíèÿ àýðàöèîííîãî ðåæèìà óëèö â öåëÿõ

ïðåäóïðåæäåíèÿ èõ çàãàçîâàííîñòè, çàùèòû òåððèòîðèè æèëîé çàñòðîéêè îò õî-

ëîäíûõ ñèëüíûõ âåòðîâ (áîëåå 5 ì/ñ) èëè ñîõðàíåíèÿ èñõîäíûõ ñêîðîñòåé âåòðà

ïðè íåäîñòàòî÷íîì åñòåñòâåííîì ïðîâåòðèâàíèè (äî 3 ì/ñ è øòèëå).

Êàê ïîêàçûâàåò ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò, êàðòèíà òå÷åíèÿ âîçäóøíûõ ìàññ

âäîëü êàíüîíà ñèëüíî çàâèñèò îò åãî ñòðóêòóðû, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ âíèç ïî ïîòîêó,

íàëè÷èÿ çåëåííûõ íàñàæäåíèé è òðàíñïîðòà. Åñëè êàíüîí îáðàçóåò îäíà ïàðà ïàðàë-

ëåëüíûõ äëèííûõ çäàíèé è íå èìååòñÿ àâòîìîáèëüíîãî òðàíñïîðòà è çåëåííûõ íà-

ñàæäåíèé («èäåàëüíûé» êàíüîí), òî ïðîôèëü ñâîáîäíîãî íàáåãàþùåãî ïîòîêà, ïîä-

÷èíÿÿñü êëàññè÷åñêèì çàêîíàì ãèäðîäèíàìèêè, íà íåêîòîðîì ðàññòîÿíèè îò âõîäà

ïðèíèìàåò ñâîþ îêîí÷àòåëüíóþ, â äàëüíåéøåì íå èçìåíÿåìóþ ôîðìó òóðáóëåíòíî-

ãî ïðîôèëÿ.

Åñëè óëè÷íûé êàíüîí îáðàçóåò ñîâîêóïíîñòü ïàð ïàðàëëåëüíûõ çäàíèé

ñ ïðîìåæóòêàìè ìåæäó íèìè, òî âíèç ïî ïîòîêó îáðàçóþòñÿ ðåöèðêóëÿöèîííûå

îáëàñòè âíóòðè ïðîìåæóòêîâ, îáðàçîâàííûõ òîðöàìè çäàíèé. Õàðàêòåð òå÷åíèÿ

âîçäóøíûõ ìàññ â ïðîìåæóòêàõ ìåæäó çäàíèÿìè èìååò áîëåå ñëîæíóþ ñòðóêòó-

ðó, ÷åì â «èäåàëüíîì» êàíüîíå. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ñ êàíüîíàìè, èìåþùè-

ìè ïðîìåæóòêè ìåæäó çäàíèÿìè, ïîêàçàëè, ÷òî ðåæèìû òå÷åíèÿ (ðåöèðêóëÿöèè

è ñêâîçíûå ïîòîêè ïîïåðåê îñè êàíüîíà) ñèëüíî çàâèñÿò îò íàïðàâëåíèÿ ôîíîâî-

ãî âåòðà íà óðîâíå êðûø. Â ïðîìåæóòêàõ ìåæäó çäàíèÿìè, ãäå îáðàçóþòñÿ ñêâîç-

íûå ïîòîêè ïîïåðåê êàíüîíà, ñòðóêòóðà ïîòîêà ñëîæíåå, à èíòåíñèâíîñòü òóðáó-

ëåíòíîñòè âûøå, ÷åì íåïîñðåäñòâåííî â êàíüîíå. ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû ïîêàçû-

âàþò, ÷òî äàæå ìàëûå èçìåíåíèÿ íàïðàâëåíèÿ ôîíîâîãî âåòðà ìîãóò âûçâàòü

çíà÷èòåëüíûå èçìåíåíèÿ â íàïðàâëåíèè ñðåäíåãî ïîëÿ òå÷åíèÿ âîçäóøíûõ ìàññ

è èíòåíñèâíîñòè òóðáóëåíòíîñòè âíóòðè êàíüîíà.

Ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà ïîòîê â êàíüîíå îêàçûâàþò óñëîâèÿ ñòðàòèôèêà-

öèè àòìîñôåðû. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäîâàëèñü õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè òå-

÷åíèÿ âîçäóøíûõ ìàññ äëÿ óñòîé÷èâîé ( )Ri� 0 è íåóñòîé÷èâîé ( )Ri! 0 àòìîñôå-

ðû äëÿ èäåàëèçèðîâàííîé ìîäåëè ãîðîäñêîé óëèöû, îáðàçîâàííîé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòüþ ïàð ïàðàëëåëüíûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ îäèíàêîâîãî ðàçìåðà. Ïàðàìåòð

Ri îïðåäåëÿëñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ:
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ãäå h — âûñîòà óëè÷íîãî êàíüîíà; g — óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ; Th , Vh —

ñîîòâåòñòâåííî òåìïåðàòóðà è ñêîðîñòü íà âûñîòå êðûøè êàíüîíà; Tb — òåìïåðà-

òóðà íà äíå êàíüîíà; T+ — òåìïåðàòóðà îêðóæàþùåãî âîçäóõà.

Èíòåíñèâíîñòü ðåöèðêóëÿöèé â ìîäåëüíûõ óëè÷íûõ êàíüîíàõ ñëàáåå â óñëî-

âèÿõ óñòîé÷èâîé àòìîñôåðû è ñèëüíåå â íåóñòîé÷èâîé. Óñòîé÷èâàÿ ñòðàòèôèêà-

öèÿ àòìîñôåðû ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî òå÷åíèå âîçäóøíûõ ìàññ â óëè÷íîì êàíüî-

íå íèæå ïî ïîòîêó îñëàáåâàåò âñëåäñòâèå ïëàâó÷åñòè, ÷òî â ñâîþ î÷åðåäü ïðèâî-

äèò ê îáðàçîâàíèþ åùå áîëåå óñòîé÷èâîé ñòðàòèôèöèðîâàííîé àòìîñôåðû.

È êàê ðåçóëüòàò, êîãäà óñòîé÷èâîñòü àòìîñôåðû äîñòèãàåò îïðåäåëåííîãî óðîâíÿ
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(ïðèáëèçèòåëüíî â èíòåðâàëå

Ri � 0.4–0.8), ñêîðîñòü âåòðà

â óëè÷íîì êàíüîíå ïàäàåò ïðàê-

òè÷åñêè äî íóëÿ. Îäíàêî â íå-

óñòîé÷èâî ñòðàòèôèöèðîâàííîé

àòìîñôåðå ñóùåñòâóåò î÷åíü èí-

òåíñèâíîå ïåðåìåøèâàíèå

â óëè÷íûõ êàíüîíàõ, ïðèâîäÿùåå

ê ìàëîìó ðîñòó è èçìåíåíèþ

âåðòèêàëüíîãî ãðàäèåíòà òåìïå-

ðàòóð, à ñëåäîâàòåëüíî, óâåëè÷å-

íèþ íåóñòîé÷èâîñòè àòìîñôåðû.

×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ïî-

êàçûâàåò, ÷òî ïðè ïîïåðå÷íîì âåòðå, äóþùåì ñëåâà íàïðàâî, è êîãäà íåò áîëüøèõ

ïðîìåæóòêîâ ìåæäó çäàíèÿìè âíóòðè êàíüîíà óëèöû îáðàçóåòñÿ âðàùàþùèéñÿ ïî

÷àñîâîé ñòðåëêå âèõðåâîé ïîòîê. Ïðè óâåëè÷åíèè ñêîðîñòè âåòðà óãëîâàÿ ñêîðîñòü

âèõðåâîãî ïîòîêà íàðàñòàåò è, íàêîíåö, ïðè ñêîðîñòè âåòðà 10 ì/ñ â óãëó ìåæäó

äíîì êàíüîíà è ïîäâåòðåííîé ñòåíîé íàâåòðåííîãî çäàíèÿ îáðàçóåòñÿ âèõðü ìàëî-

ãî ðàçìåðà (ðèñ. 9). Ýòè ðåçóëüòàòû ñîãëàñóþòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè ðåçóëüòà-

òàìè, ïîëó÷åííûìè â [28].

Íå ìåíåå âàæíîé çàäà÷åé èññëåäîâàíèÿ, îñîáåííî â øòèëåâûõ óñëîâèÿõ, ÿâ-

ëÿåòñÿ îöåíêà âëèÿíèÿ íà àýðîäèíàìèêó óëè÷íûõ êàíüîíîâ íàãðåòûõ ñîëíå÷íîé

ðàäèàöèåé ñòåí çäàíèé, êîòîðîå ìîæåò áûòü î÷åíü çíà÷èòåëüíûì â ñëó÷àå ïðåîá-

ëàäàíèÿ òåðìè÷åñêèõ ýôôåêòîâ. Ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîêàçàíî,

÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ Gr Re/ 2 1�� (Gr � gL T3 2� �� / ) âëèÿíèå ïëàâó-

÷åñòè áûâàåò íàñòîëüêî âåëèêî, ÷òî îñíîâíàÿ ðåöèðêóëÿöèÿ â êàíüîíå ðàçáèâàåò-

ñÿ íà äâå èëè ïîëíîñòüþ ðàçðóøàåòñÿ, è ñëåäîâàòåëüíî, çíà÷èòåëüíî èçìåíÿåòñÿ

êàðòèíà âèõðåâûõ îáðàçîâàíèé (ðèñ. 10). Ýòîò ôàêò ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè,

ïîëó÷åííûìè â [29, 30].

Äëÿ àíàëèçà âëèÿíèÿ ïàðàìåòðîâ ïîïåðå÷íîãî ïðîôèëÿ óëèö è ïðèåìîâ êîì-

ïîíîâêè çäàíèé íà äåôîðìàöèþ âîçäóøíîãî ïîòîêà ìîäåëèðîâàëèñü ôóíêöèî-

íàëüíûå çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè âåòðà ïî äëèíå ìàãèñòðàëè îò åå øèðèíû è ïëîò-

íîñòè çàñòðîéêè. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðîñëåäèòü, ïðè êàêèõ ïëàíèðîâî÷íûõ óñëîâèÿõ

âèõðåâûå çîíû, îáðàçîâàííûå òîðöàìè îòäåëüíûõ çäàíèé, îáúåäèíÿþòñÿ â åäèíóþ

îáëàñòü çàìêíóòîé öèðêóëÿöèè âîçäóøíûõ ìàññ, îõâàòûâàþùåé âñå óëè÷íîå ïðî-

ñòðàíñòâî, ïðîâîäèëñÿ ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò êðóïíîìàñøòàáíîãî ìîäåëèðîâà-

íèÿ ãîðîäñêîé çàñòðîéêè. Îí îñóùåñòâëÿëñÿ äëÿ èçó÷åíèÿ âëèÿíèÿ çàñòðîéêè çà-
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Ðèñ. 10. Èçîòàõè â óëè÷íîì êàíüîíå â óñëîâèÿõ ïîäî-
ãðåòîé íàâåòðåííîé ñòåíû

V � 1 ì/ñ, t � ,20 C

t � ,30 C

Ðèñ. 9. Ñòðóêòóðà òóðáóëåíòíîãî òå÷åíèÿ â êàíüîíå ïðè ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè âåòðà

uh � 1 ì/ñ uh � 2 ì/ñ uh � 3 ì/ñ uh � 4 ì/ñ uh � 12 ì/ñ

z

y



ìêíóòîãî òèïà íà àýðàöèþ äâîðîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Íàáåãàþùèé âîçäóøíûé ïî-

òîê ïðåäñòàâëÿë ñîáîþ ðàâíîìåðíîå âåêòîðíîå ïîëå. Â ðàññìàòðèâàåìîì òèïå

çàìêíóòîé çàñòðîéêè òîðöåâûå ñòåíû çäàíèé îáðàçóþò íàïðàâëÿþùèå äëÿ âõîäÿ-

ùåãî â óãëîâûå ïðîìåæóòêè ìåæäó çäàíèÿìè âîçäóøíîãî ïîòîêà. Ïðè ëþáîì óãëå

âåòðà ïî îòíîøåíèþ ê çàñòðîéêå îí íàïðàâëåí âîâíóòðü çàñòðîéêè. Èíòåíñèâíîñòü

âîçäóøíîãî ïîòîêà îïðåäåëÿåòñÿ ðàçìåðîì ïðîìåæóòêà ìåæäó çäàíèÿìè çàñòðîé-

êè. Â ÷èñëåííîì ýêñïåðèìåíòå ðàññìàòðèâàëàñü æèëàÿ çàñòðîéêà çàìêíóòîãî òèïà,

â êîòîðîé äëèíà çäàíèé L ïðèíèìàëàñü ðàâíîé 100 ì, øèðèíà 15 ì, ñêîðîñòü âåòðà

V �10 ì/ñ, ïðîìåæóòîê ìåæäó çäàíèÿìè 20 ì. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâà-

íèÿ âíóòðåííåãî ïðîñòðàíñòâà ïðè ñåâåðî-âîñòî÷íîì è âîñòî÷íîì âåòðå â âèäå

èçîòàõ ïîêàçàíû ðèñ. 11. Ñ íàâåòðåííîé ñòîðîíû â ðàçðûâàõ çàôèêñèðîâàíî óâåëè-

÷åíèå ñêîðîñòè âåòðà â 1.6 ðàçà.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ àýðîäèíàìèêè â ãîðîäñêîé çàñòðîéêå ðàçðàáîòàíà íåñòàöèî-

íàðíàÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ ìèêðîìàñøòàáíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, îñíîâàí-

íàÿ êàê íà èñïîëüçîâàíèè óñðåäíåííûõ ïî Ðåéíîëüäñó óðàâíåíèé ãèäðîäèíà-

ìèêè, òàê è íà ïðåäëîæåííîé âèõðåâîé ìîäåëè òóðáóëåíòíîñòè.

×èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ìèêðîìàñøòàáíîé ìîäåëè âûïîëíåíà

íà îñíîâå ïîêîîðäèíàòíîãî àääèòèâíîãî ðàñùåïëåíèÿ. Ñåòî÷íûå óðàâíåíèÿ ðåøåíû

ñ ïîìîùüþ íåÿâíîé àáñîëþòíî óñòîé÷èâîé ðàçíîñòíîé ñõåìû ïåðâîãî ïîðÿäêà àï-

ïðîêñèìàöèè ïî âðåìåíè è ïî êîîðäèíàòàì ñ ýôôåêòèâíîñòüþ ÿâíîé ñõåìû.

Òåñòèðîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè è ÷èñëåííîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ ïðîâå-

äåíû íà àíàëèòè÷åñêèõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ. Âûïîëíåíû âû÷èñëèòåëü-

íûå ýêñïåðèìåíòû íà çàäà÷àõ òóðáóëåíòíîãî òå÷åíèÿ â ïðÿìîóãîëüíîì êàíàëå,

ïðîäîëüíûõ è ïîïåðå÷íûõ êàíüîíàõ ãîðîäñêèõ óëèö. Íà îñíîâàíèè ðåçóëüòàòîâ

ñðàâíèòåëüíîãî àíàëèçà ñäåëàí âûâîä îá àäåêâàòíîñòè ïðåäëîæåííîé ìîäåëè

èññëåäóåìûì ôèçè÷åñêèì ïðîöåññàì.

Èçó÷åíî âëèÿíèå ãåîìåòðè÷åñêèõ ðàçìåðîâ êîìïîçèöèîííîãî îáúåäèíåíèÿ

ãðóïï ãîðîäñêèõ çäàíèé è ìåòåîðîëîãè÷åñêèõ ôàêòîðîâ íà èçìåíåíèå ñêîðîñòè è

íàïðàâëåíèÿ âîçäóøíûõ ïîòîêîâ â óëè÷íûõ êàíüîíàõ, ÷òî, íåñîìíåííî, ïðåä-

ñòàâëÿåò èíòåðåñ îòíîñèòåëüíî àýðàöèîííîãî ðåæèìà óëèö è ïðîöåññîâ, ñâÿçàí-

íûõ ñ òóðáóëåíòíûì ðàññåèâàíèåì.

Îòìåòèì, ÷òî ïî ðåçóëüòàòàì àïðîáàöèè ïðåäëîæåííîé âèõðåâîé ìîäåëè òóð-

áóëåíòíîñòè óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè èññëåäîâàíèè ñëîæíûõ òå÷åíèé âîçäóøíûõ ìàññ

â óëè÷íûõ êàíüîíàõ ñ çåëåííûìè íàñàæäåíèÿìè è äâèæóùèìñÿ àâòîòðàíñïîðòîì

íåîáõîäèìû äîïîëíèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå è òåîðåòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ.
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Ðèñ. 11. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ âîçäóøíîé öèðêóëÿöèè â çàñòðîéêå çàìêíóòîãî
òèïà ïðè ñåâåðî-âîñòî÷íîì (à) è âîñòî÷íîì âåòðå (á)

à á
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Íàä³éøëà äî ðåäàêö³¿ 16.04.2018

Â.À. Ïðóñîâ, À.Þ. Äîðîøåíêî, Ò.À. Ñîëîãóá
ÀÒÌÎÑÔÅÐÍ² ÏÐÎÖÅÑÈ Â ÅËÅÌÅÍÒÀÕ Ì²ÑÜÊÎ¯ ÇÀÁÓÄÎÂÈ

Àíîòàö³ÿ. Ïðîäåìîíñòðîâàíî åôåêòèâí³ñòü ³ òî÷í³ñòü ðîçðîáëåíèõ ã³äðîäè-
íàì³÷íî¿ ìîäåë³ àòìîñôåðè, òóðáóëåíòíî¿ ìîäåë³ çàìèêàííÿ, ìåòîä³â àïðîê-
ñèìàö³¿ ïîõ³äíèõ ïåðøîãî ³ äðóãîãî ïîðÿäê³â íà íåð³âíîì³ðí³é ñ³òö³ òà àá-
ñîëþòíî ñò³éêà ð³çíèöåâà ñõåìà íà îñíîâ³ ðîçâ’ÿçàííÿ ïðèêëàäíèõ çàäà÷.
Íàâåäåíî ïîð³âíÿííÿ ðåçóëüòàò³â ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ àåðîäèíàì³êè
âóëè÷íèõ êàíüéîí³â ç íàÿâíèìè òåîðåòè÷íèìè ³ åêñïåðèìåíòàëüíèìè äàíè-
ìè. Äîñë³äæåíî âïëèâ äîâæèíè âóëè÷íîãî êàíüéîíó ³ âèñîòè áóäèíê³â íà
õàðàêòåðèñòèêè ïîâ³òðÿíîãî ïîòîêó â ì³ñüê³é çàáóäîâ³. Ïîêàçàíî, ùî çì³íà
êîíô³ãóðàö³¿ ì³ñüêî¿ çàáóäîâè ïðèçâîäèòü íå ò³ëüêè äî ê³ëüê³ñíî¿, àëå é äî
³ñòîòíî¿ ÿê³ñíî¿ çì³íè êàðòèíè òå÷³¿ ïîâ³òðÿ ³ éîãî øâèäêîñò³.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ã³äðîäèíàì³÷íà ìåçîìàñøòàáíà ìîäåëü àòìîñôåðè, ð³çíèöå-
âà ñõåìà, çàìèêàííÿ ìîäåë³ òóðáóëåíòíîñò³, øâèäê³ñòü â³òðó, ðîòîð øâèä-
êîñò³, ïðÿìîêóòíèé êàíàë, âóëè÷íèé êàíüéîí, ì³ñüêà çàáóäîâà.

V.A. Prusov, A.Yu. Doroshenko, T.A. Sologub
ATMOSPHERIC PROCESSES IN ELEMENTS OF URBAN CONSTRUCTION

Abstract. The authors demonstrate the efficiency and accuracy of the developed
hydrodynamic model of the atmosphere, turbulent closure model, methods for
approximating the first- and second-order derivatives on an irregular grid, and
the absolutely stable difference scheme based on the solution of applied
problems. The results of mathematical modeling of aerodynamics of street
canyons are compared with available theoretical and experimental data. The
influence of the length of the street canyon and height of the houses on the
characteristics of air flow in the urban development is investigated. It is shown
that changes in the configuration of urban development lead not only to
quantitative but also to a significant qualitative change in air flow pattern and
velocity.

Keywords: hydrodynamic mesoscale model of the atmosphere, difference
scheme, closure of turbulence model, wind velocity, velocity rotor, rectangular
channel, street canyon, urban development.
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