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ÊÎÍÔËÈÊÒÍÎ-ÓÏÐÀÂËßÅÌÛÕ ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ

Àííîòàöèÿ. Èññëåäîâàí ìåòîä ðàçðåøàþùèõ ôóíêöèé äëÿ ñòðàòåãèé ãðóïïî-
âîãî ñáëèæåíèÿ â êâàçèëèíåéíûõ êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìûõ ïðîöåññàõ. Ïðåä-
ëîæåíà ìîäèôèöèðîâàííàÿ ñõåìà ìåòîäà, îáåñïå÷èâàþùàÿ îêîí÷àíèå èãðû çà
îïðåäåëåííîå ãàðàíòèðîâàííîå âðåìÿ â êëàññå ñòðîáîñêîïè÷åñêèõ ñòðàòåãèé
áåç äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé. Ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ ãàðàíòèðîâàí-
íûõ âðåìåí ðàçëè÷íûõ ñõåì ìåòîäà ðàçðåøàþùèõ ôóíêöèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñòðàòåãèÿ óïðàâëåíèÿ, ãðóïïîâîå ñáëèæåíèå, ðàçðåøàþ-
ùàÿ ôóíêöèÿ, ñòðîáîñêîïè÷åñêàÿ ñòðàòåãèÿ.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ êâàçèëèíåéíûå êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìûå
ïðîöåññû ãðóïïîâîãî ñáëèæåíèÿ ïðèìåíèòåëüíî ê îáùåé ñõåìå ìåòîäà ðàç-
ðåøàþùèõ ôóíêöèé [1]. Íà îñíîâå ìåòîäèêè [2] ââåäåíû ïîíÿòèÿ âåðõíåé
è íèæíåé ðàçðåøàþùèõ ôóíêöèé äâóõ òèïîâ è ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëî-
âèÿ ãàðàíòèðîâàííîãî ðåçóëüòàòà, êîãäà óñëîâèå Ïîíòðÿãèíà íå èìååò ìåñòà.
Ïðåäëîæåíû äâå ñõåìû ìåòîäà ðàçðåøàþùèõ ôóíêöèé, ïîñòðîåíû ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå ñòðàòåãèè ãðóïïîâîãî ñáëèæåíèÿ è äàíî ñðàâíåíèå ãàðàíòèðîâàííûõ âðå-
ìåí. Èññëåäîâàíà ìîäèôèöèðîâàííàÿ ñõåìà ìåòîäà ðàçðåøàþùèõ ôóíêöèé,
îáåñïå÷èâàþùàÿ çàâåðøåíèå ïðîöåññà ãðóïïîâîãî ñáëèæåíèÿ â êëàññå ñòðî-
áîñêîïè÷åñêîé ñòðàòåãèè Õàéåêà [3] áåç êàêèõ-ëèáî äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïî-
ëîæåíèé.

Äàííàÿ ñòàòüÿ ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèåì èäåé [1–14], ïðèìûêàåò ê èññëåäîâàíè-
ÿì [15–27] è îïðåäåëÿåò íîâûå âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ðàçðåøàþùèõ
ôóíêöèé ê ðåøåíèþ èãðîâûõ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È. ÎÁÙÀß ÑÕÅÌÀ ÌÅÒÎÄÀ

Ðàññìîòðèì êâàçèëèíåéíûé êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìûé ïðîöåññ

� ( , )z A z u vi i i i i� �� , i N�1, ,� , z Ri
ni� , u U Ri i

mi� � , v V R k� � , (1)

ãäå R
ni — åâêëèäîâî ni -ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, Ai — êâàäðàòíûå ìàòðèöû ïî-

ðÿäêà ni , U i , V — íåïóñòûå êîìïàêòû, âåêòîð-ôóíêöèè � i iu v( , ) íåïðåðûâíû
ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ, ÿâëÿþùèõñÿ ïàðàìåòðàìè óïðàâëåíèÿ ãðóïïû
ïðåñëåäîâàòåëåé è óáåãàþùåãî.

Òåðìèíàëüíîå ìíîæåñòâî M *ñîñòîèò èç öèëèíäðè÷åñêèõ ìíîæåñòâ M i
* ,

M Ri
ni* � , i N�1, ,� , èìåþùèõ âèä

M M Mi i i
* � �0 , (2)

ãäå M i
0 — ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî èç R

ni , à M i — âûïóêëûå êîìïàêòû èç

îðòîãîíàëüíûõ äîïîëíåíèé Li ê M i
0 â ïðîñòðàíñòâå R

ni .

Ðàññìîòðèì äëÿ ïðîöåññà (1), (2) çàäà÷ó ãðóïïîâîãî ïðåñëåäîâàíèÿ, ñîñòîÿ-
ùóþ â ïðèâåäåíèè õîòÿ áû îäíîé èç òðàåêòîðèé ñèñòåìû (1) íà ñîîòâåòñòâóþùåå
ìíîæåñòâî (2) ïðè ëþáûõ ïðîòèâîäåéñòâèÿõ óáåãàþùåãî. Ïðè ýòîì, åñëè èãðà
(1), (2) ïðîèñõîäèò íà èíòåðâàëå [ , ]0 T , òî óïðàâëåíèÿ ãðóïïû ïðåñëåäîâàòåëåé
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â ìîìåíò t âûáåðåì â âèäå íàáîðà èçìåðèìûõ ôóíêöèé

u t u ti( ) ( )� { , i N�1, ,� }, u t u z vi i i t( ) ( , ( ))� � ,

u t Ui i( )� , i N�1, ,� , t T�[ , ]0 , (3)

ãäå v v s s tt ( ) ( ) : [ , ]� � �{ }0 , èëè â âèäå íàáîðà èçìåðèìûõ êîíòðóïðàâëåíèé

u t u ti( ) ( )� { , i N�1, ,� }, u t u z v ti i i( ) ( , ( ))� ,

u t Ui i( ) � , i N�1, ,� , t T�[ , ]0 . (4)

Â ñëó÷àå (3) ãîâîðÿò î êâàçèñòðàòåãèè ãðóïïû ïðåñëåäîâàòåëåé [1], â ñëó-
÷àå (4) — î ñòðîáîñêîïè÷åñêîé ñòðàòåãèè Õàéåêà [3] äëÿ ãðóïïû
ïðåñëåäîâàòåëåé.

Ïóñòü � �i t( , ), � i L:� � , i N�1, ,� , � � { }( , ):t t� �0 	 	 
 � , — íåêîòîðûå,
ïî÷òè âåçäå îãðàíè÷åííûå èçìåðèìûå ïî t è ñóììèðóåìûå ïî �, ��[ , ]0 T , äëÿ
êàæäîãî t � 0 ôóíêöèè, êîòîðûå, ñëåäóÿ [2], íàçîâåì ôóíêöèÿìè ñäâèãà.

Çàôèêñèðóåì íåêîòîðûé íàáîð ôóíêöèé ñäâèãà � � � �( , ) ( , )t ti� { , i N�1, ,� }.

Ïóñòü � i — îïåðàòîð îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ èç R
ni íà ïîäïðî-

ñòðàíñòâî Li . Ïîëîæèì

� � � � � � �i i i i
tA

i i

t

t t z t e z t di( ) ( , , ( , )) ( , )� � � � 
0

, i N�1, ,� ,

è ðàññìîòðèì äëÿ ( , )t � ��, v V� , z Ri
ni� ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ

A i i i
t A

i i it v z e U v ti( , , , ) :[ ( , ) ( , )]
( )� � � � � ��� � ��

{ 0 �

� � �[ ( )]M ti i� ��}, i N�1, ,� . (5)

Óñëîâèå 1. Äëÿ íåêîòîðîãî íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ z z z Ri i
ni0 0 0� �{ , ,

i N�1, ,� } è íàáîðà ôóíêöèé ñäâèãà � � � �( , ) ( , )t ti� { , i N�1, ,� } ìíîãîçíà÷íûå

îòîáðàæåíèÿ A i it v z( , , , )� 0 , i N�1, ,� , ïðèíèìàþò íåïóñòûå çíà÷åíèÿ íà ìíî-

æåñòâå � �V .
Åñëè äàííîå óñëîâèå âûïîëíåíî, òî ïî àíàëîãèè ñ ðàáîòîé [2] ââåäåì âåðõ-

íþþ è íèæíþþ ðàçðåøàþùèå ôóíêöèè ïåðâîãî òèïà

� � � � �i i i it v z t v z* ( , , , ) : ( , , , )0 0� �sup{ }A ,

� � � � �
*

( , , , ) inf : ( , , , )i
i i it v z t v z0 0� �{ }A ,

ãäå ��[ , ]0 t , v V� , z Ri
ni0 � , i N�1, ,� . Ìîæíî ïîêàçàòü [4], ÷òî ìíîãîçíà÷-

íûå îòîáðàæåíèÿ A i it v z( , , , )� 0 , i N�1, ,� , çàìêíóòîçíà÷íû, L B� -èçìåðèìû

ïî ñîâîêóïíîñòè ( , )� v , ��[ , ]0 t , v V� , òàê ÷òî âåðõíÿÿ � �i it v z* ( , , , )0 è íèæíÿÿ

� �
*

( , , , )i
it v z 0 ðàçðåøàþùèå ôóíêöèè, i N�1, ,� , ÿâëÿþòñÿ L B� -èçìåðèìûìè

ïî ñîâîêóïíîñòè ( , )� v , ��[ , ]0 t , v V� . Ïîýòîìó îíè ñóïåðïîçèöèîííî èçìåðè-

ìû [4], ò.å. � � �i it v z* ( , , ( ), )0 è � � �
*

( , , ( ), )i
it v z 0 , i N�1, ,� , èçìåðèìû ïî �,

��[ , ]0 t , ïðè ëþáîé èçìåðèìîé ôóíêöèè v V( ) ( )� � � , ãäå V ( )� — ñîâîêóïíîñòü
èçìåðèìûõ ôóíêöèé v( )� , �� ��[ , )0 , ñî çíà÷åíèÿìè èç V .

Îáîçíà÷èì � � � �( , , ) ( , , , )
, ,

*t z t v z
v V i N

i i�
� �
inf max

1 �
, ��[ , ]0 t , z z z Ri i

ni� �{ , ,

i N�1, ,� }.

Ëåììà 1. Ôóíêöèÿ � � � �( , , ) ( , , , )
, ,

*t z t v z
v V i N

i i�
� �
inf max

1 �
— èçìåðèìàÿ ïî � ïðè

êàæäîì t, t � 0, ��[ , ]0 t , ôóíêöèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äëÿ êàæäîãî 	�R 1 è ��[ , ]0 t ìíîãîçíà÷íîå

îòîáðàæåíèå G v R t v zk

i N
i i	 � � � 	( ) : ( , , , )

, ,

*� � 

�

{ max }
1 �

, êîòîðîå èìååò îòêðûòûå
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çíà÷åíèÿ â ñèëó ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñâåðõó ïî v R k� ôóíêöèè max
i N

i it v z
�1, ,

* ( , , , )
�

� �

ïðè ëþáîì ��[ , ]0 t .

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè âñåõ 	�R 1 èìååì � � 	( , , )t z 
 òîãäà è òîëüêî òîã-

äà, êîãäà G V	 �( ) � ��, ��[ , ]0 t . Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü � � 	( , , )t z 
 è � � 0 âûáðà-

íî òàê, ÷òî � � � 	( , , )t z � 
 . Òîãäà ñîãëàñíî ñâîéñòâó èíôèíóìà ñóùåñòâóåò òàêîå

v V� � , ÷òî max
i N

i it v z t z
�

	 � 

1, ,

* ( , , , ) ( , , )
�

� � � � � 	, ïîýòîìó G V	 �( ) � ��, ��[ , ]0 t .

Îáðàòíî, åñëè v V0 � è max
i N

i it v z
�



1, ,

* ( , , , )
�

� � 	, ��[ , ]0 t , òî èìååì � �( , , )t z �

� 	
� � �
inf max max
v V i N

i i
i N

it v z t v
1 1, ,

*

, ,

*( , , , ) ( , ,
� �

� � � � , )zi 
 	.

Ïîñêîëüêó êîìïàêò V — èçìåðèìîå ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå, ñîãëàñíî

òåîðåìå î õàðàêòåðèçàöèè [28] ñóùåñòâóåò ñ÷åòíîå ñåìåéñòâî èçìåðèìûõ ñåëåê-

òîðîâ êîìïàêòà V (îáîçíà÷èì åãî { }vi i( )� �1) òàêîå, ÷òî V vii
�

�
( )�

1� äëÿ êàæäî-

ãî ��[ , ]0 t . Çäåñü ÷åðòà íàä âûðàæåíèåì îçíà÷àåò çàìûêàíèå [28]. Òîãäà äëÿ ëþ-

áîãî 	�R 1 èìååì

{ } { }� � � 	 � �	� 
 � � �� �[ , ] : ( , , ) [ , ] : ( )0 0t t z t G V�

� � �� �
�

{ }� � �	[ , ]: ( ) [ ( )]0
1

t G vii
� �

� � 

�

{ max� � � 	[ , ]: ( , , , )
, ,

*0
1

t t v z
i N

i i
�

äëÿ íåêîòîðîãî v vii0 1
� �

�
( )�� }

� � 

�

{ max� � � � 	[ , ]: ( , , ( ), )
, ,

*0
1

0t t v z
i N

i i
�

äëÿ íåêîòîðîãî v vi i0 1( ) ( )� � � ��{ }

� � 

�

� �

{ max }

{

� � � � 	[ , ]: ( , , ( ), )
, ,

*

( ) (

0
1

0

0

t t v z
i N

i i

v vi
�

� �)}i 1

� .

Íî ìíîæåñòâî { max }� � � � 	� 

�

[ , ]: ( , , ( ), )
, ,

*0
1

0t t v z
i N

i i
�

èçìåðèìî, ïîñêîëüêó, êàê

îòìå÷àëîñü ðàíåå, ôóíêöèè � �i it v z* ( , , , ), i N�1, ,� , ñóïåðïîçèöèîííî èçìåðè-

ìû , ò.å. � � �i it v z* ( , , ( ), )0
0 , i N�1, ,� , èçìåðèìû ïî �, ��[ , ]0 t . Ïîýòîìó ôóíê-

öèÿ max
i N

i it v z
�1

0
, ,

* ( , , ( ), )
�

� � � èçìåðèìà ïî �, ��[ , ]0 t .

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ � � � �( , , ) ( , , , )
, ,

*t z t v z
v V i N

i i�
� �
inf max

1 �
ÿâëÿåòñÿ èçìå-

ðèìîé ïî �, ��[ , ]0 t , ôóíêöèåé.

Ðàññìîòðèì ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ

A Ai i i i

v V

t z t v z( , , ) ( , , , )� ��
�
� , z Ri

ni� , i N�1, ,� , ( , )t � �� .

Óñëîâèå 2. Äëÿ íåêîòîðîãî íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ z z z Ri i
ni0 0 0� �{ , ,

i N�1, ,� } è íàáîðà ôóíêöèé ñäâèãà � � � �( , ) ( , )t ti� { , i N�1, ,� } ìíîãîçíà÷íûå

îòîáðàæåíèÿ A i it z( , , )� 0 , i N�1, ,� , ïðèíèìàþò íåïóñòûå çíà÷åíèÿ íà ìíîæåñòâå �.

Åñëè äàííîå óñëîâèå âûïîëíåíî, òî ïî àíàëîãèè ñ [2] ââåäåì âåðõíþþ è íèæ-

íþþ ðàçðåøàþùèå ôóíêöèè âòîðîãî òèïà:

� � � � �i i i it z t z* ( , , ) : ( , , )0 0� �sup{ }A ,

� � � � �
*

( , , ) : ( , , )i
i i it z t z0 0� �inf { }A , i N�1, ,� .
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Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ A i it z( , , )� 0 , i N�1, ,� , çà-

ìêíóòîçíà÷íû, èçìåðèìû ïî �, à âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ðàçðåøàþùèå ôóíêöèè èç-
ìåðèìû ïî � ïðè ôèêñèðîâàííîì t.

Ðàññìîòðèì äëÿ íåêîòîðîãî íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ z z z Ri i
ni0 0 0� �{ , ,

i N�1, ,� } è íàáîðà ôóíêöèé ñäâèãà � � � �( , ) ( , ), , ,t t i Ni� �{ }1 � ìíîæåñòâî

T z t t v
v V i N

i� � � �( , ( , )) : ( , ,
( ) ( ) , ,

*0

1
0� � � �

� � � �
{ inf max

�
( ), ) ,� �z di

t
0

0

1 �

max }
i N

i
i

t

t z d
�  


1

0

0

1
, , *

( , , )
�

� � � . (6)

Åñëè ïðè íåêîòîðîì i, i N�1, ,� , äëÿ ��[ , ]0 t , v V� èìååì � �i it v z* ( , , , )0 �

� ��, òî â ýòîì ñëó÷àå çíà÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî èíòåãðàëà â ôèãóðíûõ ñêîá-
êàõ ñîîòíîøåíèÿ (6) åñòåñòâåííî ïîëîæèòü ðàâíûì �� è t T z� � �� �( , ( , ))0 , åñëè
äëÿ ýòîãî t ñïðàâåäëèâî äðóãîå íåðàâåíñòâî â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ äàííîãî ñîîòíî-
øåíèÿ. Â ñëó÷àå, êîãäà íåðàâåíñòâà â ñîîòíîøåíèè (6) íå âûïîëíÿþòñÿ ïðè âñåõ

t � 0, ïîëîæèì T z� �( , ( , ))0 � � ��.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ z 0 �

� � �{ }z z R i Ni i
ni0 0 1, , , ,� è íàáîðà ôóíêöèé ñäâèãà � �( , ) ( , ),� � � � �{ i

i N�1, ,� } âûïîëíåíî óñëîâèå 2, ìíîæåñòâî T z� �( , ( , ))0 � � íå ïóñòî è

T T z� � �� �( , ( , ))0 . Òîãäà ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ îäíîãî j, 1	 	j N , ñîîòâåòñòâóþ-

ùàÿ òðàåêòîðèÿ ïðîöåññà (1) èç íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ z j
0

ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà

íà òåðìèíàëüíîå ìíîæåñòâî M j
* â ìîìåíò T ñ èñïîëüçîâàíèåì óïðàâëåíèÿ âèäà (3).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü v( )� , v V( )� � , ��[ , ]0 T , — ïðîèçâîëüíàÿ èçìåðèìàÿ

ôóíêöèÿ.

Ðàññìîòðèì âíà÷àëå ñëó÷àé � �i i i iT z T M( , , ( , ))0 0 � � äëÿ âñåõ i, i N�1, ,� ,

è ââåäåì êîíòðîëüíóþ ôóíêöèþ

h t T v z d T z
i N

i i

t
i

i( ) ( , , ( ), ) ( , ,
, ,

*
*

� � �
� 1

1

0

0

max
�

� � � � � � 0 )

t

T

d
�

�

�
�

�

�

�
�

� , t T�[ , ]0 .

Ôóíêöèè � �i iT v z* ( , , , )0 , i N�1, ,� , L B� -èçìåðèìû ïî ñîâîêóïíîñòè ( , )� v ,

��[ , ]0 T , v V� , ïîýòîìó îíè ñóïåðïîçèöèîííî èçìåðèìû, ò.å. ôóíêöèè

� � �i iT v z* ( , , ( ), )0 , i N�1, ,� , èçìåðèìû ïî �, ��[ , ]0 T . Ôóíêöèè � �
*

( , , )i
iT z 0 ,

i N�1, ,� , èçìåðèìû ïî �, ��[ , ]0 T .
Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ T èìååì

h T z d
i N

i
i

T

( ) ( , , )
, , *

0 1 0
1

0

0

� � �
� max

�
� � � , h T T v z d

i N
i i

T

( ) ( , , ( ), )
, ,

*� � 	
� 1

1

0

0

max
�

� � � �

	 � 	
� � � � 1 0

1

0

0

inf max
v V i N

i i

T

T v z d
( ) ( ) , ,

* ( , , ( ), )
�

� � � � .

Ïîýòîìó â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè h t( ) ñóùåñòâóåò òàêîé ìîìåíò âðåìå-
íè t

*
, t T

*
( , ]� 0 , ÷òî

h t( )
*

� 0. (7)

Îòìåòèì, ÷òî ìîìåíò ïåðåêëþ÷åíèÿ t
*

çàâèñèò îò ïðåäûñòîðèè óïðàâëåíèÿ
âòîðîãî èãðîêà v v s s tt

*
( ) ( ): [ , ]

*
� � �{ }0 .
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Ðàññìîòðèì ïðè v V� , ��[ , ]
*

0 t , i N�1, ,� , ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ

U v u U e U v Ti i i i
T A

i i i
i1 ( , ) : ( , ) ( , )

( )� � � � ��� � � ��
{

� �� � � �i i i iT v z M T* ( , , ( ), )[ ( )]0 }. (8)

Â ñèëó ñâîéñòâ ïàðàìåòðîâ ïðîöåññà (1), âåðõíèõ ðàçðåøàþùèõ ôóíêöèé ïåð-

âîãî òèïà � � �i iT v z* ( , , ( ), )0 è íà îñíîâàíèè òåîðåìû îá îáðàòíîì îáðàçå [4, 28]

çàêëþ÷àåì, ÷òî îòîáðàæåíèÿ U vi
1 ( , )� , i N�1, ,� , L B� -èçìåðèìû è êîìïàêò-

íîçíà÷íû ïðè v V� , ��[ , ]
*

0 t . Ïîýòîìó ñîãëàñíî òåîðåìå èçìåðèìîãî âûáî-

ðà [28] â ìíîãîçíà÷íîì îòîáðàæåíèè U vi
1 ( , )� ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí

L B� -èçìåðèìûé ñåëåêòîð u vi
1 ( , )� , êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ñóïåðïîçèöèîííî èçìåðè-

ìîé ôóíêöèåé. Óïðàâëåíèÿ ïðåñëåäîâàòåëåé íà èíòåðâàëå ��[ , ]
*

0 t ïîëîæèì
ðàâíûìè

u u vi i( ) ( , ( ))� � �� 1 , i N�1, ,� . (9)

Èç ðàâåíñòâà (7) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé íîìåð j, 1	 	j N , ÷òî

1 0

0

0� �
�

�

�
�

�

�
 � � � � � � �j j

t
j

j

t

T

T v z d T z d*
*

( , , ( ), ) ( , , )
*

*

�
�
� 0. (10)

Ðàññìîòðèì äëÿ v V� , ��[ , ]
*

t T ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå

U v u U e U v Tj j j j
T A

j j j
j2 ( , ) : ( , ) ( , )

( )
� � � � �

�
� � � �

�
{

� �� � �
*

( , , )[ ( )]j
j j jT z M T0 }. (11)

Â ñèëó ñâîéñòâ ïàðàìåòðîâ ïðîöåññà (1) è íèæíåé ðàçðåøàþùåé ôóíêöèè âòî-

ðîãî òèïà � �
*

( , , )j
jT z 0 íà îñíîâàíèè òåîðåìû îá îáðàòíîì îáðàçå [4, 28] çà-

êëþ÷àåì, ÷òî îòîáðàæåíèå U vj
2 ( , )� L B� -èçìåðèìî è êîìïàêòíîçíà÷íî ïðè

v V� , ��[ , ]
*

t T . Ïîýòîìó ñîãëàñíî òåîðåìå èçìåðèìîãî âûáîðà [28] â ìíîãî-

çíà÷íîì îòîáðàæåíèè U vj
2 ( , )� ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí L B� -èçìåðèìûé ñå-

ëåêòîð u vj
2 ( , )� , êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ñóïåðïîçèöèîííî èçìåðèìîé ôóíêöèåé.

Óïðàâëåíèå ïðåñëåäîâàòåëÿ ñ íîìåðîì j íà èíòåðâàëå [ , ]
*

t T ïîëîæèì ðàâíûì

u u vj j( ) ( , ( ))� � �� 2 , (12)

à óïðàâëåíèÿ îñòàëüíûõ ïðåñëåäîâàòåëåé íà äàííîì èíòåðâàëå âûáåðåì ïðîèç-
âîëüíûìè.

Èç ôîðìóëû Êîøè äëÿ ïðîöåññà (1) ïðè âûáðàííûõ óïðàâëåíèÿõ èìååì

� � � � � � �
�

j j j j j j
T A

j jz T T z T e u vj( ) ( , , ( , )) [ ( ( ), ( )
( )

� � �
�0 ) ( , )]� � � �j

T

T d

0

.

Òîãäà ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (8)–(12) ïîëó÷èì

� � � � � � �j j j j j j j

t

z T T T v z M T d( ) ( ) ( , , ( ), )[ ( )]*
*

� � � �
0

0

� � � � � � �
*

( , , )[ ( )]

*

j
j j j

t

T

T z M T d0
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� � � � � � � � � � �j j j

t
j

j

t

T

T T v z d T z d( ) ( , , ( ), ) ( , , )*
*

*

*

1 0

0

0
�

�

�
�

�

�

�
�
�

� � � � � � � � � �j j j

t
j

j j

t

T

T v z M d T z M d*
*

( , , ( ), ) ( , , )
*

*

0

0

0

� �
�

�

�
�

�

�

� � � � � � � �j j

t
j

j

t

T

T v z d T z d*
*

( , , ( ), ) ( , , )
*

*

0

0

0

�
�M Mj j .

Ïîýòîìó � j j jz T M( )� è, ñëåäîâàòåëüíî, z T Mj j( ) *� .

Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî íîìåðà q, 1	 	q N , èìååì � �q q q qT z T M( , , ( , ))0 � � , òî

ïðè v V� , ��[ , ]0 T ðàññìîòðèì ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå

U v u U e U v Tq q q q
T A

q q q
q2 ( , ) : ( , ) ( , )

( )
� � � � �

�
� � � �

�
{

� �� � �
*

( , , )[ ( )]q
q q qT z M T0 }. (13)

Â ñèëó ñâîéñòâ ïàðàìåòðîâ ïðîöåññà (1) è íèæíåé ðàçðåøàþùåé ôóíêöèè âòî-

ðîãî òèïà � �
*

( , , )q
qT z 0 íà îñíîâàíèè òåîðåìû îá îáðàòíîì îáðàçå [4, 28] çà-

êëþ÷àåì, ÷òî îòîáðàæåíèå U vq
2 ( , )� L B� -èçìåðèìî è êîìïàêòíîçíà÷íî ïðè

v V� , ��[ , ]0 T . Ïîýòîìó ñîãëàñíî òåîðåìå èçìåðèìîãî âûáîðà [28] â ìíîãîçíà÷-

íîì îòîáðàæåíèè U vq
2 ( , )� ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí L B� -èçìåðèìûé ñåëåêòîð

u vq
2 ( , )� , êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ñóïåðïîçèöèîííî èçìåðèìîé ôóíêöèåé. Óïðàâëåíèå

q-ãî ïðåñëåäîâàòåëÿ íà èíòåðâàëå [ , ]0 T ïîëîæèì ðàâíûì

u u vq q( ) ( , ( ))� � �� 2 , (14)

à óïðàâëåíèÿ îñòàëüíûõ ïðåñëåäîâàòåëåé íà äàííîì èíòåðâàëå âûáåðåì ïðîèç-
âîëüíûìè. Òîãäà ñ ó÷åòîì àïïàðàòà îïîðíûõ ôóíêöèé [29] èç ñîîòíîøåíèé
(13), (14) ñëåäóåò

� � � � � �q q q
q

q q q

T

qz T T T z M T d M( ) ( ) ( , , )[ ( )]
*

� � � �
0

0

,

ïîñêîëüêó ïî ïðåäïîëîæåíèþ c M Tq q( ( ))� �� 0,

� � � � � �
* , , *

( , , ) ( , , )q
q

T

i N

i
i

T

T z d T z d0

0
1

0

0

1 	 

�

max
�

.

Ïîýòîìó � j j jz T M( )� è, ñëåäîâàòåëüíî, z T Mj j( ) *� .

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ðàññìîòðèì äëÿ íåêîòîðîãî íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ z z z Ri i
ni0 0 0� �{ , ,

i N�1, ,� } è íàáîðà ôóíêöèé ñäâèãà � � � �( , ) ( , ), , ,t t i Ni� �{ }1 � ìíîæåñòâî

T z t t z d N tN

t

i N

i( , ( , )) : ( , , ) , ( ,
, , *

0

0
1

0� � � � �� � � � � �
max

�
� �, )z d

N
i

t
0

0

1
 


�
�
�

��

 
!
�

"�
. (15)

Åñëè ïðè ��[ , ]0 t , v V� èìååì � �( , , )t z 0 � �� , òî çíà÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùå-

ãî èíòåãðàëà â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ ñîîòíîøåíèÿ (15) åñòåñòâåííî ïîëîæèòü ðàâ-
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íûì �� è t T zN� � �( , ( , ))0 � , åñëè äëÿ ýòîãî t ñïðàâåäëèâî äðóãîå íåðàâåíñòâî

â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ äàííîãî ñîîòíîøåíèÿ. Â ñëó÷àå, êîãäà íåðàâåíñòâà â ñîîò-

íîøåíèè (15) íå âûïîëíÿþòñÿ ïðè âñåõ t � 0, ïîëîæèì T zN ( , ( , ))0 � � � ��.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ z z z Ri i
ni0 0 0� �{ , ,

i N�1, ,� } è íàáîðà ôóíêöèé ñäâèãà � �( , ) ( , ), , ,� � � � � �{ }i i N1 � âûïîëíåíî

óñëîâèå 2, ìíîæåñòâî T zN ( , ( , ))0 � � � íå ïóñòî è T T zN� � �( , ( , ))0 � . Òîãäà

T z T zN ( , ( , )) ( , ( , ))0 0� ��� � � � � è ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ îäíîãî j, 1	 	j N , ñîîòâåò-

ñòâóþùàÿ òðàåêòîðèÿ ïðîöåññà (1) èç íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ z j
0

ìîæåò áûòü ïðè-

âåäåíà íà òåðìèíàëüíîå ìíîæåñòâî M j
* â ìîìåíò T ñ èñïîëüçîâàíèåì óïðàâëå-

íèÿ âèäà (3).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

inf max inf
v V i N

i i

T

v
T v z d

( ) ( ) , ,

*

(
( , , ( ), )

� � � �  �
1

0

0
�

� � � �
� � � �

# �
) ( )

* ( , , ( ), )
V

i i

T

i

N

N
T v z d

1 0

01

� � � �

� �
� � � �

#
1 10

10
N

T v z d
N

T
v V

i i

i

NT

inf
( ) ( )

* ( , , ( ), ) ( ,� � � � � �, )z d

T

0

1 �� .

Â òî æå âðåìÿ ñïðàâåäëèâà öåïî÷êà íåðàâåíñòâ

max
i N

i
i

T
i

i

T

i

N

T z d T z d
� �

 #	
1

0

0

0

01, , * *
( , , ) ( , , )

�
� � � � � � �

� 	
� �
# � � � � �

* , , *
( , , ) ( , , )i

i

i

NT

i N

i
i

T

T z d N t z0

10
1

0

0

max
�

d�
 1.

Òàêèì îáðàçîì, T z T zN ( , ( , )) ( , ( , ))0 0� ��� � � � � , äàëåå ñëåäóåò ïðèìåíèòü òåîðåìó 1.

Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå 2, òî ïîëîæèì äëÿ ( , )t � ��, v V� , i N�1, ,� ,


 �

� � � �

i i

i i i i
j

t v z

t v z t v z
1 ( , , , )

( , , , ), ( , , , )* *

�
�åñëè max

�1, ,

*

*
*

( , , , ),

( , , , ), ( , , ,

� N
j j

i
i i i

t v z

t v z t v z

� �

� � � �åñëè ) ( , , , ).
, ,

*�

�

�
�

�
�

�
max

j N
j jt v z

1 �
� �

Ðàññìîòðèì äëÿ íåêîòîðîãî íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ z z z Ri i
ni0 0 0� �{ , ,

i N�1, ,� } è íàáîðà ôóíêöèé ñäâèãà � � � �( , ) ( , ), , ,t t i Ni� �{ }1 � ìíîæåñòâî

T z
 �( , ( , ))0 � � �

� � �
� � �t t v z d

i N v V
i i

t

i
0 1

1

1 0

0
1

: ( , , , ) ,
, , ,

max inf max
�


 � �
� , *

( , , )
N

i
i

t

t z d� � �0

0

1 

�
�
�

��

 
!
�

"�
. (16)

Åñëè ïðè íåêîòîðîì i, i N�1, ,� , äëÿ ��[ , ]0 t èìååì inf
v V

i it v z
�

� ��
 �1 0( , , , ) ,

òî â ýòîì ñëó÷àå çíà÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî èíòåãðàëà â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ ñî-

îòíîøåíèÿ (16) åñòåñòâåííî ïîëîæèòü ðàâíûì �� è t T z� � �
 �( , ( , ))0 , åñëè äëÿ

ýòîãî t ñïðàâåäëèâî äðóãîå íåðàâåíñòâî â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ äàííîãî ñîîòíîøå-
íèÿ. Â ñëó÷àå, êîãäà íåðàâåíñòâà â ñîîòíîøåíèè (16) íå âûïîëíÿþòñÿ ïðè âñåõ

t � 0, ïîëîæèì T z
 �( , ( , ))0 � � ��.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ z z z Ri i
ni0 0 0� �{ , ,

i N�1, ,� } è íàáîðà ôóíêöèé ñäâèãà � �( , ) ( , ),� � � � �{ i i N�1, ,� } âûïîëíåíî
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óñëîâèå 2, ìíîæåñòâî T z
 �( , ( , ))0 � � íå ïóñòî è T T z� � �
 �( , ( , ))0 . Òîãäà ïî êðàé-

íåé ìåðå äëÿ îäíîãî j, 1	 	j N , ñîîòâåòñòâóþùàÿ òðàåêòîðèÿ ïðîöåññà (1) èç íà-

÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ z j
0

ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà íà òåðìèíàëüíîå ìíîæåñòâî M j
*

â ìîìåíò T ñ èñïîëüçîâàíèåì óïðàâëåíèÿ âèäà (3).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü v( )� , v V( )� � , ��[ , ]0 T , — ïðîèçâîëüíàÿ èçìåðèìàÿ

ôóíêöèÿ.

Ðàññìîòðèì âíà÷àëå ñëó÷àé � �i i i iT z T M( , , ( , ))0 0 � � äëÿ âñåõ i, i N�1, ,� ,

è ââåäåì êîíòðîëüíóþ ôóíêöèþ

h t T v z d T z
i N

i i

t
i

i( ) ( , , ( ), ) ( , ,
, , *

� � �
� 1

1

1 0

0

max
�


 � � � � � 0 )

t

T

d
�

�

�
�

�

�

�
�

� , t T�[ , ]0 .

Ôóíêöèè 
 �i iT v z1 0( , , , ), i N�1, ,� , L B� -èçìåðèìû ïî ñîâîêóïíîñòè ( , )� v ,

��[ , ]0 T , v V� , ïîýòîìó îíè ñóïåðïîçèöèîííî èçìåðèìû, ò.å. ôóíêöèè


 � �i iT v z1 0( , , ( ), ), i N�1, ,� , èçìåðèìû ïî �, ��[ , ]0 T . Ôóíêöèè � �
*

( , , )i
iT z 0 ,

i N�1, ,� , èçìåðèìû ïî �, ��[ , ]0 T .
Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ T èìååì

h T z d
i N

i
i

T

( ) ( , , )
, , *

0 1 0
1

0

0

� � �
� max

�
� � � ,

h T T v z d
i N

i i

T

i
( ) ( , , ( ), )

, , ,
� � 	 �

� �1 1
1

1 0

0
1

max max
� �


 � � �
,

( , , , )
N v V

i i

T

T v z dinf
�

	
 � �1 0

0

0.

Ïîýòîìó â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè h t( ) ñóùåñòâóåò òàêîé ìîìåíò âðåìå-
íè t

*
, t T

*
( , ]� 0 , ÷òî

h t( )
*

� 0. (17)

Îòìåòèì, ÷òî ìîìåíò ïåðåêëþ÷åíèÿ t
*

çàâèñèò îò ïðåäûñòîðèè óïðàâëåíèÿ
âòîðîãî èãðîêà v v s s tt

*
( ) ( ) : [ , ]

*
� � �{ }0 .

Ðàññìîòðèì ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ ïðè v V� , ��[ , ]
*

0 t , i N�1, ,� ,

U v u U e U v Ti i i i
T A

i i i
i1 ( , ) : ( , ) ( , )

( )� � � � ��� � � ��
{

� �
 � � �i i i iT v z M T1 0( , , ( ), )[ ( )]}. (18)

Â ñèëó ñâîéñòâ ïàðàìåòðîâ ïðîöåññà (1) è ðàçðåøàþùèõ ôóíêöèé


 � �i iT v z1 0( , , ( ), ) íà îñíîâàíèè òåîðåìû îá îáðàòíîì îáðàçå [4, 28] çàêëþ÷àåì,

÷òî îòîáðàæåíèÿ U vi
1 ( , )� , i N�1, ,� , L B� -èçìåðèìû è êîìïàêòíîçíà÷íû ïðè

v V� , ��[ , ]
*

0 t . Ïîýòîìó ñîãëàñíî òåîðåìå èçìåðèìîãî âûáîðà [28] â ìíîãîçíà÷-

íîì îòîáðàæåíèè U vi
1 ( , )� ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí L B� -èçìåðèìûé ñåëåêòîð

u vi
1 ( , )� , êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ñóïåðïîçèöèîííî èçìåðèìîé ôóíêöèåé. Óïðàâëåíèÿ

ïðåñëåäîâàòåëåé íà èíòåðâàëå ��[ , ]
*

0 t ïîëîæèì ðàâíûìè

u u vi i( ) ( , ( ))� � �� 1 , i N�1, ,� . (19)

Èç ðàâåíñòâà (17) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé íîìåð j, 1	 	j N , ÷òî

1 1 0

0

0� �
�

�

�
�

�

�
 
 � � � � � �j j

t
j

j

t

T

T v z d T z d( , , ( ), ) ( , , )
*

*

*
�
�
� 0. (20)
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Ðàññìîòðèì äëÿ v V� , ��[ , ]
*

t T ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå

U v u U e U v Tj j j j
T A

j j j
j2 ( , ) : ( , ) ( , )

( )
� � � � �

�
� � � �

�
{

� �� � �
*

( , , )[ ( )]j
j j jT z M T0 }. (21)

Â ñèëó ñâîéñòâ ïàðàìåòðîâ ïðîöåññà (1) è íèæíåé ðàçðåøàþùåé ôóíêöèè âòî-

ðîãî òèïà � �
*

( , , )j
jT z 0 íà îñíîâàíèè òåîðåìû îá îáðàòíîì îáðàçå [4, 28] çà-

êëþ÷àåì, ÷òî îòîáðàæåíèå U vj
2 ( , )� L B� -èçìåðèìî è êîìïàêòíîçíà÷íî ïðè

v V� , ��[ , ]
*

t T . Ïîýòîìó ñîãëàñíî òåîðåìå èçìåðèìîãî âûáîðà [28] â ìíîãî-

çíà÷íîì îòîáðàæåíèè U vj
2 ( , )� ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí L B� -èçìåðèìûé ñå-

ëåêòîð u vj
2 ( , )� , êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ñóïåðïîçèöèîííî èçìåðèìîé ôóíêöèåé.

Óïðàâëåíèå ïðåñëåäîâàòåëÿ ñ íîìåðîì j íà èíòåðâàëå [ , ]
*

t T ïîëîæèì ðàâíûì

u u vj j( ) ( , ( ))� � �� 2 , (22)

à óïðàâëåíèÿ îñòàëüíûõ ïðåñëåäîâàòåëåé íà èíòåðâàëå [ , ]
*

t T âûáåðåì ïðîèç-
âîëüíûìè.

Èç ôîðìóëû Êîøè äëÿ ïðîöåññà (1) ïðè âûáðàííûõ óïðàâëåíèÿõ èìååì

� � � � � � �
�

j j j j j j
T A

j jz T T z T e u vj( ) ( , , ( , )) [ ( ( ), ( )
( )

� � �
�0 ) ( , )]� � � �j

T

T d

0

.

Òîãäà ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (18)–(22) ïîëó÷èì

� � 
 � � � �j j j j j j j

t

z T T T v z M T d( ) ( ) ( , , ( ), )[ ( )]
*

� � � �
1 0

0

� � � � � � �
*

( , , )[ ( )]

*

j
j j j

t

T

T z M T d0

� � � � 
 � � � � �j j j

t
j

j

t

T

T T v z d T z d( )[ ( , , ( ), ) ( , , )
*

*

*
1 1 0

0

0 �]�

� � � 
 � � � � � �j j j

t
j

j j

t

T

T v z M d T z M d1 0

0

0( , , ( ), ) ( , , )
*

*

*

� �
�

�

�
�

�

�

� 
 � � � � � �j j

t
j

j

t

T

T v z d T z d1 0

0

0( , , ( ), ) ( , , )
*

*

* �
�M Mj j .

Ïîýòîìó � j j jz T M( )� è, ñëåäîâàòåëüíî, z T Mj j( ) *� .

Ñëó÷àé, êîãäà äëÿ íåêîòîðîãî íîìåðà q, 1	 	q N , � �q q q qT z T M( , , ( , ))0 � � ,

ìîæíî ðàññìîòðåòü òàê æå, êàê â òåîðåìå 1.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ z 0 �

� � �{ }z z R i Ni i
ni0 0 1, , , ,� è íàáîðà ôóíêöèé ñäâèãà � �( , ) ( , ), , ,� � � � � �{ }i i N1 �

âûïîëíåíî óñëîâèå 2, ìíîæåñòâî T zN ( , ( , ))0 � � � íå ïóñòî è T T zN� � �( , ( , ))0 � .

Òîãäà T z T zN ( , ( , )) ( , ( , ))0 0� �
� � � � � è ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ îäíîãî j, 1	 	j N ,
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ñîîòâåòñòâóþùàÿ òðàåêòîðèÿ ïðîöåññà (1) èç íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ z j
0

ìîæåò

áûòü ïðèâåäåíà íà òåðìèíàëüíîå ìíîæåñòâî M j
* â ìîìåíò T ñ èñïîëüçîâàíèåì

óïðàâëåíèÿ âèäà (3).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

max inf inf
i N v V

i i

T

v V
iT v z d

N
T

� � � �
1

1 0

0

11

, ,
( , , , ) ( ,

�

 � � 
 � �, , )v z di

T

i

N
0

01
#

�

�

� � �
��

# 
1 11 0

10 0
N

T v z d
N

T z d
v V

i i

i

NT T

inf 
 � � � � �( , , , ) ( , , ) 1.

Òàêèì îáðàçîì, T z T zN ( , ( , )) ( , ( , ))0 0� �
� � � � � , äàëåå ñëåäóåò ïðèìåíèòü òåîðåìó 2.

ÑÕÅÌÀ ÌÅÒÎÄÀ ÄËß ÊËÀÑÑÀ ÑÒÐÎÁÎÑÊÎÏÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÒÐÀÒÅÃÈÉ

Èç äîêàçàòåëüñòâ òåîðåì 1 è 2 âèäíî, ÷òî ïðåñëåäîâàòåëü â ìîìåíò t èñïîëü-
çóåò èíôîðìàöèþ î vt ( )� , ïðè÷åì îíà íåîáõîäèìà ëèøü äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìî-
ìåíòà ïåðåêëþ÷åíèÿ t

*
, êîòîðûé ðàçäåëÿåò àêòèâíûé è ïàññèâíûé èíòåðâàëû.

Íà ñàìèõ èíòåðâàëàõ ïðåñëåäîâàòåëü ïðèìåíÿåò êîíòðóïðàâëåíèå, êîòîðîå
îïðåäåëÿåòñÿ ñòðîáîñêîïè÷åñêîé ñòðàòåãèåé. Â ñôîðìóëèðîâàííîé äàëåå òåî-
ðåìå ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ðåàëèçàöèè ãàðàíòèðîâàííîãî âðåìåíè ìîæíî îãðàíè-
÷èòüñÿ êîíòðóïðàâëåíèåì ñ ïåðåêëþ÷åíèåì, ìîìåíò êîòîðîãî íå çàâèñèò îò
ïðåäûñòîðèè óïðàâëåíèÿ.

Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå 2, òî ïîëîæèì äëÿ ( , )t � �� , i N�1, ,� ,


 �

� � � �

i i

i i i i
j N

t z

t z t z
2 1

( , , )

( , , ), ( , , )* *

, ,�
�

�
åñëè max

�
� �

� � � �

j j

i
i i i

j N

t z

t z t z

*

*
*

, ,

( , , ),

( , , ), ( , , )åñëè max�
�1 �

� �j jt z* ( , , ).

�

�
�

�
�

Ðàññìîòðèì äëÿ íåêîòîðîãî íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ z z z Ri i
ni0 0 0� �{ , ,

i N�1, ,� } è íàáîðà ôóíêöèé ñäâèãà � � � �( , ) ( , ), , ,t t i Ni� �{ }1 � ìíîæåñòâî

$( , ( , )) : ( , , ) ,
, ,

z t t z d
i N

i i

t
0

1

2 0

0

0 1� 
 � �� � � � �
� max max

� i N

i
i

t

t z d
�  


�
�
�

��

 
!
�

"�
1

0

0

1
, , *

( , , ) .
�

� � � (23)

Åñëè ïðè íåêîòîðîì i, i N�1, ,� , äëÿ ��[ , ]0 t , v V� èìååì 
 �i it z2 0( , , ) � �� ,

òî â ýòîì ñëó÷àå çíà÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî èíòåãðàëà â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ ñî-

îòíîøåíèÿ (23) åñòåñòâåííî ïîëîæèòü ðàâíûì �� è t z� � �$( , ( , ))0 � , åñëè äëÿ

ýòîãî t ñïðàâåäëèâî äðóãîå íåðàâåíñòâî â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ äàííîãî ñîîòíîøå-
íèÿ. Â ñëó÷àå, êîãäà íåðàâåíñòâà â ñîîòíîøåíèè (23) íå âûïîëíÿþòñÿ ïðè âñåõ

t � 0, ïîëîæèì $( , ( , ))z 0 � � � ��.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ z 0 �

� � �{ }z z R i Ni i
ni0 0 1, , , ,� è íàáîðà ôóíêöèé ñäâèãà � �( , ) ( , ),� � � � �{ i

i N�1, ,� } âûïîëíåíî óñëîâèå 2, ìíîæåñòâî $( , ( , ))z 0 � � � íå ïóñòî è

$ $� � �( , ( , ))z 0 � . Òîãäà ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ îäíîãî j,1	 	j N , ñîîòâåòñòâóþùàÿ

òðàåêòîðèÿ ïðîöåññà (1) èç íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ z j
0

ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà íà

òåðìèíàëüíîå ìíîæåñòâî M j
* â ìîìåíò $ ñ èñïîëüçîâàíèåì óïðàâëåíèÿ âèäà (4)

ñ ïåðåêëþ÷åíèåì, ìîìåíò êîòîðîãî íå çàâèñèò îò ïðåäûñòîðèè óïðàâëåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü v( )� , v V( )� � , ��[ , ]0 $ , — ïðîèçâîëüíàÿ èçìåðèìàÿ

ôóíêöèÿ.
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Ðàññìîòðèì âíà÷àëå ñëó÷àé � �i i i iz M( , , ( , ))$ $0 � � äëÿ âñåõ i, i N�1, ,� ,

è ââåäåì êîíòðîëüíóþ ôóíêöèþ

h t z d z
i N

i i

t
i

i

t

( ) ( , , ) ( , , )
, , *

� � �
�  1

1

2 0

0

0max
�


 � � � �$ $
$

d�
�

�

�
�

�

�

�
�

, t �[ , ]0 $ .

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ $ èìååì

h z d
i N

i
i( ) ( , , )

, , *
0 1 0

1

0

0

� � �
� max

�
� � �$

$

, h z d
i N

i i( ) ( , , )
, ,

$ $
$

� � 	
� 1 0

1

2 0

0

max
�


 � � .

Ïîýòîìó â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè h t( ) ñóùåñòâóåò òàêîé ìîìåíò âðåìå-
íè t

*
, t

*
( , ]� 0 $ , ÷òî

h t( )
*

� 0. (24)

Îòìåòèì, ÷òî ìîìåíò ïåðåêëþ÷åíèÿ t
*

íå çàâèñèò îò ïðåäûñòîðèè óïðàâëå-
íèÿ âòîðîãî èãðîêà v v s s tt

*
( ) ( ) : [ , ]

*
� � �{ }0 .

Ðàññìîòðèì ïðè v V� , ��[ , ]
*

0 t , i N�1, ,� , ñëåäóþùèå ìíîãîçíà÷íûå îòî-
áðàæåíèÿ:

U v u U e U vi i i i
A

i i i i
i1 2( , ) : ( , ) ( , ) ( ,

( )� � � � � 
 ��� � � ��
{

$ $ $ , )[ ( )] .z Mi i i
0 �� $ } (25)

Â ñèëó ñâîéñòâ ïàðàìåòðîâ ïðîöåññà (1) è ðàçðåøàþùèõ ôóíêöèé 
 �i iz2 0( , , )$

íà îñíîâàíèè òåîðåìû îá îáðàòíîì îáðàçå [4, 28] çàêëþ÷àåì, ÷òî îòîáðàæå-

íèÿ U vi
1 ( , )� , i N�1, ,� , L B� -èçìåðèìû è êîìïàêòíîçíà÷íû ïðè v V� ,

��[ , ]
*

0 t . Ïîýòîìó ñîãëàñíî òåîðåìå èçìåðèìîãî âûáîðà [28] â ìíîãîçíà÷íîì

îòîáðàæåíèè U vi
1 ( , )� ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí L B� -èçìåðèìûé ñåëåêòîð

u vi
1 ( , )� , êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ñóïåðïîçèöèîííî èçìåðèìîé ôóíêöèåé. Óïðàâëåíèÿ

ïðåñëåäîâàòåëåé íà èíòåðâàëå ��[ , ]
*

0 t ïîëîæèì ðàâíûìè

u u vi i( ) ( , ( ))� � �� 1 , i N�1, ,� . (26)

Èç ðàâåíñòâà (24) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé íîìåð j, 1	 	j N , ÷òî

1 02 0

0

0� �
�

�

�
�

�

�

�
�
� 
 � � � � �j j

t
j

j

t

z d z d( , , ) ( , , )
*

*

*
$ $

$

. (27)

Ðàññìîòðèì äëÿ v V� , ��[ , ]*t $ ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå

U v u U e U vj j j j
A

j j j
j2 ( , ) : ( , ) ( , )

( )
� � � � �

�
� � � �

�
{

$
$

� �� � �
*

( , , )[ ( )]j
j j jz M$ $0 }. (28)

Â ñèëó ñâîéñòâ ïàðàìåòðîâ ïðîöåññà (1) è ðàçðåøàþùåé ôóíêöèè � �
*

( , , )j
jz$ 0

íà îñíîâàíèè òåîðåìû îá îáðàòíîì îáðàçå [4, 28] çàêëþ÷àåì, ÷òî îòîáðàæåíèå

U vj
2 ( , )� L B� -èçìåðèìî è êîìïàêòíîçíà÷íî ïðè v V� , ��[ , ]

*
t $ . Ïîýòîìó ñî-

ãëàñíî òåîðåìå èçìåðèìîãî âûáîðà [28] â ìíîãîçíà÷íîì îòîáðàæåíèè U vj
2 ( , )�

ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí L B� -èçìåðèìûé ñåëåêòîð u vj
2 ( , )� , êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ

ñóïåðïîçèöèîííî èçìåðèìîé ôóíêöèåé. Óïðàâëåíèå ïðåñëåäîâàòåëÿ ñ íîìåðîì j
íà èíòåðâàëå [ , ]

*
t $ ïîëîæèì ðàâíûì

u u vj j( ) ( , ( ))� � �� 2 , (29)

à óïðàâëåíèÿ îñòàëüíûõ ïðåñëåäîâàòåëåé íà äàííîì èíòåðâàëå âûáåðåì ïðîèç-
âîëüíûìè.
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Èç ôîðìóëû Êîøè äëÿ ïðîöåññà (1) ïðè âûáðàííûõ óïðàâëåíèÿõ èìååì

� � � � � � �
�

j j j j j j
A

j jz z e u vj( ) ( , , ( , )) [ ( ( ), ( )
( )

$ $ $
$

� � �
�0 ) ( , )]� � � �j d$

$

0

.

Òîãäà c ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (25)–(29) ïîëó÷èì

� � 
 � � � � �j j j j j j j

t
jz z M d T( ) ( ) ( , , )[ ( )] ( ,

*

*
$ $ $ $� � � �

2 0

0

, )[ ( )]

*

z M dj j j

t

0 � � � �$
$

� � � � � 
 � � � � �j j j

t
j

j

t

z d T z d( )[ ( , , ) ( , , ) ]
*

*

*
$ $

$

1 2 0

0

0

� � � 
 � � � � �j j j

t
j

j j

t

z M d z M d2 0

0

0( , , ) ( , , )
*

*

*
$ $

$

� � � [ ( , , ) ( , , ) ]
*

*

*

 � � � � �j j

t
j

j

t

j jz d z d M M2 0

0

0$ $
$

.

Ïîýòîìó � j j jz M( )$ � è, ñëåäîâàòåëüíî, z Mj j( ) *$ � .

Ñëó÷àé, êîãäà äëÿ íåêîòîðîãî íîìåðà q, 1	 	q N , � �q q q qz M( , , ( , ))$ $0 0 � � ,

ìîæíî ðàññìîòðåòü òàê æå, êàê â òåîðåìå 1.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ðàññìîòðèì äëÿ íåêîòîðîãî íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ z z z Ri i
ni0 0 0� �{ , ,

i N�1, ,� } è íàáîðà ôóíêöèé ñäâèãà � � � �( , ) ( , ), , ,t t i Ni� �{ }1 � ìíîæåñòâî

$N
j N

j j

t

z t t z d N( , ( , )) : ( , , ) ,
, ,

*0

1
0

0� � � �� � � � �
�
�
�

� max
�

��

max
i N

i
i

t

t z d
N�



 
!
�

"�
1

0

0

1

, , *
( , , )

�
� � � . (30)

Åñëè ïðè íåêîòîðîì i, i N�1, ,� , äëÿ ��[ , ]0 t , v V� èìååì

max
j N

j jt z
�

� ��
1, ,

* ( , , )
�

� � , òî â ýòîì ñëó÷àå çíà÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî èíòåãðà-

ëà â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ ñîîòíîøåíèÿ (30) åñòåñòâåííî ïîëîæèòü ðàâíûì �� è

t zN� � �$ ( , ( , ))0 � , åñëè äëÿ ýòîãî t ñïðàâåäëèâî äðóãîå íåðàâåíñòâî â ôèãóðíûõ

ñêîáêàõ äàííîãî ñîîòíîøåíèÿ. Â ñëó÷àå, êîãäà íåðàâåíñòâà â ñîîòíîøåíèè (30)

íå âûïîëíÿþòñÿ ïðè âñåõ t � 0, ïîëîæèì $N z( , ( , ))0 � � � ��.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ z 0 �

� � �{ }z z R i Ni i
ni0 0 1, , , ,� è íàáîðà ôóíêöèé ñäâèãà � �( , ) ( , ),� � � � �{ i i N�1, ,� }

âûïîëíåíî óñëîâèå 2, ìíîæåñòâî $N z( , ( , ))0 � � � íå ïóñòî è $ $� � �N z( , ( , ))0 � .

Òîãäà $ $N z z( , ( , )) ( , ( , ))0 0� �� � � � � è ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ îäíîãî j, 1	 	j N ,

ñîîòâåòñòâóþùàÿ òðàåêòîðèÿ ïðîöåññà (1) èç íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ z j
0

ìîæåò

áûòü ïðèâåäåíà íà òåðìèíàëüíîå ìíîæåñòâî M j
* â ìîìåíò $ ñ èñïîëüçîâàíèåì

óïðàâëåíèÿ âèäà (4) ñ ïåðåêëþ÷åíèåì, ìîìåíò êîòîðîãî íå çàâèñèò îò ïðåäûñòîðèè
óïðàâëåíèÿ.

160 ISSN 1019-5262. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2019, òîì 55, ¹ 1



Äîêàçàòåëüñòâî. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

max
i N

i i

T

i i

T

i

T z d
N

T z d
� �

 �
1

2 0

0

2 0

01

1

, ,
( , , ) ( , , )

�

 � � 
 � �

N

# �

� �
� �
#

1 12 0

10
1

0
N

T z d
N

t zi i

i

NT

j N
j j
 � � � �( , , ) ( , , )

, ,

*max
�

T

d �� 1.

Òàêèì îáðàçîì, $ $N z z( , ( , )) ( , ( , ))0 0� �� � � � � , äàëåå ñëåäóåò ïðèìåíèòü òåî-

ðåìó 3.

ÑÐÀÂÍÅÍÈÅ ÃÀÐÀÍÒÈÐÎÂÀÍÍÛÕ ÂÐÅÌÅÍ

Ëåììà 2. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ z z z Ri i
ni0 0 0� �{ , ,

i N�1, ,� } è íàáîðà ôóíêöèé ñäâèãà � � � �( , ) ( , ), , ,t t i Ni� �{ }1 � âûïîëíåíî

óñëîâèå 2, ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ A i it v z( , , , ),� 0 i N�1, ,� , ïðèíèìàþò

íåïóñòûå êîìïàêòíûå çíà÷åíèÿ íà ìíîæåñòâå � �V è âåðõíèå ðàçðåøàþùèå

ôóíêöèè ïåðâîãî òèïà � �i it v z* ( , , , )0 , i N�1, ,� , îãðàíè÷åíû, ( , )t � ��, v V� .

Òîãäà èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

� � � �( , , ) ( , , )
, ,

*t z t z
i N

i i
0

1

0�
�

max
�

, ( , )t � �� . (31)

Åñëè ê òîìó æå ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ A i it v z( , , , )� 0 , i N�1, ,� , ïðèíè-

ìàþò íåïóñòûå âûïóêëûå çíà÷åíèÿ íà ìíîæåñòâå � �V , ò.å. A i it v z( , , , )� 0 �

� [ ( , , , ), ( , , , )]
*

*� � � �i
i i it v z t v z0 0 , òî â ñîîòíîøåíèè (31) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ â ñèëó êîìïàêòíîñòè îáðàçîâ îòîáðàæå-

íèé A i it v z( , , , )� 0 äëÿ êàæäîãî v V� èìååì � � �i i i it z t v z* ( , , ) ( , , , )0 0�A , ( , )t � ��,

i N�1, ,� , ïîýòîìó � � � �i i i it z t v z* *( , , ) ( , , , )0 0	 , v V� , i N�1, ,� . Òîãäà ïîëó÷èì

max max
i N

i i
i N

i it z t v z
� �

	 	
1

0

1

0

, ,

*

, ,

*( , , ) ( , , , ) (
� �

� � � � � t z, , )� 0 , ( , )t � ��, v V� .

Â òî æå âðåìÿ ñóùåñòâóåò òàêîé íîìåð j, 1	 	j N , ÷òî � �j jt v z* ( , , , )0 �

� � �( , , )t z 0 , ( , )t � ��, v V� . Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâî

� � � � � �
* *

*( , , ) ( , , , ) ( , , ,j
j

v V

j
j

v V
jt z t v z t v0 0� 	

� �
sup inf z t zj j

0 0) ( , , )	 � � .

Òîãäà â ñèëó âûïóêëîçíà÷íîñòè îòîáðàæåíèÿ A j it v z( , , , )� 0 èìååì � �( , , )t z �

�A j it v z( , , , )� 0 , v V� , ( , )t � ��, è, ñëåäîâàòåëüíî, � � �( , , ) ( , , , )t z t v zj i

v V

�
�

A� .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

� � � � � �( , , ) ( , , ) ( , , )*

, ,

*t z t z t zj i
i N

i i	 	
�

0

1

0max
�

, ( , )t � �� .

Òåîðåìà 4. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ z 0 �

� � �{ }z z R i Ni i
ni0 0 1, , , ,� è íàáîðà ôóíêöèé ñäâèãà � �( , ) ( , ),� � � � �{ i i N�1, ,� }

âûïîëíåíî óñëîâèå 2. Òîãäà èìåþò ìåñòî âêëþ÷åíèÿ T z� �( , ( , ))0 � � %

% � � % � �T z T zN
 � �( , ( , )) ( , ( , ))0 0 , T z z zN
 � � �( , ( , )) ( , ( , )) ( , ( , ))0 0 0� � % � � % � �$ $ ,

T z zN N( , ( , )) ( , ( , ))0 0� �� � % � �$ . Åñëè ê òîìó æå ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ
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A i it v z( , , , )� 0 , i N�1, ,� , ïðèíèìàþò íåïóñòûå âûïóêëûå çíà÷åíèÿ íà ìíîæåñòâå

� �V , òî ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà T z z
 � �( , ( , )) ( , ( , ))0 0� � � � �$ , T zN ( , ( , ))0 � � � �

� � �$N z( , ( , ))0 � .

Äîêàçàòåëüñòâî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ëåììû 2 è êîíñòðóêöèé ñîîò-
âåòñòâóþùèõ îïðåäåëåíèé è òåîðåì.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â ðàáîòå ðàññìîòðåíû êâàçèëèíåéíûå êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìûå ïðîöåññû
ãðóïïîâîãî ñáëèæåíèÿ ïðèìåíèòåëüíî ê îáùåé ñõåìå ìåòîäà ðàçðåøàþùèõ
ôóíêöèé. Ñôîðìóëèðîâàíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ãàðàíòèðîâàííîãî ðåçóëüòàòà,
êîãäà óñëîâèå Ïîíòðÿãèíà íå âûïîëíÿåòñÿ. Ïðåäëîæåíû äâå ñõåìû ìåòîäà
ðàçðåøàþùèõ ôóíêöèé, ïîñòðîåíû ñîîòâåòñòâóþùèå ñòðàòåãèè ãðóïïîâîãî
ñáëèæåíèÿ è äàíî ñðàâíåíèå ãàðàíòèðîâàííûõ âðåìåí. Èññëåäîâàíà òàêæå ìî-
äèôèöèðîâàííàÿ ñõåìà ìåòîäà ðàçðåøàþùèõ ôóíêöèé, îáåñïå÷èâàþùàÿ çàâåð-
øåíèå ïðîöåññà ãðóïïîâîãî ñáëèæåíèÿ â êëàññå êîòðóïðàâëåíèé áåç êà-
êèõ-ëèáî äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé.
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É.Ñ. Ðàïïîïîðò
ÑÒÐÀÒÅÃ²¯ ÃÐÓÏÎÂÎÃÎ ÇÁËÈÆÅÍÍß Ó ÌÅÒÎÄ² ÐÎÇÂ’ßÇÓÂÀËÜÍÈÕ ÔÓÍÊÖ²É ÄËß
ÊÂÀÇ²Ë²Í²ÉÍÈÕ ÊÎÍÔË²ÊÒÍÎ-ÊÅÐÎÂÀÍÈÕ ÏÐÎÖÅÑ²Â

Àíîòàö³ÿ. Äîñë³äæåíî ìåòîä ðîçâ’ÿçóâàëüíèõ ôóíêö³é äëÿ ñòðàòåã³é ãðóïî-
âîãî çáëèæåííÿ ó êâàç³ë³í³éíèõ êîíôë³êòíî-êåðîâàíèõ ïðîöåñàõ. Çàïðîïî-
íîâàíî ìîäèô³êîâàíó ñõåìó ìåòîäó, ùî çàáåçïå÷óº çàê³í÷åííÿ ãðè çà ïåâ-
íèé ãàðàíòîâàíèé ÷àñ ó êëàñ³ ñòðîáîñêîï³÷íèõ ñòðàòåã³é áåç äîäàòêîâèõ
óìîâ. Íàâåäåíî ðåçóëüòàòè ïîð³âíÿííÿ ãàðàíòîâàíèõ ÷àñ³â ð³çíèõ ñõåì ìå-
òîäó ðîçâ’ÿçóâàëüíèõ ôóíêö³é.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ñòðàòåã³ÿ êåðóâàííÿ, ãðóïîâå çáëèæåííÿ, ðîçâ’ÿçóâàëüíà
ôóíêö³ÿ, ñòðîáîñêîï³÷íà ñòðàòåã³ÿ.

J.S. Rappoport
STRATEGIES OF GROUP APPROACH IN THE METHOD OF RESOLVING
FUNCTIONS FOR QUASILINEAR CONFLICT-CONTROLLED PROCESSES

Abstract. The paper analyzed the resolving-functions method as applied to
strategies of group approach for quasilinear conflict-controlled processes.
A modified scheme of the method is proposed. This scheme ensures the end of
a game within a certain guaranteed time period in the class of stroboscopic
strategies without any subsidiary conditions. The guaranteed times for various
schemes of the resolving-functions method are compared.

Keywords: strategies of control, group approach, resolving function,
stroboscopic strategy.
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