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Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåíû ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå èãðû ñ òåðìèíàëü-
íîé ôóíêöèåé ïëàòû è èíòåãðàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà óïðàâëåíèÿ.
Ñôîðìóëèðîâàíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îêîí÷àíèÿ èãðû çà êîíå÷íîå ãàðàí-
òèðîâàííîå âðåìÿ â êëàññå êâàçèñòðàòåãèé. Ïðåäëîæåíû äâå ñõåìû ìåòîäà
ðàçðåøàþùèõ ôóíêöèé, îáåñïå÷èâàþùèõ çàâåðøåíèå èãðû çà êîíå÷íîå ãà-
ðàíòèðîâàííîå âðåìÿ â êëàññå ñòðîáîñêîïè÷åñêèõ ñòðàòåãèé. Ïîêàçàíî, ÷òî
áåç äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé ýòî âðåìÿ ñîâïàäàåò ñ ãàðàíòèðîâàí-
íûì âðåìåíåì â êëàññå êâàçèñòðàòåãèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ëèíåéíàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ èãðà, òåðìèíàëüíàÿ ôóíêöèÿ
ïëàòû, èíòåãðàëüíûå îãðàíè÷åíèÿ, ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå, èçìåðèìûé
ñåëåêòîð, ñòðîáîñêîïè÷åñêàÿ ñòðàòåãèÿ.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ïîäõîä ê ðåøåíèþ èãðîâûõ çàäà÷ äèíàìèêè ñ òåðìèíàëü-

íîé ôóíêöèåé ïëàòû [1–4] è èíòåãðàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà óïðàâëåíèÿ [5–9]

ïðèìåíèòåëüíî ê îáùåé ñõåìå ìåòîäà ðàçðåøàþùèõ ôóíêöèé [10, 11]. Íà îñíîâå

ìåòîäèêè [9, 12, 13] ââåäåíû ïîíÿòèÿ âåðõíåé è íèæíåé ðàçðåøàþùèõ ôóíêöèé

äâóõ òèïîâ è ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ãàðàíòèðîâàííîãî ðåçóëüòàòà â ëè-

íåéíîé äèôôåðåíöèàëüíîé èãðå ñ òåðìèíàëüíîé ôóíêöèåé ïëàòû è èíòåãðàëüíû-

ìè îãðàíè÷åíèÿìè â ñëó÷àå, êîãäà óñëîâèå Ì.Ñ. Íèêîëüñêîãî [5] íå èìååò ìåñòà.

Ïðåäëîæåíû äâå ñõåìû ìåòîäà ðàçðåøàþùèõ ôóíêöèé, ïîñòðîåíû ñîîòâåòñòâóþ-

ùèå ñòðàòåãèè óïðàâëåíèÿ è äàíî ñðàâíåíèå ãàðàíòèðîâàííûõ âðåìåí.

Âàæíîé îñîáåííîñòüþ îáùåé ñõåìû ìåòîäà ðàçðåøàþùèõ ôóíêöèé ÿâëÿåò-

ñÿ èñïîëüçîâàíèå ïðè ïîñòðîåíèè óïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ èíôîðìàöèè î ïî-

âåäåíèè ïðîòèâíèêà â ïðîøëîì, íåîáõîäèìîé äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåêîòîðîãî ìî-

ìåíòà ïåðåêëþ÷åíèÿ, ðàçäåëÿþùåãî àêòèâíûé è ïàññèâíûé èíòåðâàëû ðàçâèòèÿ

èãðû. Íà ñàìèõ èíòåðâàëàõ ïðåñëåäîâàòåëü ïðèìåíÿåò êîíòðóïðàâëåíèå, îïðåäå-

ëÿåìîå ñòðîáîñêîïè÷åñêîé ñòðàòåãèåé Õàéåêà [14]. Â ðàáîòàõ [4, 11] íàéäåíû

óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ èíôîðìàöèÿ î ïðåäûñòîðèè ïðîòèâíèêà íå èãðàåò ðîëè.

Îäíèì èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî äëÿ ðåàëèçà-

öèè ãàðàíòèðîâàííîãî âðåìåíè îêîí÷àíèÿ ëèíåéíîé äèôôåðåíöèàëüíîé èãðû

ñ òåðìèíàëüíîé ôóíêöèåé ïëàòû è èíòåãðàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà óïðàâëåíèÿ

ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ êîíòðóïðàâëåíèåì áåç äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé.

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèåì èäåé [1–13], ïðèìûêàåò ê èññëåäîâà-

íèÿì [14–24] è îïðåäåëÿåò íîâûå âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ðàçðåøàþ-

ùèõ ôóíêöèé ê ðåøåíèþ èãðîâûõ çàäà÷ äèíàìèêè.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È, ÎÁÙÀß ÑÕÅÌÀ ÌÅÒÎÄÀ

Ðàññìîòðèì êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìûé ïðîöåññ, ýâîëþöèÿ êîòîðîãî îïèñûâàåò-

ñÿ ëèíåéíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì

�z Az Bu C� � � �. (1)

Çäåñü z R n� , u R m� , ��R k , n � 1, m � 1, k � 1; A B C, , — ïîñòîÿííûå

ïðÿìîóãîëüíûå ìàòðèöû ðàçìåðà n n� , n m� , n k� ñîîòâåòñòâåííî; u —
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óïðàâëÿþùèé ïàðàìåòð ïåðâîãî èãðîêà; � — óïðàâëÿþùèé ïàðàìåòð âòîðîãî

èãðîêà. Ïàðàìåòðû u è � âûáèðàþòñÿ â âèäå èçìåðèìûõ ôóíêöèé u u� 	( ) è

� �� 	( ) èç êëàññà Lp [ , )0 �
 , p�1, è óäîâëåòâîðÿþò îãðàíè÷åíèÿì

| | ( )| |u dp p� � ��




0

, ��1, (2)

| | ( )| |� � � �p pd �




0

, � �1, (3)

Òàêèå óïðàâëåíèÿ íàçîâåì äîïóñòèìûìè.
Êðîìå ïðîöåññà (1) çàäàíà ñîáñòâåííàÿ âûïóêëàÿ çàìêíóòàÿ îãðàíè÷åííàÿ

ñíèçó ïî z ôóíêöèÿ �( )z , �: R Rn � 1, çíà÷åíèÿ êîòîðîé íà òðàåêòîðèÿõ ïðîöåñ-

ñà (1) îïðåäåëÿþò ìîìåíò îêîí÷àíèÿ èãðû.
Èãðó äëÿ êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà (1)–(3) èç íà÷àëüíîãî ïîëîæå-

íèÿ z R n
0 � ñ÷èòàåì çàêîí÷åííîé â ìîìåíò T T z� ( )0 , åñëè ïî ëþáîé äîïóñòè-

ìîé ôóíêöèè �( )t , t T�[ , ]0 , ìîæíî ïîñòðîèòü äîïóñòèìóþ ôóíêöèþ

u t u t z t( ) ( , , ( ))� 	0 � , t T�[ , ]0 , (4)

ãäå � � � �t t( ) ( ), [ , ]	 � �{ }0 , èëè äîïóñòèìîå êîíòðóïðàâëåíèå

u t u t z t( ) ( , , ( ))� 0 � , t T�[ , ]0 , (5)

òàêîå, ÷òî äëÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîãî ðåøåíèÿ z t( ) çàäà÷è Êîøè

� ( ) ( )z Az Bu t C t� � � � , z z( )0 0� , âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

�( ( ))z T � 0. (6)

Ïîëàãàþò, ÷òî óïðàâëåíèå u t u z t( ) ( , ( ))� 	0 � ðåàëèçóåò êâàçèñòðàòåãèþ [10],

à êîíòðóïðàâëåíèå [15] u t u z t( ) ( , ( ))� 0 � ÿâëÿåòñÿ ïðîÿâëåíèåì ñòðîáîñêîïè÷åñ-

êîé ñòðàòåãèè Õàéåêà [14].
Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ñîïðÿæåííîé ôóíêöèè è ñ ó÷åòîì òåîðåìû Ôåíõåëÿ–

Mîðî [25] èìååì
� � � �

�

( ) [( , ) ( )]*z z
R n

� �
�

sup ,

ãäå

� � � �* ( ) [( , ) ( )]� �
�

sup
z R n

z z . (7)

Ôóíêöèÿ � �* ( ) ñîáñòâåííàÿ çàìêíóòàÿ è âûïóêëàÿ [25]. Ýôôåêòèâíîå ìíî-

æåñòâî ôóíêöèè � �* ( ) èìååò âèä dom { }� � � �* *: ( )� � � �
R n . Â ñèëó îãðàíè-

÷åííîñòè ñíèçó ñîáñòâåííîé ôóíêöèè �( )z è ñîîòíîøåíèÿ (7) ïîëó÷èì

� �* ( ) ( )0 � �
�
inf

z R n
z , à çíà÷èò, 0�dom � * .

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî L — ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà dom � * (ïåðåñå÷åíèå

âñåõ ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, ñîäåðæàùèõ ìíîæåñòâî dom � *). Òîãäà îíà ÿâ-

ëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì. Îáîçíà÷èì � îïåðàòîð îðòîãîíàëüíîãî ïðî-

åêòèðîâàíèÿ èç R n íà L. Ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå � � �( ) ( )z z� , z R n� .

Ðàññìîòðèì ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ �e B R LAt m
1 � , �e CR LAt k � , t � 0,

ãäå B1 — ïîñòîÿííàÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n m� .

Óñëîâèå 1. Ïóñòü ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ íåîñîáàÿ ìàòðèöà D R Rk m( ):	 � ,

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ � �e B X e CAt At
1 � , ãäå X —

èñêîìàÿ ìàòðèöà, B1 — ïîñòîÿííàÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n m� .
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ [5]

	 � 
 � �


 � �

p

d

p
t

t D t d

p
t

( ) | | ( ) ( )| |

|| ( )||

�



�

�

sup

1 0

0

,

130 ISSN 1019-5262. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2019, òîì 55, ¹ 2



ãäå 
( )	 — ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç ïðîñòðàíñòâà L tp
k [ , )0 ñ óêàçàííûì îãðà-

íè÷åíèåì, à D R Rk m( ):	 � — íåêîòîðàÿ íåïðåðûâíàÿ íåîñîáàÿ ìàòðèöà,

óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ 1.

Ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè 	 p t( ) îïðåäåëèì âåëè÷èíó [5] X supp

t

p t�
� �
0

	 ( ).

Óñëîâèå 2. Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî �� � �� � �p p pX 0.

Îáîçíà÷èì

U t u R u D tm p p( , , , ) : | | || (| | ( ) | | � )� � � � � ��� � � � �{ }

1

,

ãäå ( , ) ( , ) :t t t� � �� � � � � 
� { }0 , ��R k , � � 0. Îòîáðàæåíèå U t( , , , )� � � ÿâëÿ-

åòñÿ âûïóêëîçíà÷íûì êîìïàêòíîçíà÷íûì ìíîãîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì [25].

Ïóñòü ñïðàâåäëèâû óñëîâèÿ 1, 2 è � ( )	 — èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ èç êëàññà

Lp
m [ , )0 �
 , p�1, óäîâëåòâîðÿþùàÿ îãðàíè÷åíèþ || ( )| | �� � � �p d �





0

. Ñëåäóÿ [9, 12, 13],

íàçîâåì åå ôóíêöèåé ñäâèãà. Çàôèêñèðóåì íåêîòîðóþ ôóíêöèþ ñäâèãà � ( )	
è ïîëîæèì

  � � � � � ��( ) ( , , ( )) ( )( )t t z e z e B dtA t A
t

� 	 � � �
0 0

0

, ( , )t � ��, z R n
0 � .

Óñëîâèå 3. Ïóñòü ñïðàâåäëèâû óñëîâèÿ 1, 2. Äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè ñäâèãà

� ( )	 ïðè ëþáîì � � 0 íà ìíîæåñòâå � �R k èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

min max [( , [ ( )]
( , , , )

( ) (

*u U t

t Ae B u e
� �

� � �
� � � � �

�� � � � �
dom

t AC� �� �) )] 0.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

P { }( , ( )) : ( ( , , ( )))z t t z0 00 0� �  �	 � � 	 � .

Åñëè íåðàâåíñòâî â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ íå âûïîëíÿåòñÿ íè äëÿ êàêèõ t � 0, òî

ïîëîæèì P( ( ), ( , ))g 	 	 	 ��� .

Òåîðåìà 1. Ïóñòü äëÿ êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà (1), (6) ñ òåðìè-

íàëüíûì ôóíêöèîíàëîì �( )z , êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé âûïóêëîé çàìêíó-

òîé îãðàíè÷åííîé ñíèçó ïî z ôóíêöèåé, âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1–3 è äëÿ ñîîòâåòñòâó-

þùåé ôóíêöèè ñäâèãà � ( )	 ìíîæåñòâî P( , ( ))z0 � 	 íå ïóñòî, P P� 	( , ( ))z0 � . Òîãäà

èãðà ìîæåò áûòü çàêîí÷åíà â ìîìåíò P ñ èñïîëüçîâàíèåì óïðàâëåíèÿ âèäà (5).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü �( )	 — ïðîèçâîëüíîå äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå óáå-

ãàþùåãî, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ îãðàíè÷åíèå (3). Óêàæåì ñïîñîá âûáîðà

óïðàâëåíèÿ ïðåñëåäîâàòåëåì.

Ðàññìîòðèì ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå äëÿ ��[ , ]0 P , ��R k

U u U e BP A
0

1
( , ) , , , : max [( , [

*

( )� � � � � �
� �

�� �
�

�
�

�

�
�

�

�P
P dom

u e CP A� � �
�
�
�

�
�
�

�� � � ��( )] )]( ) 0 .

Â ñèëó ñâîéñòâ ïàðàìåòðîâ ïðîöåññà (1) è ôóíêöèè �( )z îòîáðàæåíèå

U 0 ( , )� � L B� -èçìåðèìî [11] ïðè ��R k , ��[ , ]0 P . Â ðàáîòå [26] âïåðâûå ââå-

äåíî ïîíÿòèå ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî ìàêñèìóìà ïî îðòîãîíàëüîìó áàçèñó

e en1, ..., îò êîìïàêòà A K R n� ( ) ïî ôîðìóëå

lex max
,...,e e

k

k

n

n

A A

1 0

�
�
� ,
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ãäå A A0 � , A x A x e c Ak k k k� � �� �{ }1 1:( , ) ( , )� , c Ak( , )�1 � — îïîðíàÿ ôóíêöèÿ

ìíîæåñòâà A
k�1

[25] , k n�1, ..., . Ìíîæåñòâî lex max
,...,e en

A
1

ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè,

ïðèíàäëåæàùåé ìíîæåñòâó êðàéíèõ òî÷åê âûïóêëîé îáîëî÷êè ìíîæåñòâà A.

Ïðè ýòîì, åñëè âçÿòü ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå U ( , )� � è îðòîãîíàëüíûé áàçèñ

òàêîé, ÷òî e1 � �, � �R m , � �� , òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî ( max ( , ), )
,...,

lex
e em

U

1

� � � �

� c U( ( , ), )� � � [27]. Ïîýòîìó ñîãëàñíî òåîðåìå îá îïîðíîé ôóíêöèè [28] ìíî-

ãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå U 0 ( , )� � ñîäåðæèò L B� -èçìåðèìûé ñåëåêòîð

u U
e em

0 0
1

( , ) max ( , )
,...,

� � � �� lex , êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ñóïåðïîçèöèîííî èçìåðèìîé

ôóíêöèåé [11], è | | ( , )| | (| | ( ) | | � ) /u D p p
0

11
� � � � �� � �P

P
, ��[ , ]0 P , ��R k .

Ïîëîæèì óïðàâëåíèå ïåðâîãî èãðîêà u u0 0( ) ( , ( ))� � � �� , ��[ , ]0 P . Èç ôîðìó-

ëû Êîøè äëÿ ïðîöåññà (1) ïðè âûáðàííûõ óïðàâëåíèÿõ èìååì

�  � � � � � � ��z z e B u CA( ) ( , , ( )) [ [ ( ) ( )] ( )( )P P P
P

� 	 � � ��
0

0

0 ]d�. (8)

Ïðèíÿâ âî âíèìàíèå ðàâåíñòâî � � �( ( )) ( ( ))z zP P� , ôîðìóëó (8) è îïðåäåëå-

íèå ñîïðÿæåííîé ôóíêöèè, ïîëó÷èì

� �  �
� �

( ( )) max [( , ( , , ( )))
*

z zP P
dom

� 	 �
�

0

� � � ��
 ( , [ [ ( ) ( )] ( )] ( )]( ) *� � � � � � � � ��e B u C d pAP
P

0

0

. (9)

Òîãäà, ñ ó÷åòîì çàêîíà âûáîðà óïðàâëåíèÿ ïåðâûì èãðîêîì, èç ñîîòíîøå-

íèÿ (9) âûòåêàåò

� �  �( ( )) ( ( , , ( ))z zP P� 	 �0 0,

îòêóäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî (6) â ìîìåíò P.

Ïîêàæåì äîïóñòèìîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî óïðàâëåíèÿ ïðåñëåäîâàòåëÿ. Èìååì

| | ( )| | | | ( ) ( )| | �u d D d dp p p
0

0 0 0

1
� � � � � � � � �

P P P

P
P

X  � � � � p p� ��� � ,

÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Óñëîâèå 4. Ïóñòü ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ íåîñîáàÿ ìàòðèöà  ( ) :	 �R Rk m ,

ÿâëÿþùàÿñÿ ðåøåíèåì ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ � �e BX e CAt At� , ãäå X — èñêî-

ìàÿ ìàòðèöà.

Êàê è ðàíåå, ðàññìîòðèì ôóíêöèþ [5]

	 � 
 � �


 � �

 
 p

d

p
t

t t d

p
t

( ) | | ( ) ( )| |

|| ( )||

�



�

�

sup

1 0

0

,

ãäå 
( )	 — ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç ïðîñòðàíñòâà L tp
k [ , )0 ñ óêàçàííûì îãðà-

íè÷åíèåì, è îïðåäåëèì âåëè÷èíó X sup
  
p

t

p t�
� �
0

	 ( ).

Óñëîâèå 5. Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî �� � �  
� � �p p pX 0.
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Çàìå÷àíèå 1. Ïóñòü ñïðàâåäëèâû óñëîâèÿ 4, 5. Ðàññìîòðèì ìíîãîçíà÷íîå îòî-

áðàæåíèå W t u R u
t

m
p

( ) : | | | | �

/

� � �
�

�
�

�

�
�

�
�
!

�!

�
�
!

�!

1
1

� , t � 0. Îáîçíà÷èì "t t� 	 �{� �( ): ( )

�W t( )} ñîâîêóïíîñòü èçìåðèìûõ ñåëåêòîðîâ îòîáðàæåíèÿ W t( ). Åñëè � ( )	 �"t ,

òî � ( )	 — èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ èç êëàññà L tp
m [ , )0 , p�1, óäîâëåòâîðÿþùàÿ îãðàíè-

÷åíèþ || ( )| | �� � � �p
t

d �  
0

, t � 0. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ � ( )	 �"t ñïðàâåäëèâî

âêëþ÷åíèå

0
1

�
�

�
�

�

�
�� �� � �� � � � � � � �� � �e BU t

t
e C e Bt A t A t A( ) ( ) ( ), , , ( ), (10)

ãäå U t
t

u R u t
t

m p, , , : | | | | | | ( ) | | �� � � � �
1 1�

�
�

�

�
� � � � � ��

�
�

�

�
� 
1/ p�

�
!

�!

�
�
!

�!
, ( , ) ( , ) :t t� � �� � � �� { 0

� � 
t }, ��R k .

Èç ñîîòíîøåíèÿ (10) ñ ó÷åòîì àïïàðàòà îïîðíûõ ôóíêöèé [25] ñëåäóåò, ÷òî

ñóùåñòâóåò èçìåðèìûé ñåëåêòîð � ( )	 , � ( )	 �"t , äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ óñëî-

âèå 3 è ñïðàâåäëèâà òåîðåìà 1. Ïðèâåäåííóþ ñõåìó, èçëîæåííóþ â òåîðåìå 1,

ñ ó÷åòîì çàìå÷àíèÿ 1 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê àíàëîã ïåðâîãî ïðÿìîãî ìåòîäà

Ïîíòðÿãèíà [16, 17] äëÿ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð ñ òåðìèíàëüíûì

ôóíêöèîíàëîì è èíòåãðàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1

èñïîëüçóåò àíàëîã óñëîâèÿ Ì.Ñ. Íèêîëüñêîãî [5] è ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì åãî

ðåçóëüòàòîâ.

Ðàññìîòðèì äëÿ ( , )t � ��, ��R k , z R n
0 � ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå

A ( , , , ) { : inf sup [ ,
( , , , )

(t z å
u U t

t� � � � �
� � � � �

0 0� �
� �

�

#dom

� � �) [ ( )]A B u� �

� � � ��� � � �  � ��å C tt A( ) *[( , ( )) ( )]] 0}. (11)

Óñëîâèå 6. Äëÿ íåêîòîðîãî íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ z R n
0 � è ôóíêöèè ñäâè-

ãà � ( )	 ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå A ( , , , )t z� � 0 ïðèíèìàåò íåïóñòûå çíà÷åíèÿ íà

ìíîæåñòâå � �R k .

Åñëè ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî, òî ïî àíàëîãèè ñ ðàáîòàìè [9, 12, 13] ââåäåì

âåðõíþþ è íèæíþþ ðàçðåøàþùèå ôóíêöèè

� � � � � � �* ( , , , ) : ( , , , )t z t z0 0� �sup{ }A , � � � � � � �
*

( , , , ) : ( , , , )t z t z0 0� �inf { }A ,

ãäå ��[ , ]0 t , ��R k , z R n
0 � . Íåòðóäíî ïîêàçàòü [11], ÷òî ìíîãîçíà÷íîå îòîáðà-

æåíèå A ( , , , )t z� � 0 çàìêíóòîçíà÷íî, L B� -èçìåðèìo ïî ñîâîêóïíîñòè ( , )� � ,

��[ , ]0 t , ��R k , à âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ðàçðåøàþùèå ôóíêöèè L B� -èçìåðèìû ïî

ñîâîêóïíîñòè ( , )� � , ��[ , ]0 t , ��R k . Ïîýòîìó îíè ñóïåðïîçèöèîííî èçìåðèìû [11],

ò.å. � � � �* ( , , ( ), )t z0 è � � � �
*

( , , ( ), )t z0 èçìåðèìû ïî �, ��[ , ]0 t , ïðè ëþáîé äî-

ïóñòèìîé ôóíêöèè �( )	 , äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ îãðàíè÷åíèå (3). Îòìåòèì òàê-

æå, ÷òî âåðõíÿÿ ðàçðåøàþùàÿ ôóíêöèÿ ïîëóíåïðåðûâíà ñâåðõó, à íèæíÿÿ — ïîëó-

íåïðåðûâíà ñíèçó ïî ïåðåìåííîé � [10]. Òîãäà ìîæíî ïîêàçàòü [9], ÷òî ôóíêöèè

inf
�

� � �
�R k

t z* ( , , , )0 è sup
�

� � �
�R k

t z
*

( , , , )0 èçìåðèìû ïî �, ��[ , ]0 t , z R n
0 � .
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Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

P sup
* *( , ( )) : ( ( , , ( ))) , ( , ,1

0 00 0z t t z t
R k

� �  � � � �
�

	 � � 	 �
�

, )z d

t

0

0

1 �
�
�
!

�!

�
�
!

�!
� .

Åñëè íåðàâåíñòâà â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ íå âûïîëíÿþòñÿ íè äëÿ êàêèõ t � 0, òî

ïîëîæèì P
*

( , ( ))1
0z � 	 ��.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü äëÿ êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà (1), (6) ñ òåðìèíàëü-

íûì ôóíêöèîíàëîì �( )z , êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé âûïóêëîé çàìêíóòîé îãðàíè-

÷åííîé ñíèçó ïî z ôóíêöèåé, âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1, 2, 6 è äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé

ôóíêöèè ñäâèãà � ( )	 ìíîæåñòâî P
*

( , ( ))1
0z � 	 íå ïóñòî, P P

* *
( , ( ))1 1

0� 	z � . Òîãäà

èãðà ìîæåò áûòü çàêîí÷åíà â ìîìåíò P
*
1 ñ èñïîëüçîâàíèåì óïðàâëåíèÿ âèäà (5).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü �( )	 — ïðîèçâîëüíîå äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå óáå-

ãàþùåãî, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ îãðàíè÷åíèå (3). Óêàæåì ñïîñîá âûáîðà

óïðàâëåíèÿ ïðåñëåäîâàòåëåì.
Ðàññìîòðèì êîìïàêòíîçíà÷íîå ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå

U u U z
* * *

( , ) ( , , , ( , , , )) : [(
*

1 1 1
0� � � � � � � �

� �

� �
�

{ P P sup
dom

, [ ( )]
( )

*� � ��
e B u

AP1� � �

� � 	 ��� � � � � �  � ��
e C z z

A( )
* * *

* ) ( , , , )[( , ( , , ( )))
P

P P
1

1
0

1
0

* ( )]]� � 0}.

Â ñèëó ñâîéñòâ ïàðàìåòðîâ ïðîöåññà (1), ôóíêöèè �( )z è íèæíåé ðàçðåøàþ-

ùåé ôóíêöèè � � �* *
( , , , )P1

0z êîìïàêòíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå U
*

( , )1 � � L B� -èç-

ìåðèìî [11] ïðè ��R k , ��[ , ]
*

0 1P . Ïîýòîìó â ñèëó òåîðåìû îá îïîðíîé

ôóíêöèè [28] ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèåU
*

( , )1 � � ñîäåðæèò L B� -èçìåðèìûé ñåëåê-

òîð u U
e em

*
,...,

*
( , ) max ( , )1 1

1

� � � �� lex , êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ñóïåðïîçèöèîííî èçìåðèìîé ôóíê-

öèåé [11], è | | ( , )| | (| | ( ) | | ( , , , ) � )
* * * *

/u D zp p1 1 1
0

1� � � � � � � �� � �P P , ��[ , ]
*

0 1P , ��R k .

Ïîëîæèì óïðàâëåíèå ïåðâîãî èãðîêà u u
* *

( ) ( , ( ))1 1� � � �� , ��[ , ]
*

0 1P . Ïðèáà-

âèâ è âû÷òÿ â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ âûðàæåíèÿ (9) âåëè÷èíó [( , ( ))
*

�  P1 �

� � � � � � � �*
* *

( )] ( , , ( ), )
*

P

P
1

0

0

1

z d , ïîëó÷èì

� �  � � � � �
� �

( ( )) max [( , ( )) ( )] ( , ,
* *

*
* **

z P P P
dom

1 1 11� � �
�

( ), )
*

� �z d0

0

1P


�

�

�
�
�

�

�

�
�
�
�

�

�
!

�
!

� � � �� �
 [( , [ ( ) ( )] )

( )

*

( )* *

*

� � � � � � �� �
e B u e C

A AP P
P

1 1

1

1

0

� �
�

�
!

�!
� � � � �  � � �

* * *
*( , , ( ), )[( , ( )) ( )]]P P1

0
1z d .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðåñëåäîâàòåëü ìîæåò ãàðàíòèðîâàòü â ìîìåíò P
*
1 âûïîë-

íåíèå íåðàâåíñòâà

� �  � � � � � �( ( )) ( ( , , ( ))) ( , , ( ), )
* * * *

z z z dP P P

P
1 1

0
1

0

0

1� 	 �
*
1

0
�

�

�
�
�

�

�

�
�
�
� ,
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ïîñêîëüêó ïî îïðåäåëåíèþ P
*

1 èìååì �  �( ( , , ( )))
*

P1
0 0z 	 � , à òàêæå

1 11
0

0

1
0

1

� � �
�

� � � � � � � �
�

* * * *
( , , ( ), ) ( , , , )

*

P sup P

P

z d z
R k

0

1

0

P*

 �d� .

Ïîêàæåì äîïóñòèìîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî óïðàâëåíèÿ ïðåñëåäîâàòåëÿ.

Èìååì

| | ( )| | | | ( ) ( )| | � (
* * *

* *

u d D dp p1

0

1

0

1 1

� � � � � � � �

P P

P P � � �
*

, , ( ), )
*

1
0

0

1

� � � �z d

P

 �

� � � � �
�
� � � � � � � � �

�

p p

R

p p p

k

z dX sup P X

P

� ( , , , ) �
* *

*
1

0

0

1

,

÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Çàìå÷àíèå 2. Åñëè ñïðàâåäëèâû óñëîâèÿ 1, 2 è äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè

ñäâèãà � ( )	 íà ìíîæåñòâå � �R k âûïîëíåíî óñëîâèå 3, òî äëÿ ëþáîãî íà÷àëü-

íîãî ïîëîæåíèÿ z R n
0 � èìååì 0 0�A ( , , , )t z� � , ��[ , ]0 t , ��R k . Ïîýòîìó ñïðà-

âåäëèâî óñëîâèå 6 è íà ìíîæåñòâå � �R k èìååì � � � � �
*

( , , , ) :t z0 � �inf {

� �A ( , , , )t z� � 0 0}

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

T z t t z
p p

t

d

( , ( )) : ( , , ( ), )

|| ( )||

*
0 00

0

� � � � �

� � � �

	 � �

 �

inf

0

1

t

d �

�

�
!!

�
!
!

� ,

sup
�

� � � �
�
 �

�

�
!

�
!R

t

k

t z d
*

( , , , )0

0

1 .

(12)

Åñëè ïðè íåêîòîðîì t � 0 èìååì � � �* ( , , , )t z0 $ �
 äëÿ ��[ , ]0 t , ��R k , òî

çíà÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî èíòåãðàëà â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ ñîîòíîøåíèÿ (12)

åñòåñòâåííî ïîëîæèòü ðàâíûì �
 è t T z� 	( , ( ))0 � , åñëè äëÿ ýòîãî t ñïðàâåä-

ëèâî äðóãîå íåðàâåíñòâî â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ äàííîãî ñîîòíîøåíèÿ. Â ñëó÷àå,

êîãäà íåðàâåíñòâà â ñîîòíîøåíèè (12) íå âûïîëíÿþòñÿ ïðè âñåõ t � 0, ïîëî-

æèì T z( , ( ))0 � 	 ��.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü äëÿ êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà (1), (6) ñ òåðìèíàëü-

íûì ôóíêöèîíàëîì �( )z , êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé âûïóêëîé çàìêíóòîé

îãðàíè÷åííîé ñíèçó ïî z ôóíêöèåé, âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1, 2, 6 è äëÿ ñîîòâåòñòâó-

þùåé ôóíêöèè ñäâèãà � ( )	 ìíîæåñòâî T z( , ( ))0 � 	 íå ïóñòî, T T z� 	( , ( ))0 � . Òîã-

äà èãðà ìîæåò áûòü çàêîí÷åíà â ìîìåíò T ñ èñïîëüçîâàíèåì óïðàâëåíèÿ âèäà (4).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü �( )	 — ïðîèçâîëüíîå äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå óáå-

ãàþùåãî, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ îãðàíè÷åíèå (3). Óêàæåì ñïîñîá âûáîðà

óïðàâëåíèÿ ïðåñëåäîâàòåëåì.

Ðàññìîòðèì âíà÷àëå ñëó÷àé �  �( ( , , ( )))T z0 0	 � è ââåäåì êîíòðîëüíóþ

ôóíêöèþ

h t T z d T z d

t

Rt
k

( ) ( , , ( ), ) ( , , , )*
*

� � �
�

1 0

0

0� � � � � � � � �
�

sup

T

 , t T�[ , ]0 .
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Ôóíêöèÿ � � �* ( , , , )T z0 L B� -èçìåðèìà ïî ñîâîêóïíîñòè ( , )� � , ��[ , ]0 T ,

��R k , ïîýòîìó îíà ñóïåðïîçèöèîííî èçìåðèìà, ò.å. ôóíêöèÿ � � � �* ( , , ( ), )T z0

èçìåðèìà ïî �, ��[ , ]0 T . Ôóíêöèÿ sup
�

� � �
�R k

T z
*

( , , , )
0

èçìåðèìà ïî �, ��[ , ]0 T [9].

Ïî îïðåäåëåíèþ T èìååì

h T z d
R

T

k

( ) ( , , , )*0 1 00

0

� � �
�
 sup

�

� � � � ,

h T T z d

T

d
p p

t
( ) ( , , ( ), )*

|| ( )||

� � � �




�

1 10

0

0

� � � � �

� � � �

inf � � � �* ( , , , )t z d

T

0

0

0 � .

Ïîýòîìó â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè h t( ) ñóùåñòâóåò òàêîé ìîìåíò âðåìå-

íè t
*

, t T
*

( , ]� 0 , ÷òî h t( )* � 0. Îòìåòèì, ÷òî ìîìåíò ïåðåêëþ÷åíèÿ t
*

çàâèñèò

îò ïðåäûñòîðèè óïðàâëåíèÿ âòîðîãî èãðîêà � �t s s t
*

( ) ( ) : [ , ]
*

	 � �{ }0 .

Ðàññìîòðèì ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå ïðè ��R k , ��[ , ]0 T

U u U T T z e T1
0( , ) ( , , , ( , , , )) : [( ,

*

(� � � � � � � � �
� �

� �
�

{ sup
dom

� � �� � �) [ ( )]A B u

� � 	 � ��� � � � � �  � � ��e C T z T zT A( ) *) ( , , , )[( , ( , , ( ))) ( )]]0 0 0}, (13)

ãäå

� � �
� � � �

� � �
�

( , , , )
( , , , ), ,

( , , ,

*
*

*

T z
T z t

T z
R k

0

0

0

0
�

� �

�

sup ), .
*

t T� �

�

�
!

�!
�

Â ñèëó ñâîéñòâ ïàðàìåòðîâ ïðîöåññà (1), ôóíêöèé �( )z , � � �* ( , , , )T z0 è

sup
�

� � �
�R k

T z
*

( , , , )0 îòîáðàæåíèå U 1 ( , )� � L B� -èçìåðèìî [11] è êîìïàêòíîçíà÷-

íî ïðè ��R k , ��[ , ]0 T . Ïîýòîìó ñîãëàñíî òåîðåìå îá îïîðíîé ôóíêöèè [28]

ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå U 1 ( , )� � ñîäåðæèò L B� -èçìåðèìûé ñåëåêòîð

u U
e em

1 1

1

( , ) max ( , )
,...,

� � � �� lex , êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ñóïåðïîçèöèîííî èçìåðèìîé ôóíê-

öèåé [11], è | | ( , )| | (| | ( ) | | ( , , , ) � ) /u D T T zp p� � � � � � � �� � � 0
1 , ��[ , ]0 T , ��R k . Ïîëî-

æèì óïðàâëåíèå ïåðâîãî èãðîêà u u1 1( ) ( , ( ))� � � �� , ��[ , ]0 T .

Ïðèáàâèì è âû÷òåì â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ âûðàæåíèÿ (9) ïðè âûáðàííûõ

óïðàâëåíèÿõ âåëè÷èíó

[( , ( )) ( )] ( , , , ) ( , ,* *
*

*

�  � � � � � � � � �
�

T T z d T

t

R k

� �
�

0

0

sup , )

*

z d

t

T

0
%

&

'
'

(

)

*
*

� .

Òîãäà ïîëó÷èì

� �  � � � �
� �

�( ( )) max [( , ( )) ( )] ( ) [( ,
*

*
*

(z T T h t e T� � �
�

�

dom

) [ ( ) ( )]
*

A
t

B u1

0

� � �� �
�
�
!

�!


� � � ��� � � � � � �  � � ��e C T z T dT A( ) * *( )) ( , , , )[( , ( )) ( )]]0
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� � ��
 [( , [ ( ) ( )]( )

*

� � � � ��e B uT A

t

T
1

� � ��

�

� � � � � � �  � ��

�

e C T z TT A

R k

( )
*

*( )) sup ( , , , )[( , ( )) ( )0 ]]d�
�
�
!

�!
.

Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ (13) îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðåñëåäîâàòåëü ìîæåò ãà-

ðàíòèðîâàòü â ìîìåíò T âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà

� �  �( ( )) ( ( , , ( ))) ( )*z T T z h t� 	 �0 0.

Îñòàëîñü ïîêàçàòü äîïóñòèìîñòü óïðàâëåíèÿ u u1 1( ) ( , ( ))� � � �� , ��[ , ]0 T . Ïî

ïîñòðîåíèþ ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

| | ( )| | | | ( ) ( )| |u d D T dp
T

p
T

1

0 0

� � � � � � � � �

� � 
�

� ( , , ( ), ) ( , , , )*
*

*

*

� � � � � � � � � �
�

T z d T z d

t

Rt

T

k
0

0

0sup

%

&

'
'

(

)

*
*
� � �� � �p p pX � .

Äëÿ ñëó÷àÿ �  �( ( , , ( )))T z0 0	 � äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü òåîðåìó 2.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

ÑÕÅÌÀ ÌÅÒÎÄÀ ÄËß ÊËÀÑÑÀ ÑÒÐÎÁÎÑÊÎÏÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÒÐÀÒÅÃÈÉ

Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 âèäíî, ÷òî ïðåñëåäîâàòåëü â ìîìåíò t èñïîëüçóåò èí-

ôîðìàöèþ î � t ( )	 , ïðè÷åì îíà íåîáõîäèìà ëèøü äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìîìåíòà ïåðå-

êëþ÷åíèÿ t
*

, êîòîðûé ðàçäåëÿåò àêòèâíûé è ïàññèâíûé èíòåðâàëû. Íà ñàìèõ èí-

òåðâàëàõ ïðåñëåäîâàòåëü ïðèìåíÿåò êîíòðóïðàâëåíèå, îïðåäåëÿåìîå ñòðîáîñêîïè-

÷åñêîé ñòðàòåãèåé. Â ïðèâåäåííîé äàëåå òåîðåìå 4 ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ðåàëèçàöèè

ãàðàíòèðîâàííîãî âðåìåíè òåîðåìû 3 ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ êîíòðóïðàâëåíèåì.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

�
T z t t z d

R

t

R
k k

( , ( )) : ( , , , ) ,*
0 0

0

0 1� � � � �
� �

	 � � �
� �
 inf sup � � � �

*
( , , , ) .t z d

t

0

0

1 �
�
�
!

�!

�
�
!

�!
(14)

Ôóíêöèè inf
�

� � �
�R k

t z* ( , , , )0 è sup
�

� � �
�R k

t z
*

( , , , )0 èçìåðèìû ïî �, ��[ , ]0 t .

Åñëè ïðè íåêîòîðîì t � 0 èìååì inf
�

� � �
�

$ �

R k

t z* ( , , , )0 äëÿ ��[ , ]0 t , òî çíà÷åíèå

ñîîòâåòñòâóþùåãî èíòåãðàëà â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ ñîîòíîøåíèÿ (14) åñòåñòâåííî

ïîëîæèòü ðàâíûì �
 è t T z� 	
�

( , ( ))0 � , åñëè äëÿ ýòîãî t ñïðàâåäëèâî äðóãîå íåðà-

âåíñòâî â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ äàííîãî ñîîòíîøåíèÿ. Â ñëó÷àå, êîãäà íåðàâåíñòâà

â ñîîòíîøåíèè (14) íå âûïîëíÿþòñÿ ïðè âñåõ t � 0, ïîëîæèì
�

T z( , ( ))0 � 	 ��.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü äëÿ êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà (1), (6) ñ òåð-

ìèíàëüíûì ôóíêöèîíàëîì �( )z , êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé âûïóêëîé çàìêíó-

òîé îãðàíè÷åííîé ñíèçó ïî z ôóíêöèåé, âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1, 2, 6, äëÿ ñîîòâåòñòâó-

þùåé ôóíêöèè ñäâèãà � ( )	 ìíîæåñòâî
�

T z( , ( ))0 � 	 íå ïóñòî è
� �

T T z� 	( , ( ))0 � . Òîã-

äà èãðà ìîæåò áûòü çàêîí÷åíà â ìîìåíò
�

T ñ èñïîëüçîâàíèåì óïðàâëåíèÿ âèäà (5).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü �( )	 — ïðîèçâîëüíîå äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå óáå-

ãàþùåãî, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ îãðàíè÷åíèå (3). Óêàæåì ñïîñîá âûáîðà

óïðàâëåíèÿ ïðåñëåäîâàòåëåì.

ISSN 1019-5262. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2019, òîì 55, ¹ 2 137



Ðàññìîòðèì âíà÷àëå ñëó÷àé �  �( , , ( )))
�

T z0 0	 � è ââåäåì êîíòðîëüíóþ ôóíêöèþ

h t T z d T
R

t

R
k k

( ) ( , , , ) ( , , ,*
*� � �

� �
1 0

0

inf sup
� �

� � � � � � �
� �

z d

t

T

0 ) �

�

 , t T�[ , ]0
�

.

Ïî îïðåäåëåíèþ
�

T èìååì

h T z d
R

T

k

( ) ( , , , )
*

0 1 00

0

� � �
�
 sup

�

� � � �
�

�

, h T T z d
R

T

k
( ) ( , , , )*
� �

�

� � �
�
1 00

0

inf
�

� � � � .

Ïîýòîìó â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè h t( ) ñóùåñòâóåò òàêîé ìîìåíò âðåìå-

íè t
*

, t T
*

( , ]� 0
�

, ÷òî h t( )
*
� 0. Îòìåòèì, ÷òî ìîìåíò ïåðåêëþ÷åíèÿ t

*
íå çàâè-

ñèò îò ïðåäûñòîðèè óïðàâëåíèÿ âòîðîãî èãðîêà � �t s s t
*

( ) ( ) : [ , ]
*

	 � �{ }0 .

Ðàññìîòðèì ïðè ��R k , ��[ , ]0
�

T ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå

� � �
U u U T T z e1

0( , ) ( , , , ( , , )) : [( ,
*

(� � � � � � � �
� �

� �
�

{ sup
dom

�
T A B u� � �� � �) [ ( )]

� � 	 ��� � � � �  � � ��e C T z T zT A( ) *) ( , , )[( , ( , , ( ))) ( )]]
� � �

0 0 � 0}, (15)

ãäå

� �

� � � �

�

�

�

( , , )

( , , , ), ,

(

*
*

*

�

�

�T z

T z t
R

R

k

k

0

0 0

�

� �
�

�

inf

sup T z t T, , , ), .
*

� � �0 � �

�

�
!

�
!

�

Â ñèëó ñâîéñòâ ïàðàìåòðîâ ïðîöåññà (1), ôóíêöèé �( )z , inf
�

� � �
�R k

T z* ( , , , )
�

0 è

sup
�

� � �
�R k

T z
*

( , , , )0 îòîáðàæåíèå
�

U 1 ( , )� � L B� -èçìåðèìî [11] è êîìïàêòíîçíà÷-

íî ïðè ��R k , ��[ , ]0 T . Ïîýòîìó â ñèëó òåîðåìû îá îïîðíîé ôóíêöèè [28]

ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå
�

U 1 ( , )� � ñîäåðæèò L B� -èçìåðèìûé ñåëåêòîð
� �
u U

e em

1 1

1

( , ) max ( , )
,...,

� � � �� lex , êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ñóïåðïîçèöèîííî èçìåðèìîé ôóíê-

öèåé [11], è | | ( , )| | ( | | ( ) | | ( , , , ) � ) /� � �
u D T T zp p1

0
1� � � � � � � �� � � , ��[ , ]0

�
T , ��R k . Ïî-

ëîæèì óïðàâëåíèå ïåðâîãî èãðîêà
� �
u u1 1( ) ( , ( ))� � � �� , ��[ , ]0

�
T .

Ïðèáàâèì è âû÷òåì â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ âûðàæåíèÿ (9) ïðè âûáðàííûõ

óïðàâëåíèÿõ âåëè÷èíó

[( , ( )) ( )] ( , , , )* *
*

�  � � � � � �
� �

� �
T T z d

R

t

R
k

� �
� �
 inf sup0

0
k

T z d

t

T

� � � �
*

( , , , )

*

�
�

0
%

&

'
'

(

)

*
*

.

Òîãäà ïîëó÷èì

� �  � � � �
�

( ( )) max [( , ( )) ( )] ( ) [( ,
*

*
*

(z T T h t e
p

� � �

� � �
�dom

T A
t

B u� � �
�
�
!

�!


� � � �) [ ( ) ( )]
* �1

0

� � ��

�
� � � � � � �  ��

�
e C T z TT A

R k

( ) * *( )) ( , , , )[( , ( ))
� � �

inf 0 ( )]]p d��

� � � �� �
 [( , [ ( ) ( )] ( ))( ) ( )

*

� � � � � � � �� �e B u e CT A T A

t

T � �
�

�1

� �
�
�
!

�!�

sup
�

� � � �  � �
R k

T z T p d
*

*( , , , )[( , ( )) ( )]]
� �

0 .

138 ISSN 1019-5262. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2019, òîì 55, ¹ 2



Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ (15) îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðåñëåäîâàòåëü ìîæåò ãàðàí-

òèðîâàòü â ìîìåíò
�

T âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà

� �  �( ( )) ( ( , , ( ))) ( )*z T T z h t
� �
� 	 �0 0.

Îñòàëîñü ïîêàçàòü äîïóñòèìîñòü óïðàâëåíèÿ
� �
u u1 1( ) ( , ( ))� � � �� , ��[ , ]0

�
T .

Ïî ïîñòðîåíèþ ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

| | ( )| | | | ( ) ( )| |
� �

� �

u d D T d

T
p p

T
1

0 0

� � � � � � � � �

� �
� �

#

� ( , , , ) ( , , , )*
*

� � � � � � � �
� �

inf sup
R

t

R
k k

T z d T z
� �

0

0

0 d

t

T
p p p� � � �

#


%

&

'
'

(

)

*
*
� � �

�

X � .

Äëÿ ñëó÷àÿ �  �( ( , , ( )))
�

T z0 0	 � äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü òåîðåìó 2.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 3. Ïóñòü äëÿ êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà (1), (6) ñ òåðìè-

íàëüíûì ôóíêöèîíàëîì �( )z , êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé âûïóêëîé çàìêíó-

òîé îãðàíè÷åííîé ñíèçó ïî z ôóíêöèåé, âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1, 2, 6. Òîãäà â ñèëó

ðåçóëüòàòîâ ðàáîò [9, 29] ïðè âñåõ t � 0 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

inf inf

|| ( )||

* *( , , ( ), )

� � � �
�

� � � � � �
p p

t k

d

t

R
t z d

�
�



�
0

0

0

( , , , )t z d

t

� � �0

0

 .

Ïîýòîìó, åñëè äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè ñäâèãà � ( )	 ìíîæåñòâî

T z( , ( ))0 � 	 íå ïóñòî, ìíîæåñòâî
�

T z( , ( ))0 � 	 íå ïóñòî è îíè ñîâïàäàþò. Ñëåäî-

âàòåëüíî, òåîðåìà 4 óñèëèâàåò òåîðåìó 3 è âìåñòî êâàçèñòðàòåãèè (4) ìîæíî

ïðèìåíèòü ñòðîáîñêîïè÷åñêóþ ñòðàòåãèþ (5).

Ðàññìîòðèì ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå

A A( , , ) ( , , , )t z t z

R k

� � �

�

0 0�

�

� , ( , )t � ��, z R n
0 � .

Óñëîâèå 7. Äëÿ íåêîòîðîãî íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ z R n
0 � è ôóíêöèè ñäâè-

ãà � ( )	 ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå A ( , , )t z� 0 ïðèíèìàåò íåïóñòûå çíà÷åíèÿ íà

ìíîæåñòâå �.

Åñëè ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî, òî ââåäåì âåðõíþþ è íèæíþþ ðàçðåøàþùèå

ôóíêöèè âòîðîãî òèïà

� � � � �* ( , , ) sup : ( , , )t z t z0 0� �{ },A

� � � � �* ( , , ) inf { : ( , , )t z t z0 0� �A }, ( , )t � ��, z R n
0 � .

Ìîæíî ïîêàçàòü [11], ÷òî ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå A ( , , )t z� 0 çàìêíóòîçíà÷-

íî, èçìåðèìî ïî �, à âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ðàçðåøàþùèå ôóíêöèè èçìåðèìû ïî

ïåðåìåííîé � ïðè ôèêñèðîâàííîì t.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

P
* *

( , ( )) : ( ( , , ( ))) , ( , , )2
0 0 0

0

0 0z t t z t z d

t

� �  � � � �	 � � 	 �  �
�
�
!

�!

�
�
!

�!
1 .

Åñëè íåðàâåíñòâà â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ íå âûïîëíÿþòñÿ íè äëÿ êàêèõ t � 0, òî

ïîëîæèì P
*

( , ( ))2
0z � 	 ��.
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Òåîðåìà 5. Ïóñòü äëÿ êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà (1), (6) ñ òåðìèíàëü-

íûì ôóíêöèîíàëîì �( )z , êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé âûïóêëîé çàìêíóòîé îãðà-

íè÷åííîé ñíèçó ïî z ôóíêöèåé, âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1, 2, 7 è äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé

ôóíêöèè ñäâèãà � ( )	 ìíîæåñòâî P
*

( , ( ))2
0z � 	 íå ïóñòî, P P

* *
( , ( ))2 2

0� 	z � . Òîãäà

èãðà ìîæåò áûòü çàêîí÷åíà â ìîìåíò P
*
2 ñ èñïîëüçîâàíèåì óïðàâëåíèÿ âèäà (5).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü �( )	 — ïðîèçâîëüíîå äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå óáå-

ãàþùåãî, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ îãðàíè÷åíèå (3). Óêàæåì ñïîñîá âûáîðà

óïðàâëåíèÿ ïðåñëåäîâàòåëåì.

Ðàññìîòðèì êîìïàêòíîçíà÷íîå ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå

U u U z
* * * *

( , ) ( , , , ( , , )) : [( ,
*

2 2 2
0� � � � � � �

� �

� �
�

{ P P sup
dom

� � ��
e B u

A( )* [ ( )]
P2� � �

� � 	 ��� � � � �  � ��
e C z z

A( )
* * *

** ) ( , , )[( , ( , , ( ))) (
P

P P
2

2
0

2
0 �)]] � 0}.

Â ñèëó ñâîéñòâ ïàðàìåòðîâ ïðîöåññà (1), ôóíêöèè �( )z è íèæíåé ðàçðåøàþùåé

ôóíêöèè � �* *
( , , )P2

0z êîìïàêòíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå U
*

( , )2 � � L B� -èçìåðèìî [11]

ïðè ��R k , ��[ , ]
*

0 2P . Ïîýòîìó ñîãëàñíî òåîðåìå îá îïîðíîé ôóíêöèè [28] ìíîãî-

çíà÷íîå îòîáðàæåíèå U
*

( , )2 � � ñîäåðæèò L B� -èçìåðèìûé ñåëåêòîð

u U
e em

*
,...,

*
( , ) max ( , )2 2

1

� � � �� lex , êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ñóïåðïîçèöèîííî èçìåðèìîé ôóíê-

öèåé [11], è | | ( , )| | (| | ( ) | | ( , , ) � )
* * * *

/u D zp p2 2 2
0

1� � � � � � �� � �P P , ��[ , ]
*

0 2P , ��R k .

Ïîëîæèì óïðàâëåíèå ïåðâîãî èãðîêà u u
* *

( ) ( , ( ))2 2� � � �� , ��[ , ]
*

0 2P . Ïðèáà-

âèâ è âû÷òÿ â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ âûðàæåíèÿ (9) âåëè÷èíó [( , ( ))
*

p  P2 �

� � � � �*
* *

( )] ( , , )
*

p z dP

P
2

0

0

2

, ïîëó÷èì

� �  � � � �
� �

( ( )) max [( , ( )) ( )] ( , ,
* *

*
* **

z zP P P
dom

2 2 21� � �
�

0

0

2

)
*P


�

�

�
�
�

�

�

�
�
�
�

�

�
!

�
!

d�

� � � �� �
 [( , [ ( ) ( )] )

( )

*

( )* *

*

� � � � � � �� �
e B u e C

A AP P
P

2 2

2

2

0

� �
�
�
!

�!
� � �  � � �

* * *
*( , , )[( , ( )) ( )]]P P2

0
2z d .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðåñëåäîâàòåëü ìîæåò ãàðàíòèðîâàòü â ìîìåíò P
*
2 âûïîë-

íåíèå íåðàâåíñòâà

� �  � � � �( ( )) ( ( , , ( ))) ( , , )
* * * *

*

z z z dP P P

P
2 2

0
2

0

0

1

2

� 	 �
�

�


�
�
�

�

�

�
�
�
� 0,

ïîñêîëüêó ïî îïðåäåëåíèþ P
*
2 èìååì �  �( ( , , ( )))*P

2
0 0z 	 � , à 1 02

0

0

2

� � � � �
* *( , , )

*

P

P

z d .

Ïîêàæåì äîïóñòèìîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî óïðàâëåíèÿ ïðåñëåäîâàòåëÿ.

Èìååì

| | ( )| | | | ( ) ( )| | � (
* * *

* *

u d D dp p2

0

2

0

2 2

� � � � � � � �

P P

P P � � �
*

, , ) �
*

2
0

0

2

� � � � �z d p p p
P

X � � � ,

÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.
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Çàìå÷àíèå 4. Åñëè ñïðàâåäëèâû óñëîâèÿ 1, 2 è äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè

ñäâèãà � ( )	 íà ìíîæåñòâå � �R k âûïîëíåíî óñëîâèå 3, òî äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíî-

ãî ïîëîæåíèÿ z R n
0 � èìååì 0 0�A ( , , )t z� , ��[ , ]0 t . Ïîýòîìó âûïîëíåíû óñëî-

âèå 6, 7 è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

sup
�

� � � � �
�

� �
R k

t z t z
* *

( , , , ) ( , , )
0 0 0.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

+( , ( )) : ( , , ) , ( , , )*
*z t t z d t z d

t t

0 0

0

0

0

0 1 1� � � � � � �	 � � � � 
�
�
!

�!

�
�
!

�!
. (16)

Åñëè ïðè íåêîòîðîì t � 0 èìååì � �* ( , , )t z0 $ �
 äëÿ ��[ , ]0 t , òî çíà÷åíèå

ñîîòâåòñòâóþùåãî èíòåãðàëà â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ ñîîòíîøåíèÿ (16) åñòåñòâåííî

ïîëîæèòü ðàâíûì �
 è t z� 	+( , ( ))0 � , åñëè äëÿ ýòîãî t ñïðàâåäëèâî äðóãîå íåðà-

âåíñòâî â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ äàííîãî ñîîòíîøåíèÿ. Â ñëó÷àå, êîãäà íåðàâåíñòâà

â ñîîòíîøåíèè (16) íå âûïîëíÿþòñÿ ïðè âñåõ t � 0, ïîëîæèì +( , ( ))z0 � 	 ��.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü äëÿ êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà (1), (6) ñ òåð-

ìèíàëüíûì ôóíêöèîíàëîì �( )z , êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé âûïóêëîé çàìêíó-

òîé îãðàíè÷åííîé ñíèçó ïî z ôóíêöèåé, âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1, 2, 7 è äëÿ ñî-

îòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè ñäâèãà � ( )	 ìíîæåñòâî +( , ( ))z0 � 	 íå ïóñòî,

+ +� 	( , ( ))z0 � . Òîãäà èãðà ìîæåò áûòü çàêîí÷åíà â ìîìåíò + ñ èñïîëüçîâàíèåì

óïðàâëåíèÿ âèäà (5).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü �( )	 — ïðîèçâîëüíîå äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå óáå-

ãàþùåãî, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ îãðàíè÷åíèå (3).

Ïîëîæèì � �

� � �

� �( , , )

( , , )

( , , )

*

*+

+

+
+

z

z d

z0

0

0

0
1

�



, ��[ , ]0 + , z R n
0 � , è ðàñ-

ñìîòðèì âíà÷àëå ñëó÷àé �  �( ( , , ( )))+ z0 0	 � .

Ïîñêîëüêó � � �* ( , , )+
+

z d0

0

1 � , òî � � � �( , , ) ( , , )*+ +z z0 0� , ��[ , ]0 + ,

z R n
0 � . Â ñèëó óñëîâèÿ � � �

*
( , , )+

+

z d0

0

1 � ïîëó÷èì � � � �( , , ) ( , , )
*

+ +z z0 0� ,

��[ , ]0 + , z R n
0 � . Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî � � � �( , , ) ( , , )

*
+ +z z0 0� .

Òîãäà èìååì 1 0

0

0

0

� � � � � � � �( , , ) ( , , )*+ +
+ +

z d z d , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ

ìîìåíòà âðåìåíè +. Òàêèì îáðàçîì, � � �( , , ) ( , , )+ +z z0 0�A , ��[ , ]0 + , z R n
0 � .

Ðàññìîòðèì ïðè ��R k , ��[ , ]0 + êîìïàêòíîçíà÷íîå ìíîãîçíà÷íîå îòîáðà-

æåíèå

U u U z e2
0( , ) ( , , , ( , , )) : [( ,

*

(� � � � � � � �
� �

�� �
�

�{ sup
dom

+ + + ) [ ( )]A B u� �� �

� � 	 � ��� � � � �  � � ��e C z zA( ) *) ( , , )[( , ( , , ( ))) ( )]]+ + +0 0 0}. (17)

Êàê è â ïðåäûäóùåé ïîäîáíîé ñèòóàöèè, îòîáðàæåíèå U 2 ( , )� � êîìïàêòíîçíà÷-

íî è L B� -èçìåðèìî [11] ïðè ��R k , ��[ , ]0 + . Â ñèëó òåîðåìû îá îïîðíîé

ôóíêöèè [28] ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå U 2 ( , )� � ñîäåðæèò L B� -èçìåðèìûé

ñåëåêòîð u U
e em

2 2

1

( , ) max ( , )
,...,

� � � �� lex , êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ñóïåðïîçèöèîííî èçìåðè-

ISSN 1019-5262. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2019, òîì 55, ¹ 2 141



ìîé ôóíêöèåé [11], è | | ( , )| | (| | ( ) | | ( , , , ) � ) /u D zp p2
0

1� � � � � � � �� � �+ + , ��[ , ]0 + ,

��R k . Ïîëîæèì óïðàâëåíèå ïåðâîãî èãðîêà ðàâíûì u u2 2( ) ( , ( ))� � � �� ,

��[ , ]0 + .

Ïðèáàâèâ è âû÷òÿ â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ âûðàæåíèÿ (9) âåëè÷èíó

[( , ( )) ( )] ( , , )*�  � � � � �+ +
+

�  z d0

0

, ïîëó÷èì

� �  � � � � �
�

( ( )) max [( , ( )) ( )] ( , , )
*

*z z d
p

+ + +
+

� � �
�


dom

1 0

0

�

�

�
�

�

�

�
�
�

�
�
!

�!

� � � �� �[( , [ ( ) ( )] ) ( , , )( ) ( )� � � � � � � � �� �e B u e C zA A+ +
+

+2
0

0

 �
�
�
!

�!
[( , ( )) ( )]]*�  � � �+ d .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðåñëåäîâàòåëü ìîæåò ãàðàíòèðîâàòü â ìîìåíò + ñïðà-

âåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà

� �  � � � �( ( )) ( ( , , ( ))) ( , , )z z z d+ + +
+

� 	 �
�

�

�
�

�

�

�
�
�0 0

0

1 0,

ïîñêîëüêó ïî ïðåäïîëîæåíèþ èìååì �  �( ( , , ( )))+ z0 0	 � , à ïî îïðåäåëåíèþ

ìîìåíòà + ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî 1 00

0

� � � � � �( , , , )+
+

z d .

Îñòàëîñü ïîêàçàòü äîïóñòèìîñòü óïðàâëåíèÿ u u2 2( ) ( , ( ))� � � �� , ��[ , ]0 + .

Ïî ïîñòðîåíèþ ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

| | ( )| | | | ( ) ( )| | � ( , , )u d D d zp p2

0 0

0

0

� � � � � � � � �
+ + +

+ + � � �  � � �d p p p� � � �X � .

Äëÿ ñëó÷àÿ �  �( ( , , ( )))+ z0 0	 � äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü òåîðåìó 5.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 5. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1, 2, 7, òî äëÿ íåêîòîðîãî íà÷àëüíîãî

ïîëîæåíèÿ z R n
0 � ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå A ( , , )t z� 0 ïðèíèìàåò íåïóñòûå

âûïóêëûå çíà÷åíèÿ íà ìíîæåñòâå � è sup
�

� � � � �
�

�
R k

t z t z
* *

( , , , ) ( , , )0 0
. Åñëè

ê òîìó æå ïðè íåêîòîðîì t � 0 �  �( ( , , ( )))t z0 0	 � , òî inf
�

� � �
�

�
R k

t z* ( , , , )0

� � �* ( , , )t z0 . Ïîýòîìó åñëè ìíîæåñòâî
�

T z( , ( ))0 � 	 íå ïóñòî, òî è ìíîæåñòâî

+( , ( ))z0 � 	 íå ïóñòî è îíè ñîâïàäàþò.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â ðàáîòå ðàññìîòðåíû ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå èãðû ñ òåðìèíàëüíîé

ôóíêöèåé ïëàòû è èíòåãðàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà óïðàâëåíèÿ. Ñôîðìóëè-

ðîâàíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îêîí÷àíèÿ èãðû çà êîíå÷íîå ãàðàíòèðîâàííîå

âðåìÿ â ñëó÷àå, êîãäà óñëîâèå Ì.Ñ. Íèêîëüñêîãî [5] íå âûïîëíÿåòñÿ. Ïðåäëî-

æåíû äâå ñõåìû ìåòîäà ðàçðåøàþùèõ ôóíêöèé, îáåñïå÷èâàþùèõ çàâåðøåíèå

èãðû çà êîíå÷íîå ãàðàíòèðîâàííîå âðåìÿ â êëàññå ñòðîáîñêîïè÷åñêèõ ñòðàòå-

ãèé Õàéåêà [9]. Ïîêàçàíî, ÷òî áåç äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé ýòî âðåìÿ

ñîâïàäàåò ñ ãàðàíòèðîâàííûì âðåìåíåì â êëàññå êâàçèñòðàòåãèé. Äàíî ñðàâíå-

íèå ãàðàíòèðîâàííûõ âðåìåí.
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É.Ñ. Ðàïïîïîðò
ÏÐÎ ÑÒÐÎÁÎÑÊÎÏ²×ÍÓ ÑÒÐÀÒÅÃ²Þ Â ²ÃÐÎÂÈÕ ÇÀÄÀ×ÀÕ ÄÈÍÀÌ²ÊÈ Ç ÒÅÐÌ²ÍÀËÜÍÎÞ
ÔÓÍÊÖ²ªÞ ÏËÀÒÈ ÒÀ ²ÍÒÅÃÐÀËÜÍÈÌÈ ÎÁÌÅÆÅÍÍßÌÈ ÍÀ ÊÅÐÓÂÀÍÍß

Àíîòàö³ÿ. Ðîçãëÿíóòî ë³í³éí³ äèôåðåíö³àëüí³ ³ãðè ç òåðì³íàëüíîþ ôóíêö³ºþ
ïëàòè òà ³íòåãðàëüíèìè îáìåæåííÿìè íà êåðóâàííÿ. Ñôîðìóëüîâàíî äîñ-
òàòí³ óìîâè çàê³í÷åííÿ ãðè çà ñê³í÷åííèé ãàðàíòîâàíèé ÷àñ ó êëàñ³
êâàç³ñòðàòåã³é. Çàïðîïîíîâàíî äâ³ ñõåìè ìåòîäó ðîçâ’ÿçóâàëüíèõ ôóíêö³é,
ùî çàáåçïå÷óþòü çàâåðøåííÿ ãðè çà ñê³í÷åííèé ãàðàíòîâàíèé ÷àñ ó êëàñ³
ñòðîáîñêîï³÷íèõ ñòðàòåã³é. Ïîêàçàíî, ùî áåç äîäàòêîâèõ ïðèïóùåíü öåé
÷àñ çá³ãàºòüñÿ ç ãàðàíòîâàíèì ÷àñîì ó êëàñ³ êâàç³ñòðàòåã³é.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ë³í³éíà äèôåðåíö³àëüíà ãðà, òåðì³íàëüíà ôóíêö³ÿ ïëàòè,
³íòåãðàëüí³ îáìåæåííÿ, áàãàòîçíà÷íå â³äîáðàæåííÿ, âèì³ðíèé ñåëåêòîð,
ñòðîáîñêîï³÷íà ñòðàòåã³ÿ.

J.S. Rappoport
STROBOSCOPIC STRATEGY IN GAME DYNAMIC PROBLEMS WITH TERMINAL
PAY OFF FUNCTION AND INTEGRAL CONSTRAINTS ON CONTROLS

Abstract. The paper considers linear differential games with a terminal payoff
function and integral constraints on controls. Sufficient conditions for game
completion in a finite guaranteed time in the class of quasi-strategies are
formulated. Two schemes of the method of resolving functions are proposed that
ensure game completion in a final guaranteed time in the class of stroboscopic
strategies. It is shown that without additional assumptions, this time coincides
with the guaranteed time in the class of quasistrategies.

Keywords: linear differential game, terminal payoff function, integral
constraints, multivalued mapping, measurable selector, stroboscopic strategy.
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