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Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåíû íîâûå ïîäõîäû ê îöåíèâàíèþ êîýôôèöèåíòîâ
òî÷íûõ øòðàôíûõ ôóíêöèé äëÿ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ ñ îãðàíè÷åíèÿìè.
Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì
óïðîùåííûõ ïðîöåäóð îöåíèâàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ïðè ðåøåíèè íåêîòîðûõ
êëàññîâ çàäà÷. Íàèáîëåå àêòóàëüíû òàêèå ïîäõîäû ïðè ïðèìåíåíèè ìåòîäîâ
äåêîìïîçèöèè ïî ïåðåìåííûì (îáîáùåííûõ ìåòîäîâ äåêîìïîçèöèè Áåíäåð-
ñà). Ýòî ïîçâîëÿåò ïðåîäîëåâàòü ïðîáëåìû, ñâÿçàííûå ñ íåÿâíûì îïèñàíèåì
äîïóñòèìîé îáëàñòè êîîðäèíèðóþùåé çàäà÷è.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òî÷íûå øòðàôíûå ôóíêöèè, ñòðóêòóðèðîâàííûå çàäà÷è
îïòèìèçàöèè, ìåòîäû äåêîìïîçèöèè.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Èñïîëüçîâàíèå òî÷íûõ øòðàôíûõ ôóíêöèé ïîçâîëÿåò äëÿ îïòèìèçàöèîííûõ çà-

äà÷ ñ îãðàíè÷åíèÿìè ôîðìèðîâàòü ýêâèâàëåíòíûå çàäà÷è áåçóñëîâíîé îïòèìèçà-

öèè. Ïðè ýòîì ýêâèâàëåíòíîñòü äîñòèãàåòñÿ ïðè êîíå÷íûõ çíà÷åíèÿõ øòðàôíûõ

êîýôôèöèåíòîâ. Âïåðâûå òî÷íûå øòðàôíûå ôóíêöèè ïðåäëàãàëèñü â [1, 2]. Âîï-

ðîñàì èññëåäîâàíèÿ è èñïîëüçîâàíèÿ òî÷íûõ øòðàôíûõ ôóíêöèé è èõ îáîáùå-

íèé ïîñâÿùåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò (ñì., íàïðèìåð, [3–11]).

Òî÷íûå øòðàôíûå ôóíêöèè ìîãóò áûòü íåäèôôåðåíöèðóåìûìè, ïîýòîìó äëÿ

ðåøåíèÿ ñôîðìèðîâàííûõ çàäà÷ áåçóñëîâíîé îïòèìèçàöèè åñòåñòâåííî ïðèìåíÿòü

ìåòîäû íåãëàäêîé îïòèìèçàöèè. Òî÷íûå øòðàôíûå ôóíêöèè øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ

è â ìåòîäàõ ãëàäêîé îïòèìèçàöèè, à èìåííî â ìåòîäå ëèíåàðèçàöèè [9, 10], ïîñëåäî-

âàòåëüíîãî êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ [12, 13] è äð.

Ñâîéñòâà òî÷íûõ øòðàôíûõ ôóíêöèé èññëåäîâàíû, íàïðèìåð â [7–11],

à âîïðîñû ïîñòðîåíèÿ ðàçëè÷íûõ ôîðì òî÷íûõ øòðàôíûõ ôóíêöèé ðàññìîòðåíû

â [5, 6]. Ïðè ôîðìóëèðîâêå óñëîâèé, êîòîðûì äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü øòðàôíûå

êîýôôèöèåíòû, îáû÷íî âûáèðàþò îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà

èñõîäíîé çàäà÷è.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè òî÷íûõ øòðàôíûõ ôóíêöèé ñóùåñòâåííà ïðîáëåìà

îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé øòðàôíûõ êîýôôèöèåíòîâ, ïðè êîòîðûõ øòðàôíàÿ ôóíê-

öèÿ ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé. Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû ïðèìåíÿþòñÿ ðàçëè÷íûå

ïîäõîäû, à èìåííî ðåøåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çàäà÷ ìèíèìèçàöèè øòðàôíîé

ôóíêöèè ïðè óâåëè÷èâàþùèõñÿ çíà÷åíèÿõ øòðàôíûõ êîýôôèöèåíòîâ; ðåøåíèå

âñïîìîãàòåëüíûõ óïðîùåííûõ (ëèíåàðèçîâàííûõ) çàäà÷ äëÿ îöåíêè îïòèìàëü-

íûõ çíà÷åíèé ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà; âûáîð çíà÷åíèé øòðàôíûõ êîýôôèöèåíòîâ

ïîëüçîâàòåëåì ïðè ðåøåíèè êîíêðåòíîé çàäà÷è.

Âñïîìîãàòåëüíûå (ëèíåàðèçîâàííûå) çàäà÷è ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îïðå-

äåëåíèÿ íàïðàâëåíèÿ ñïóñêà èç òåêóùåé òî÷êè â àëãîðèòìàõ ëèíåàðèçàöèè è ïî-

ñëåäîâàòåëüíîãî êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ [9–13]. Äëÿ îöåíêè îïòè-

ìàëüíûõ çíà÷åíèé ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà â ýòîì ñëó÷àå äîïîëíèòåëüíûå çàòðàòû

îáû÷íî íå òðåáóþòñÿ. Ñëîæíîñòè âîçíèêàþò, åñëè â òåêóùåé òî÷êå âñïîìîãà-

òåëüíàÿ çàäà÷à íå èìååò ðåøåíèé.
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Ïðè ðåøåíèè îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè, èìåþùèõ

áëî÷íóþ ñòðóêòóðó ñî ñâÿçûâàþùèìè ïåðåìåííûìè, øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû

äåêîìïîçèöèè ïî ïåðåìåííûì (îáîáùåííûå ìåòîäû äåêîìïîçèöèè Áåíäåð-

ñà [14–20]), ñâîäÿùèå ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è ê ðåøåíèþ êîîðäèíèðóþùåé çàäà-

÷è è ñîâîêóïíîñòè ïîäçàäà÷ ìåíüøåãî îáúåìà (áëîêîâ). Îãðàíè÷åíèÿ êîîðäèíèðóþ-

ùåé çàäà÷è îïèñûâàþòñÿ íåÿâíî, è ïðè èñïîëüçîâàíèè òàêèõ ìåòîäîâ âîçíèêàþò

îïðåäåëåííûå ïðîáëåìû â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ ðåøåíèé ïîäçàäà÷ ïðè íåêîòîðûõ çíà-

÷åíèÿõ ñâÿçûâàþùèõ ïåðåìåííûõ. Åñëè ïîäçàäà÷è íå èìåþò ðåøåíèé, ãåíåðèðóþò-

ñÿ îòñå÷åíèÿ äîïóñòèìîñòè äëÿ àïïðîêñèìàöèè äîïóñòèìîé îáëàñòè êîîðäèíèðóþ-

ùåé çàäà÷è. Â ðàáîòå [18] ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð íåëèíåéíîé âûïóêëîé çàäà÷è, êîãäà

èñïîëüçîâàíèå îòñå÷åíèé äîïóñòèìîñòè, ïðåäëîæåííûõ â [15, 16], íå îáåñïå÷èâàåò

ñõîäèìîñòè ê îïòèìàëüíîìó ðåøåíèþ èñõîäíîé çàäà÷è. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðåäëà-

ãàåòñÿ ñïåöèàëüíàÿ ôîðìà îòñå÷åíèé äîïóñòèìîñòè. Ïðèìåíåíèå òî÷íûõ øòðàôíûõ

ôóíêöèé ïîçâîëÿåò ïðåîäîëåòü óêàçàííûå ïðîáëåìû, íî â [18] îòìå÷àåòñÿ, ÷òî ïî-

ëó÷èòü îöåíêè øòðàôíûõ êîýôôèöèåíòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåøåíèé ïîäçàäà÷ íå-

âîçìîæíî.

Â ðàáîòàõ [21, 22] äëÿ çàäà÷ âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïðåäëàãàëèñü

ïðîñòûå ïðîöåäóðû îöåíêè øòðàôíûõ êîýôôèöèåíòîâ, íå òðåáóþùèå ðåøåíèÿ

ñëîæíûõ âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷. Äëÿ èõ ïðèìåíåíèÿ äîëæíà áûòü èçâåñòíà äî-

ïóñòèìàÿ òî÷êà èñõîäíîé çàäà÷è, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ Ñëåéòåðà.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìîòðåíû îáîáùåíèÿ ïðåäëîæåííûõ ðàíåå ïîäõîäîâ

äëÿ îöåíêè øòðàôíûõ êîýôôèöèåíòîâ. Â ðàçä. 1 ñôîðìóëèðîâàíû äîñòàòî÷íûå

óñëîâèÿ, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ øòðàôíàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé, îïðå-

äåëåíû âñïîìîãàòåëüíûå çàäà÷è, ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ êîòîðûõ ìîæíî èñ-

ïîëüçîâàòü ïðè îöåíêå øòðàôíûõ êîýôôèöèåíòîâ. Â ðàçä. 2 ðàññìîòðåíû âîç-

ìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ ïðåäëîæåííûõ ïîäõîäîâ â ñõåìàõ äåêîìïîçèöèè ïî ïåðå-

ìåííûì äëÿ áëî÷íûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè ñî ñâÿçûâàþùèìè ïåðåìåííûìè.

Â ðàçä. 3 îïèñàíû óïðîùåííûå ïðîöåäóðû óòî÷íåíèÿ øòðàôíûõ êîýôôèöèåíòîâ

êàê äëÿ çàäà÷, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ Ñëåéòåðà, òàê è äëÿ çàäà÷, ñîäåðæà-

ùèõ îãðàíè÷åíèÿ-ðàâåíñòâà. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðè-

ìåíòîâ íà ñëó÷àéíî ãåíåðèðóåìûõ çàäà÷àõ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

1. ÄÎÑÒÀÒÎ×ÍÛÅ ÓÑËÎÂÈß ÒÎ×ÍÎÑÒÈ ØÒÐÀÔÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìèçàöèè: íàéòè

f f x x C x M0 0
� � � �min ( ): ,{ }, (1)

ãäå C x f xi� �{ : ( ) 0, i m x R n� �1, , , }� , f R Ri
n: � , i m� 0, ,� , — âûïóêëûå

ôóíêöèè, M — íåêîòîðîå (ïðîñòîå) âûïóêëîå ìíîæåñòâî, M R n� . Â êà÷åñ-

òâå ìíîæåñòâà M îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ ïîëîæèòåëüíûé îðòàíò ïðîñòðàíñòâà

R n , ìíîæåñòâà ñ äâóñòîðîííèìè îãðàíè÷åíèÿìè íà ïåðåìåííûå è äðóãèå ìíî-

æåñòâà ïðîñòîé ñòðóêòóðû.

Ïîëîæèì

�� �( ) ( ) ( )x f x f xi i

i

m

� 	 	

�

0

1

, F x f x h x� �( ) ( ) ( )� 	 � 	
0 , � �, ,i � 0 i m�1, ,� ,

ãäå f x f x	 �( ) max , ( ){ }0 , h x f x i mi( ) max ( ), , ,� �{ }1 � ,

� �� �
� � �min ( ):{ }x x M , (2)

F F x x M� �
� � �min ( ):{ }. (3)
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Äàëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî çàäà÷à (1) èìååò ðåøåíèå. Ôóíêöèþ �� ( )x (èëè

F x� ( )) áóäåì íàçûâàòü òî÷íîé øòðàôíîé ôóíêöèåé, åñëè ðåøåíèÿ çàäà÷ (1)

è (2) (ñîîòâåòñòâåííî (3)) ñîâïàäàþò. Óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ôóíêöèè �� ( )x è

F x� ( ) ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè, èññëåäîâàëèñü â [7, 9].

Îáîçíà÷èì

C x h x x R n( ) : ( ) ,� �� � �{ },

ãäå � �R , F x f x h x� � � �( , ) ( ) ( ( ) )� 	 �  	
0 ,

f f x x C x M0 0
� � � �( ) min ( ): ( ),� �{ }, (4)

F F x x M� �� �� � �( ) min ( , ):{ }.

Ëåììà 1. Ïóñòü M — êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî, çàäàíû ÷èñëà �1, � 2 , � �1 2� ,

çàäà÷à (4) èìååò ðåøåíèå ïðè � �� 1, êîýôôèöèåíò � òàêîé, ÷òî F x� �( , ) ÿâëÿåòñÿ

òî÷íîé øòðàôíîé ôóíêöèåé äëÿ çàäà÷è (4) ïðè � �� 1. Òîãäà F x� �( , ) ÿâëÿåòñÿ

òî÷íîé øòðàôíîé ôóíêöèåé äëÿ çàäà÷è (4) ïðè � �� 2 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì x * ( )�1 ðåøåíèå çàäà÷è (4) ïðè � �� 1. Î÷åâèä-

íî, ÷òî çàäà÷à (4) èìååò ðåøåíèå ïðè � �� 2 . Ïîëîæèì

x F x x M2 2
� � �arg { }min ( , ):� � . (5)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x C2 2
� � ( )� , ò.å. h x( )2 2

� � � . Îáîçíà÷èì ~x òî÷êó íà îòðåç-

êå [ ( ), ]x x� ��1 2 , áëèæàéøóþ ê x2
� è òàêóþ, ÷òî ~ ( )x C� � 2 . Î÷åâèäíî, ÷òî

h x(~ ) � � 2 . Èç òî÷íîñòè øòðàôíîé ôóíêöèè F x� �( , )1 ñëåäóåò

F x F x� �� � �( , ( )) ( , ~ )1 1 1
� � . Îòêóäà èç óñëîâèÿ âûïóêëîñòè ôóíêöèè F x� �( , )1

èìååì F x F x� �� �( , ~ ) ( , )1 1 2� � . Äàëåå, ïîñêîëüêó h x(~ ) � � 2 , èìååì

F x F x f x h x f x� �� � � � �( , ~ ) ( , ) (~ ) ( (~ ) ) ( ( )1 1 2 0 1 0 2 � 	   	� � ( ( ) )h x2 1
�  ��

�  ��F x F x� �� �( , ~ ) ( , )2 2 2 0,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ îá îïòèìàëüíîñòè òî÷êè x2
� äëÿ çàäà÷è (5). �

Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàíî, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ F x� �( , ) ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé äëÿ çà-

äà÷è (4) ïðè òåêóùåì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà � , òî îíà îñòàåòñÿ òî÷íîé ïðè óâåëè÷å-

íèè ïàðàìåòðà � (ïðè ðàñøèðåíèè ìíîæåñòâà C ( )� ).

Ïóñòü ìíîæåñòâî èíäåêñîâ îãðàíè÷åíèé I m� { }1, ,� çàäà÷è (1) ðàçáèòî

íà ñîâîêóïíîñòü ïîäìíîæåñòâ I I q

q

Q

�
�1

� , I Iq p� ��, q p� . Ïîëîæèì h xq ( ) �

� �max ( ),{ }f x i Ii q , q Q�1, ,� . Ðàññìîòðèì øòðàôíóþ ôóíêöèþ �� ( ) ( )x f x� 	0

	 	

�

 � q q

q

Q

h x( )

1

è çàäà÷ó

� �� �
� � �inf ( ):{ }x x M . (6)

Ëåììà 2. Ïóñòü çàäà÷à (1) èìååò ðåøåíèå, ui
� , i m�1, ,� , — îïòèìàëüíûå

çíà÷åíèÿ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà, � q i

i I

u

q

� �

�

 , q Q�1, ,� , òîãäà çàäà÷è (1) è (6)

ýêâèâàëåíòíû, ò.å. �� ( )x — òî÷íàÿ øòðàôíàÿ ôóíêöèÿ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóÿ [7], äëÿ ìíîæåñòâà X 1 äîïóñòèìûõ òî÷åê çàäà÷è (1)

èìååì h xq
	 �( ) 0, q Q�1, ,� . Îòêóäà inf ( ): inf ( ):{ } { }�� x x X f x x X f� � � � �

1 0 1 0 .

Äëÿ x M X� \ 1 ïîëó÷àåì

�� �( ) ( ) ( ) ( ) (x f x h x f x u hq q

q

Q

i

i I

q

q

� 	 � 	 �
�
�

�
�
�

	

�

�

�

	
 
0

1

0 x f x u f x f

q

Q

i i

i

m

) ( ) ( )

�

�

�

�
 
� 	 �
1

0

1

0 ,

ò.å. íåäîïóñòèìûå òî÷êè íå ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ìèíèìóìà ôóíêöèè �� ( )x . �

Ðàññìîòðèì âîïðîñû îöåíèâàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ôóíêöèè �� ( )x . Ñëåäóþ-

ùàÿ ëåììà î÷åâèäíà. Îäíàêî ïðèâåäåííûå â íåé óñëîâèÿ ïîçâîëÿþò ôîðìóëèðî-

âàòü ðàçëè÷íûå âñïîìîãàòåëüíûå îïòèìèçàöèîííûå çàäà÷è, ïðèáëèæåííûå ðå-

øåíèÿ êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ îöåíêàìè çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ òî÷íûõ øòðàôíûõ

ôóíêöèé. Ïîä ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì ïîíèìàåòñÿ òî÷êà äîïóñòèìîãî ìíîæåñ-

òâà âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è, ïîëó÷àåìàÿ â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ íåêîòîðûõ

óïðîùåííûõ ïðîöåäóð ïîèñêà. Â êà÷åñòâå òàêèõ ïðîöåäóð ìîæíî ðàññìàòðèâàòü

êîíå÷íîå (íåáîëüøîå) ÷èñëî èòåðàöèé îáû÷íûõ ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè (äëÿ íåêî-

òîðûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè íà íà÷àëüíûõ èòåðàöèÿõ ïðîèñõîäèò ñóùåñòâåííîå

óëó÷øåíèå çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè), à òàêæå ðàçðàáàòûâàòü ñïåöèàëüíûå

ýâðèñòè÷åñêèå ïðîöåäóðû ïîèñêà ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé, ïðè ýòîì íåîáõîäèìî

ó÷èòûâàòü îñîáåííîñòè èñõîäíîé çàäà÷è.

Ñóùåñòâóþùèå ìåòîäû íåãëàäêîé îïòèìèçàöèè, íàïðèìåð r-àëãîðèòì Øîðà

[7, 8], ìàëî ÷óâñòâèòåëüíû ê çàâûøåííûì çíà÷åíèÿì êîýôôèöèåíòîâ øòðàôíûõ

ôóíêöèé, ïîýòîìó íå òðåáóåòñÿ âûñîêîé òî÷íîñòè ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé âñïî-

ìîãàòåëüíûõ çàäà÷.

Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü çíà÷åíèå øòðàôíîãî êîýôôèöèåíòà ïðèåìëå-

ìûì, åñëè îíî ïðåâûøàåò çíà÷åíèå, îïðåäåëÿåìîå â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 2

(èëè åå àíàëîãàìè), íå áîëåå ÷åì â 100 ðàç.

Ëåììà 3. Ïóñòü M — êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî, ~x — ðåøåíèå çàäà÷è (2), çíà-

÷åíèÿ øòðàôíûõ êîýôôèöèåíòîâ ôèêñèðîâàíû. Çàäàíû ÷èñëà �� 0, �� 0 è ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü òî÷åê x Mk � , k �1 2, ,� , ñõîäÿùàÿñÿ ê ~x . Ïóñòü êàæäîé xk ïî íå-

êîòîðîìó ïðàâèëó Ri ïîñòàâëåíû â ñîîòâåòñòâèå òî÷êè z R x Mki i k� �( ) ,

i m�1, ,� , òàêèå, ÷òî

1) f z f xi ki i k( ) ( ( ) )�  	� ,

2) âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

� �� � �( ) ( ) | | | |x z z xk ki ki k� 	  , åñëè f xi k( ) � 0. (7)

Òîãäà ~x C� .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ~x C� . Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñ-

òè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî p m�{ }1, ,� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü zkp ,

k �1 2, ,� , ñõîäèòñÿ ê ïðåäåëüíîé òî÷êå ~z p è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ f xp (~ ) � 0,

f z f xp
p

p(~ ) ( (~ ) )�  	� , ò.å. ~ ~z xp � . Îòêóäà, ïîñêîëüêó èç (7) ñëåäóåò

� �� �(~ ) ( )x z p� , ïîëó÷àåì, ÷òî ~x íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (2), ò.å. ïðåäïî-

ëîæåíèå ~x C� íå âûïîëíÿåòñÿ. �

Ëåììà 3 ïîçâîëÿåò ôîðìóëèðîâàòü ïðàâèëà óòî÷íåíèÿ øòðàôíûõ êîýôôèöè-

åíòîâ ïðè ðåøåíèè çàäà÷è (2) êàêèì-ëèáî ñõîäÿùèìñÿ àëãîðèòìîì. Ïóñòü ïðàâè-

ëà Ri , i m�1, ,� , ôèêñèðîâàíû, à íà íåêîòîðîé èòåðàöèè k äëÿ èíäåêñà

p m�{ }1, ,� íåðàâåíñòâî (7) íàðóøåíî. Òîãäà çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà � p íåîá-
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õîäèìî óâåëè÷èòü, ÷òîáû ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíÿëîñü. Èìååì

f x f x f xk i i k

i p

p p k0 ( ) ( ) ( )	 	 �	

�

	
 � �

� 	 	 	 	

�

	
f z f z f z z xkp i i kp

i p

p p kp kp k0 ( ) ( ) ( ) | | | |� � �

èëè

� p p k p kpf x f z( ( ) ( ))	 	 �

� 	   		

�

	

�

 
f z f z f x f x zkp i i kp

i p

k i i k

i p

k0 0( ) ( ) ( ) ( ) | |� � � p kx | |. (8)

Îòêóäà, îáîçíà÷èâ � �p i i

i p

x f x f x( ) ( ) ( )� 	 	

�

0 ,

�
� � �

p k
p k p k

p k p

z x
z z x x

f x f z
( , )

( ) | | | | ( )

( ) ( )
�

	  

	 	

2

,

ïîëó÷èì óñëîâèå, êîòîðîìó äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü êîýôôèöèåíò � p :

� �p p kp kz x� ( , ) . (9)

Ïðè íàðóøåíèè ýòîãî óñëîâèÿ êîýôôèöèåíò � p óòî÷íÿåòñÿ, ò.å. ìîæíî ïîëà-

ãàòü � �p p kp kz x� ( , ). Äëÿ ñîêðàùåíèÿ ÷èñëà óòî÷íåíèé çíà÷åíèé øòðàôíûõ

êîýôôèöèåíòîâ èñïîëüçóåòñÿ óñèëåííîå ïðàâèëî

� �p p kp kz x B� 	( , ) , (10)

ãäå B � 0 — çàäàííûé ïàðàìåòð.

Çàâûøåííûå çíà÷åíèÿ øòðàôíûõ êîýôôèöèåíòîâ ïðèâîäÿò ê ïëîõîé îáóñ-

ëîâëåííîñòè ðåøàåìîé çàäà÷è. Äëÿ ìèíèìèçàöèè çíà÷åíèé � p , p m�1, ,� , íóæ-

íî èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå ïðàâèëà R p äëÿ êàæäîé òî÷êè xk ðåøåíèå âñïîìîãà-

òåëüíûõ çàäà÷ (ïîñòðîåíèå îïòèìàëüíîãî ïðàâèëà R p )

� � �p
z

p k p p kz x f z f x z M* min ( , ): ( ) ( ( ) ) ,� �  �	{ }. (11)

Çàäà÷à (11) íå ïðîùå èñõîäíîé çàäà÷è (1), îäíàêî, ïîñêîëüêó îíà ïðåäíàçíà-

÷åíà äëÿ îöåíêè øòðàôíûõ êîýôôèöèåíòîâ, ìîæíî èñïîëüçîâàòü åå

ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ.

Ðàññìîòðèì óïðîùåíèå çàäà÷è (11): íàéòè

� � � �p
z

p k p p kz z x f z f x z M� 	� 	  �  �min ( ) | | | | : ( ) ( ( ) ) ,{ }2 . (12)

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå À, åñëè îãðàíè÷åíèå

f z f xp p k( ) ( ( ) )�  	� çàäà÷è (11) àêòèâíî â òî÷êå, ÿâëÿþùåéñÿ ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è.

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ À ðåøåíèÿ çàäà÷ (11) è (12) ñîâïàäàþò. Â ñàìîì

äåëå

�
� � � �

p k
p k p k

p k p

p
z x

z z x x

f x f z
( , )

( ) | | | | ( )

( ) ( )

(
�

	  


�

	 	

2 z z x x

f x f x

k p k

p k p k

) | | | | ( )

( ) ( ( ) )

	  

 	 	

� �

�

2

.
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Îòêóäà ñëåäóåò �
� �

�
p

p p k

p k p k

x

f x f x

�
�

	 	
�



 

( )

( ) ( ( ) )
. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ À ïî-

ñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïðåâðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî è ðåøåíèå çàäà÷è (11) ÿâëÿåòñÿ

ðåøåíèåì çàäà÷è (12). Ïðè íåâûïîëíåíèè óñëîâèÿ À ðåøåíèå çàäà÷è (12) ÿâ-

ëÿåòñÿ ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (11).

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ i p� , i m�1, ,� , ìîæåò èìåòü ìåñòî

f z f xi kp i k
	 	�( ) ( ). Â ýòîì ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèå ïðàâèëà (10) ïðèâîäèò ê ñóùåñ-

òâåííîìó çàâûøåíèþ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ. Ïîýòîìó äàëåå òàêæå ðàññìàò-

ðèâàþòñÿ îöåíî÷íûå çàäà÷è ñ íåñêîëüêî ñóæåííîé îáëàñòüþ äîïóñòèìûõ òî÷åê

min ( ) | | | | : ( )
z

p k p kz z x z C x{ }� �	  �2 , (13)

min { ( ) | | | | : ( )}
z

k p kf z z x z C x0
2	  �� , (14)

ãäå C x z f z f x f z f x i p ip k p p k i i k( ) : ( ) ( ( ) ) , ( ) ( ), , ,� �  � � �	 	{ � 1 � , ,m z M� }.

Êàê è ðàíåå, åñëè îãðàíè÷åíèÿ çàäà÷è (13) àêòèâíû â îïòèìàëüíîé òî÷êå, òî

ðåøåíèÿ çàäà÷ (13) è (14) ñîâïàäàþò.

Ëþáîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå çàäà÷è (13) èëè (14) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü îöåíêó

çíà÷åíèÿ øòðàôíîãî êîýôôèöèåíòà. Çàìåòèì, ÷òî ïîèñê äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ

ýòèõ çàäà÷ ìîæåò áûòü ïðîáëåìàòè÷íûì. Ñóæåíèå äîïóñòèìîé îáëàñòè çà-

äà÷ (13) èëè (14) ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ îïòèìàëüíûõ çíà÷å-

íèé (è ê óâåëè÷åíèþ îöåíîê øòðàôíûõ êîýôôèöèåíòîâ) è ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ

äëÿ óïðîùåíèÿ ïîëó÷àåìûõ çàäà÷. Ââîäÿ â çàäà÷ó äîâåðèòåëüíóþ îáëàñòü

| | | |z xk � 	 (trust region), ïðè âû÷èñëåíèè îöåíîê øòðàôíûõ êîýôôèöèåíòîâ èñ-

ïîëüçóåì ñâîéñòâà ôóíêöèé çàäà÷è â îêðåñòíîñòè òåêóùåé òî÷êè

min ( ) | | | | : | | | | , ( )
z

k k p kf z z x z x z C x{ }0
2	   � �� 	 . (15)

Âûáèðàÿ ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå 	, ïðè êîòîðîì çàäà÷à (15) èìååò äîïóñòè-

ìûå ðåøåíèÿ, ïîëó÷àåì çàäà÷ó ïðîåêòèðîâàíèÿ òåêóùåé òî÷êè xk íà äîïóñòè-

ìóþ îáëàñòü çàäà÷è (14)

z z x z C x
k
p

z
k p k�  �arg { }min | | | | : ( )2 . (16)

Âìåñòî ôóíêöèé f i , i m�1, ,� , â çàäà÷å (16) ìîæíî èñïîëüçîâàòü èõ êóñî÷-

íî-ëèíåéíûå àïïðîêñèìàöèè â òî÷êå xk . Ïðè òàêîé çàìåíå ïîëó÷èì çàäà÷ó ïðîåêòè-

ðîâàíèÿ íà âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê, êîòîðûé íàçîâåì íà÷àëüíîé (êóñî÷íî-ëèíåé-

íîé) àïïðîêñèìàöèåé ìíîæåñòâà C xp k( ). Äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ òàêîé çàäà-

÷è ðàçðàáàòûâàþòñÿ ýôôåêòèâíûå ñïåöèàëèçèðîâàííûå ìåòîäû. Çàìåòèì, ÷òî

ïîëó÷åííîå ðåøåíèå ìîæåò íå óäîâëåòâîðÿòü îãðàíè÷åíèÿì çàäà÷è (15). Â ýòîì ñëó-

÷àå ñëåäóåò óòî÷íÿòü íà÷àëüíóþ àïïðîêñèìàöèþ ìíîæåñòâà C xp k( ), ïîêà îãðàíè-

÷åíèÿ íå ñòàíóò âûïîëíÿòüñÿ, ëèáî ïðèìåíÿòü äðóãèå ïîäõîäû.

Îáîçíà÷èì �zkp ïðîåêöèþ òî÷êè xk íà íà÷àëüíóþ àïïðîêñèìàöèþ ìíîæåñòâà

C xp k( ). Äëÿ óòî÷íåíèÿ ðåøåíèÿ �zkp ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðîñòóþ ïðîöåäóðó,

åñëè èçâåñòíà äîïóñòèìàÿ òî÷êà y0 èñõîäíîé çàäà÷è, òàêàÿ ÷òî f yi ( )0 0� ,

i m�1, ,� , y M0 � . Äëÿ òàêîãî óòî÷íåíèÿ äîñòàòî÷íî âûïîëíèòü ïîèñê íà îòðåç-

êå [ , � ]y zkp0 òî÷êè ~z , áëèæàéøåé ê �zkp è òàêîé, ÷òî ~ ( )z C xp k� .

Ìåòîäû ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ïîëèýäð îïèñàíû â [23, 24].
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2. ØÒÐÀÔÍÛÅ ÔÓÍÊÖÈÈ Â ÑÕÅÌÀÕ ÄÅÊÎÌÏÎÇÈÖÈÈ ÁÅÍÄÅÐÑÀ

Ñõåìû äåêîìïîçèöèè ïî ïåðåìåííûì ðàñìîòðåíû â [7, 14–20]. Îñîáåííîñòüþ

ìåòîäîâ äåêîìïîçèöèè ïî ïåðåìåííûì ÿâëÿåòñÿ íåÿâíîå îïèñàíèå äîïóñòèìîé

îáëàñòè êîîðäèíèðóþùåé çàäà÷è. Åñëè ñâÿçûâàþùèå ïåðåìåííûå íàõîäÿòñÿ

âíå äîïóñòèìîé îáëàñòè, òî íåêîòîðûå ïîäçàäà÷è ìîãóò íå èìåòü ðåøåíèÿ.

Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ýòèõ ïðîáëåì åñòåñòâåííî èñïîëüçîâàíèå òî÷íûõ øòðàôíûõ

ôóíêöèé, îäíàêî, êàê îòìå÷àåòñÿ â [18, 19], äëÿ îöåíêè øòðàôíûõ êîýôôèöè-

åíòîâ â îáùåì ñëó÷àå ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû íåèçâåñòíû. Äàëåå èññëåäóåòñÿ

âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ îïèñàííûõ ïîäõîäîâ â ñõåìàõ äåêîìïîçèöèè ïî ïå-

ðåìåííûì.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (1). Ïóñòü âåêòîð x ïðåäñòàâëåí â âèäå x x x xQ� ( , , , )0 1
� ,

ãäå

� x M Rq q n
q

� � , q Q� 0 1, , ,� ;

� ìíîæåñòâî èíäåêñîâ îãðàíè÷åíèé I m� { }1, ,� çàäà÷è (1) ðàçáèòî íà ñîâî-

êóïíîñòü ïîäìíîæåñòâ, I I q

q

Q

�
�1

� , I I q pq p� �� �, ;

� ôóíêöèè f xi ( ), i m� 0 1, , ,� , è ìíîæåñòâî M èìåþò âèä

f x f x xq q

q

Q

0 0
0

1

( ) ( , )�
�

 ,

f x f x x i Ii i
q q

q( ) ( , ),� �0 , q Q�1, ,� ,

M M M M Q� � � �0 1
� .

Çäåñü f x x f x xq q
i
q q

0
0 0( , ), ( , ), i I q� , — âûïóêëûå ôóíêöèè, ïðèíèìàþùèå êî-

íå÷íûå çíà÷åíèÿ ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííûõ, M q — âûïóêëûå ìíî-

æåñòâà ïðîñòîé ñòðóêòóðû, q Q� 0, ,� . Òîãäà (1) ÿâëÿåòñÿ áëî÷íîé çàäà÷åé

ñî ñâÿçûâàþùèìè ïåðåìåííûìè

f f x x x x C x M q Q xq q

q

Q
q q q q

0 0
0

1

0 01�

�

� � � �
min ( , ): ( , ) , , , , ,� �
�
�
�

��

 
!
�

"�
M 0 , (17)

ãäå C x x f x x i I x R x Rq q
i
q q

q
n q n

q

� � � � �{ }( , ): ( , ) , , ,0 0 00
0

.

Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî çàäà÷à (17) èìååò ðåøåíèå.

Ïóñòü ñâÿçûâàþùèå ïåðåìåííûå x 0 ôèêñèðîâàíû. Îáîçíà÷èì

# q
q

q q q q qx f x x x C x x M( ) min ( , ): ( ),0 0 0 0� � �{ }, (18)

ãäå C x x f x x i Iq q
i
q q

q( ) : ( , ) ,0 0 0� � �{ }.

Ïîëîæèì W x C x Mq q q� � ��{ }0 0: ( ) , # q x( )0 � 	$ , åñëè x W q0 � .

Â ñõåìàõ äåêîìïîçèöèè ïî ïåðåìåííûì ðåøàåòñÿ ñëåäóþùàÿ (êîîðäèíèðó-

þùàÿ) çàäà÷à, êîòîðàÿ ýêâèâàëåíòíà èñõîäíîé (17): íàéòè

min ( ): ,# q

q

Q
q

q

Q

x x W x M0

1

0

1

0 0

� �

 � �

�
�
�

��

 
!
�

"�
� . (19)
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Ôóíêöèè # q x( )0 âûïóêëûå ñîáñòâåííûå, ìíîæåñòâà W q çàäàíû íåÿâíî. Äëÿ

âû÷èñëåíèÿ ñóáãðàäèåíòîâ ôóíêöèé # q x( )0 èñïîëüçóþòñÿ òî÷íûå ðåøåíèÿ ïîäçà-

äà÷ (18) èëè ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ �-ñóáãðàäèåíòîâ [7, 25, 26].

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (19) ìîæíî ïðèìåíÿòü ìåòîäû íåãëàäêîé îïòèìèçàöèè. Ïðè

èñïîëüçîâàíèè òî÷íûõ øòðàôíûõ ôóíêöèé ïîëó÷àåì W Rq n�
0

, q Q�1, ,� ,

è ïðîáëåìà íåÿâíîãî îïèñàíèÿ ìíîæåñòâ W q ðåøàåòñÿ.

Ïîëîæèì h x x f x x i Iq
q

i
q q

q( , ) max ( , ),0 0� �{ }, q Q�1, ,� , � � �� ( , , )1 � Q .

Çàäà÷ó (17) ðàññìîòðèì â ôîðìå

f f x x h x x x M q Q xq q

q

Q

q
q q q

0 0
0

1

0 0 1�

�

� � � �
min ( , ): ( , ) , , , , ,�
0 0�

�
�
�

��

 
!
�

"�
M

è èñïîëüçóåì øòðàôíóþ ôóíêöèþ �� �( ) [ ( , ) ( , )]x f x x h x xq q
q q

q

q

Q

� 	 	

�

 0

0 0

1

.

Ïðèâåäåì âîçìîæíûå ñõåìû îöåíêè øòðàôíûõ êîýôôèöèåíòîâ ôóíêöèè �� ( )x .

Áóäåì ñ÷èòàòü çàäàííîé òî÷êó y y y yQ
0 0

0
0
1

0
� ( , , , )� , y Mq q

0
� , q Q� 0 1, , ,� , òà-

êóþ, ÷òî h y yq
q( , )

0
0

0
0� , q Q�1, ,� .

Ïóñòü çàäàíà òåêóùàÿ òî÷êà xk . Äëÿ îïðåäåëåíèÿ òî÷êè zkp , p Q�{ }1, ,� ,

óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì 1 ëåììû 3, èñïîëüçóåì çàäà÷ó (14). Ïîñêîëüêó ýòà çàäà-

÷à íå ïðîùå èñõîäíîé, ðàññìîòðèì åå íà ñóæåííîì ìíîæåñòâå äîïóñòèìûõ ðåøå-

íèé, êîòîðîå îïèøåì ñ ïîìîùüþ ïåðåìåííûõ z Mp p� (ëîêàëüíûõ ïåðåìåííûõ

áëîêà p) è ïåðåìåííîé t R� , 0 1� �t . Ïîëîæèì z t z z t z q Qp q p( , ) ( ( , ), , , , )� � 0 1 � ,

ãäå z t z z t x t y xq p q
k
q q

k
q( , ) ( ) ( ),� � 	 

0
q p� , 0 1� �t è z t z zp p p( , ) � — ëîêàëü-

íûå ïåðåìåííûå áëîêà p.

Äëÿ ôóíêöèé hq , q p� , êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü, âûïîëíÿåòñÿ

h z t z t h x xq
q

q k k
q( ( ), ( )) ( , )0 0� ïðè 0 1� �t . Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî çàäà÷ó (14) íà ñó-

æåííîì ìíîæåñòâå äîïóñòèìûõ ðåøåíèé ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó

min ( ( , )) | | ( , ) | | : ( ( ), )
,t z

p p
k p

p

p
f z t z z t z x h z t z{ 0

2 0	  ��

�  � � �	( ( , ) ) , ,h x x z M tp k k
p p p0 0 1� }, (20)

ãäå f z t z f z t z t f z t zp

q q p

Q
q q p p

0

1
0

0
0

0( ( , )) ( ( ), ( )) ( ( ),

,

� 	
� �

 ).

Çàäà÷à (20) âñåãäà èìååò ðåøåíèå è ÷èñëî åå ïåðåìåííûõ íà åäèíèöó ïðåâû-

øàåò ÷èñëî ëîêàëüíûõ ïåðåìåííûõ áëîêà p.

Äëÿ òîãî ÷òîáû âûÿñíèòü, êàê çàâèñÿò ïîëó÷àåìûå îöåíêè øòðàôíûõ êîýôôè-

öèåíòîâ îò âûáîðà òî÷êè y0 è â êàêèõ ñëó÷àÿõ òàêèå îöåíêè ïðèíèìàþò ïðèåìëå-

ìûå èëè ÷ðåçìåðíî çàâûøåííûå çíà÷åíèÿ, íåîáõîäèì äîïîëíèòåëüíûé àíàëèç.

3. ÓÏÐÎÙÅÍÍÛÅ ÎÖÅÍÊÈ

3.1. Ïðîöåäóðà óïðîùåííîãî íàïðàâëåííîãî ïîèñêà. Ðàññìîòðèì èñõîäíóþ

çàäà÷ó (1) è øòðàôíóþ ôóíêöèþ F x� ( ). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî M R n� è äëÿ

ìíîæåñòâà C âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Ñëåéòåðà.
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Äëÿ ôóíêöèè F x� ( ) è ôèêñèðîâàííîé òî÷êè x Rk
n� çàäà÷ó (14) çàïèøåì êàê

min ( ) | | | | : ( ) ( ( ) )
z

k kf z z x h z h x{ }0
2	  �  	� � , (21)

íåðàâåíñòâî (9), êîòîðîìó â äàííîì ñëó÷àå äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü êîýôôèöè-

åíò � , ïðèíèìàåò âèä

� �
�

� �
 	 

	 	
( , )

( ) ( ) | | | |

( ) ( )
z x

f z f x z x

h x h z
k k

k k k k

k k

0 0
2

, (22)

ãäå â êà÷åñòâå òî÷êè zk èñïîëüçóåì ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (21).

Áóäåì ñ÷èòàòü çàäàííîé áàçîâóþ òî÷êó y C0 � , òàêóþ ÷òî h y( )0 0� . Äëÿ

y R n� ïîëîæèì

z y f z z x z y t y y h z h
t

k( ) min ( ) | | | | : ( ), ( ) ( (� 	  � 	  �arg { 0
2

0� x t Rk ) ) , , �	� } (23)


 �( ) ( ( )) | | ( ) | |y f z y z y xk� 	 0
2 .

Çàäà÷à îäíîìåðíîãî ïîèñêà (23) èìååò ðåøåíèå ïðè ëþáîì y.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ òî÷êè zk âìåñòî çàäà÷è (21) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðèáëè-

æåííîå ðåøåíèå ñëåäóþùåé çàäà÷è:

~ min ( ) :y y y R
y

n% �arg { }
 . (24)

Ïðè ýòîì z z yk � (~ ).

Ïðîñòåéøèì ïðàâèëîì âûáîðà òî÷êè ~y ïðè ïðèáëèæåííîì ðåøåíèè çàäà-

÷è (24) ÿâëÿåòñÿ ~y xk� . Ïðè îïðåäåëåíèè òî÷êè zk èñïîëüçóåì ïðèáëèæåííîå

ðåøåíèå ~( )z xk çàäà÷è (23), äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ

h z x h xk k(~ ( )) ( ( ) )�  	� , (25)

ò.å. z z xk k� ~( ). Òàêîå ïðàâèëî áóäåì íàçûâàòü ïðîöåäóðîé óïðîùåííîãî íà-

ïðàâëåííîãî ïîèñêà îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè h x( ) è òî÷êè xk . Ìîæíî îæèäàòü,

÷òî òàêîå ïðîñòîå ïðàâèëî ïðèâåäåò ê ñóùåñòâåííî çàâûøåííûì îöåíêàì

øòðàôíîãî êîýôôèöèåíòà è ÷òî â îïðåäåëåííûõ ñèòóàöèÿõ ýòè îöåíêè áóäóò

íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàòü. Ñâîéñòâà ýòîãî ïðàâèëà õàðàêòåðèçóþòñÿ ñëåäóþ-

ùåé òåîðåìîé.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ìíîæåñòâî C îãðàíè÷åíî, ôóíêöèÿ f 0 óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ Ëèïøèöà íà C . Çàäàíû:

� òî÷êà y C0 � , h y( )0 0� ,

� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê xk , k �1 2, ,� , ñõîäÿùàÿñÿ ê ðåøåíèþ ~x çàäà÷è (3).

Äëÿ êàæäîãî k �1 2, ,� ïîëîæèì z z xk k� ~( ). Òîãäà ñóùåñòâóåò
~
� � $ òàêîå,

÷òî � �( , )
~

z xk k � (�( , )z xk k îïðåäåëåíî â óñëîâèè (22)) äëÿ ëþáîãî k , äëÿ êî-

òîðîãî h xk( ) � 0, ò.å. ïðè âûáîðå � ��
~

øòðàôíàÿ ôóíêöèÿ F x� ( ) ÿâëÿåòñÿ òî÷-

íîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì L êîíñòàíòó Ëèïøèöà ôóíêöèè f 0 ,

r y z z C�  �max | | | | :{ }0 , ~y — òî÷êó îòðåçêà [ , ]y xk0 òàêóþ, ÷òî h y(~ ) � 0.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ñèëó âûïóêëîñòè ôóíêöèè h èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

h x h z
h y h y

y y
z x

h y

r
k k k k( ) ( )

(~ ) ( )

| | ~ | |
| | | |

( )
 �




�  �

0

0

0 � | | | |z xk k . (26)
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Ïîñêîëüêó h xk( ) � 0, h zk( ) � 0 (â ñîîòâåòñòâèè ñ (25)), â ñèëó ëèïøèöåâîñòè

ôóíêöèè f 0 è íåðàâåíñòâ (26) ïîëó÷àåì

�
�

( , )
( ) ( ) | | | |

( ) ( )
z x

f z f x z x

h x h z
k k

k k k k

k k

�
 	 


�0 0

2

�
 	 


�


	
L z x z x

h x h z

r

h y
L zk k k k

k k
k

| | | | | | | |

( ) ( ) ( )
( | |

�
�

2

0

 xk | | ) .

Èç óñëîâèÿ (25) ñëåäóåò h x h zk k( ) ( ) � �. Ó÷èòûâàÿ (26), ïîëó÷àåì

| | | |
( ) ( )

( ) ( )
z x r

h x h z

h y

r

h y
k k

k k �



�
0 0

�
. Îòêóäà îêîí÷àòåëüíî èìååì �( , )z xk k �

�


	


�

�
��

�

�
��

r

h y
L

r

h y( ) ( )0 0

�
�

. Ïîëàãàÿ
~

( ) ( )
� �

�
�


	


�

�
��

�

�
��

r

h y
L

r

h y0 0

, ïîëó÷àåì óòâåð-

æäåíèå òåîðåìû. �

Ïðè ïðèìåíåíèè ïðîöåäóðû óïðîùåííîãî íàïðàâëåííîãî ïîèñêà ñóùåñ-

òâåíåí âûáîð òî÷êè y0 . Öåëåñîîáðàçíî âûáðàòü y h x
x

0
� arg min ( ). Ïðè ýòîì âàæ-

íûì ÿâëÿåòñÿ ìàñøòàáèðîâàíèå ôóíêöèé f xi ( ), i m�1, ,� . Â êà÷åñòâå òî÷êè y0

ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ òàêæå öåíòð âïèñàííîãî âî ìíîæåñòâî C øàðà ìàêñèìàëü-

íîãî ðàäèóñà.

Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïðîâîäèëèñü íà çàäà÷àõ ëèíåéíîãî ïðîãðàììè-

ðîâàíèÿ (ËÏ): min , :{ }& ' �c x x C , ãäå C x Ax b� �{ : ,  � �100 100x i , i n�1, ,� ,

x R n� }, b R m� , A R m n� � , x i — i-ÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà x.

Ìíîæåñòâî { }x Ax b x R n: ,� � îïðåäåëÿëîñü íàáîðîì m ñëó÷àéíûõ îïîðíûõ

ïëîñêîñòåé ê n-ìåðíîé ñôåðå ñ öåíòðîì â ñëó÷àéíîé òî÷êå x0 ñ íîðìàëüíî ðàñïðå-

äåëåííûìè êîîðäèíàòàìè è ðàäèóñîì r �1. Ãåíåðèðîâàíèå òàêèõ ìíîãîãðàííèêîâ

ïðîâîäèëîñü ñ ïîìîùüþ Octave-ïðîãðàììû èç [23]. Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ çàäàâàëàñü

âåêòîðîì ñî ñëó÷àéíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ËÏ èñïîëüçîâà-

ëàñü Octave-ïðîãðàììà GLPK, ÷òî ïîçâîëÿëî îïðåäåëÿòü çíà÷åíèÿ äâîéñòâåííûõ

ïåðåìåííûõ. Äëÿ ñãåíåðèðîâàííîé çàäà÷è ËÏ ôîðìèðîâàëàñü øòðàôíàÿ ôóíêöèÿ

F x� ( ), äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è áåçóñëîâíîé îïòèìèçàöèè (3) ïðèìåíÿëñÿ r-àëãîðèòì

Øîðà [8], ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ íà ÿçûêå Octave èç [27].

Óñëîâèå, êîòîðîìó äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü êîýôôèöèåíò � , ïðîâåðÿëîñü ïðè

êàæäîì âû÷èñëåíèè çíà÷åíèÿ øòðàôíîé ôóíêöèè. Â ñëó÷àå íàðóøåíèÿ ýòîãî

óñëîâèÿ êîýôôèöèåíò � óâåëè÷èâàëñÿ. Ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî çíà÷åíèÿ êîýôôèöè-

åíòà � , ãåíåðèðóåìûå ïðåäëîæåííûìè ïðîöåäóðàìè óòî÷íåíèÿ øòðàôíîãî êîýô-

ôèöèåíòà, ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò áàçîâîé òî÷êè y C0 � . Ïîýòîìó â êà÷åñòâå y0

âûáèðàëàñü òî÷êà y x p0 0( )� �� 	 , ãäå p R n� — ñëó÷àéíûé âåêòîð òàêîé, ÷òî

Ay b0 ( )� � , åñëè �� 1, ïðè � �1âåêòîð y0 ( )� ïðèíàäëåæèò ãðàíèöå ìíîæåñòâà C .

Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïðîâåäåííûõ ïðè ðàçëè÷íûõ

çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà �, ïðèâåäåíû â òàáë. 1, â êîòîðîé èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå

îáîçíà÷åíèÿ: n — ÷èñëî ïåðåìåííûõ çàäà÷è ËÏ; m — ÷èñëî îãðàíè÷åíèé-íåðà-

âåíñòâ; �� — ñóììà çíà÷åíèé (ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå) äâîéñòâåííûõ ïåðåìåí-

íûõ, ïîëó÷åííûõ ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ËÏ;
~
� — çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà � , ïîëó-

÷åííîå â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ïðîöåäóðû óòî÷íåíèÿ çíà÷åíèÿ øòðàôíîãî êî-

ýôôèöèåíòà; � — âåëè÷èíà ñäâèãà èç òî÷êè x0 â íàïðàâëåíèè ñëó÷àéíîãî âåêòîðà

p ïðè ïîñòðîåíèè áàçîâîé òî÷êè y x p0 0� 	 � .
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Òàêæå ðàññìàòðèâàëèñü çàäà÷è, â êîòîðûå äîáàâëÿëèñü äâà (ïàðàëëåëüíûõ)

îãðàíè÷åíèÿ-íåðàâåíñòâà: & '  � & ' � & ' 	p x p x p x, , ,0 0� �, ãäå p — ñëó÷àéíûé

(íîðìèðîâàííûé) âåêòîð, à � çàäàåò ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ øèðèíû ïîëîñû, îïðå-

äåëÿåìîé ýòèìè íåðàâåíñòâàìè. Òàêèå çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ ïðèáëèæåíèÿìè äëÿ çà-

äà÷ ñ îãðàíè÷åíèÿìè-ðàâåíñòâàìè. Ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ ïðèâåäåíû

â òàáë. 2, â êîòîðîé èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ, àíàëîãè÷íûå òàáë. 1. Ïðè îöåíêå

øòðàôíûõ êîýôôèöèåíòîâ â êà÷åñòâå áàçîâîé òî÷êè y0 âûáèðàëàñü y x0 0� .

Ðåçóëüòàòû, ïðèâåäåííûå â òàáë. 1, ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðåäëîæåííàÿ ïðîöåäóðà

óïðîùåííîãî íàïðàâëåííîãî ïîèñêà ãåíåðèðóåò íå ñëèøêîì áîëüøèå çíà÷åíèÿ êî-

ýôôèöèåíòîâ òî÷íûõ øòðàôíûõ ôóíêöèé ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ðàññìîòðåííîãî

êëàññà. Äëÿ âûáîðà áàçîâîé òî÷êè y0 íàèáîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíû òî÷êè, ðàñïîëî-

æåííûå âáëèçè òî÷êè x0 , êîòîðóþ ìîæíî óñëîâíî òðàêòîâàòü êàê öåíòð ñôåðû

ìàêñèìàëüíîãî ðàäèóñà, âïèñàííîé â äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî C èñõîäíîé çàäà÷è.

Ïðè óäàëåíèè áàçîâîé òî÷êè y0 îò öåíòðà x0 (è ïðèáëèæåíèè ê ãðàíèöå ìíîæåñ-

òâà C) çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ óâåëè÷èâàþòñÿ, íî îñòàþòñÿ â ïðèåìëåìûõ ïðåäå-

ëàõ. Ïðè íàëè÷èè äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé-íåðàâåíñòâ (ñì. òàáë. 2), ïðèáëè-

æàþùèõ îãðàíè÷åíèÿ-ðàâåíñòâà, çíà÷åíèÿ øòðàôíûõ êîýôôèöèåíòîâ ñòàíîâÿòñÿ

íåïðèåìëåìî áîëüøèìè.

3.2. Ïðîöåäóðà ïðîåêòèðîâàíèÿ è íàïðàâëåííîãî ïîèñêà. Ðàññìîòðèì

ñëó÷àé, êîãäà äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî èñõîäíîé çàäà÷è (1) èìååò âèä

C x Ax b f x i m x Ri
n� � � � �{ }: , ( ) , , , ,0 1 � , ãäå A — íåâûðîæäåííàÿ ( )m ne � -

ìàòðèöà, b R
me� , me — ÷èñëî îãðàíè÷åíèé-ðàâåíñòâ, m ne � . Ïîëîæèì h x1 ( ) �
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Ò à á ë è ö à 1

m n�

Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðîöåäóðû
óïðîùåííîãî íàïðàâëåííîãî ïîèñêà

��
~
�

� � 0 � � 0.3 � � 0.6 � � 0.9

20 10� 1.6775 3.1351 3.1351 6.4115 20.536

100 10� 1.1215 3.0306 3.0306 4.0564 13.591

100 20� 2.0470 4.6529 4.6529 4.6529 4.6529

100 50� 6.8511 14.806 20.784 36.269 125.36

100 100� 3.6452 52.656 74.861 123.02 373.84

200 100� 6.7081 24.671 34.747 58.162 145.81

Ò à á ë è ö à 2

m n�

Ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ äîïîëíèòåëüíûìè ïàðàëëåëüíûìè
îãðàíè÷åíèÿìè-íåðàâåíñòâàìè ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðîöåäóðû óïðîùåííîãî

íàïðàâëåííîãî ïîèñêà

� � 0.3 � � 0.2 � � 0.1 � � 0.05

�*
~
� �*

~
� �*

~
� �*

~
�

20 10� 1.7300 51.369 1.8815 93.373 1.8815 180.24 1.8815 2734.8

100 10� 2.3431 39.488 2.3588 69.861 2.3588 110.02 2.3936 2710.0

100 20� 2.9644 92.095 2.9644 131.54 2.9644 257.76 2.9644 5006.8

100 50� 7.2650 524.92 7.2650 746.76 7.2650 1861.6 7.2650 3.6882e	 004

100 100� 6.2961 5605.6 6.3349 7985.1 6.3349 1.5539e	 004 6.3349 2.7235e	 005

200 100� 8.2491 2843.8 8.2491 4121.8 8.2491 6938.0 8.2491 1.5099e+005



�  �max | | , , ,{ }A x b i mi i e1 � , h x f x i mi2 1( ) max ( ), , ,� �{ }� , h x h x h x( ) max ( ), ( )� { }1 2 .

Èñïîëüçóåì øòðàôíûå ôóíêöèè âèäà F x f x h x� �( ) ( ) ( )� 	 � 	
0 .

Îáîçíà÷èì X x Ax b x Re
n� � �{ }: , è ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïðîåêòèðîâàíèÿ

ïðîèçâîëüíîé òî÷êè xk íà ìíîæåñòâî X e

y x x x x Ax b x Re k X k k
n

e
( ) ( ) min | | | | : ,� �  � �

�
�
�

 
!
"

( arg
1

2

2 . (27)

Ðåøåíèå çàäà÷è (27) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

y x A AA b Ax x b Axe k k k k( ) ( ) ( )�  	 � 	T T 1 ,

ãäå b A AA b� T T( ) 1 , A I A AA A�  T T( ) 1 . Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî çàäàíà íà-

÷àëüíàÿ òî÷êà y X e0 � , äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ h y2 0 0( )� .

Äëÿ óòî÷íåíèÿ êîýôôèöèåíòà � ôóíêöèè F x� ( ) ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùàÿ

ïðîöåäóðà ïðîåêòèðîâàíèÿ è íàïðàâëåííîãî ïîèñêà.

Øàã 1. Åñëè h x h xk k1 ( ) ( ( ) )�  	� , âûïîëíèòü ïðîöåäóðó óïðîùåííîãî íà-

ïðàâëåííîãî ïîèñêà îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè h x2 ( ) è òî÷êè xk , ïåðåéòè ê øàãó 5.

Øàã 2. Îïðåäåëèòü òî÷êó y x xe k X ke
( ) ( )� ( (ðåøèòü çàäà÷ó (27)).

Øàã 3. Îïðåäåëèòü òî÷êó y1 îòðåçêà [ ( ), ]y x xe k k , áëèæàéøóþ ê xk , äëÿ êî-

òîðîé âûïîëíÿåòñÿ h y h xk1 1( ) ( ( ) )�  	� .

Øàã 4. Âûïîëíèòü ïðîöåäóðó óïðîùåííîãî íàïðàâëåííîãî ïîèñêà îòíîñè-

òåëüíî ôóíêöèè h x2 ( ) è òî÷êè y1.

Øàã 5. Âû÷èñëèòü �( , )z xk k â ñîîòâåòñòâèè ñ (22) è, åñëè óñëîâèå

� �� ( , )z xk k íå âûïîëíÿåòñÿ, óâåëè÷èòü çíà÷åíèå � .

Äåéñòâèÿ, âûïîëíÿåìûå íà øàãàõ 2–4, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðèáëèæåí-

íîå ðåøåíèå àíàëîãà çàäà÷è (21) ïðè äîïîëíèòåëüíîì îãðàíè÷åíèè

z f z z x h z h x z affk
z

k k% 	  �  �	arg { {min ( ) | | | | : ( ) ( ( ) ) ,0
2� � x y y xk e k, , ( )0 }}, (28)

ãäå aff a a a{ }1 2 2, , — àôôèííàÿ îáîëî÷êà òî÷åê a1, a a R n
2 2, � .

Òðóäîåìêîñòü øàãà 2 íåâûñîêàÿ, ïîñêîëüêó âåêòîð b è ìàòðèöà A âû÷èñëÿ-

þòñÿ îäèí ðàç. Çàäà÷à (28) ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé äâóìåðíîãî ïîèñêà.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ìíîæåñòâî C îãðàíè÷åíî, ôóíêöèè f 0 è h2 óäîâëåòâîðÿþò

óñëîâèþ Ëèïøèöà íà C . Çàäàíû:

� òî÷êà y X x Ax be0 � � �{ }: , äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ h y2 0 0( )� ;

� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê, ñõîäÿùàÿñÿ ê ðåøåíèþ ~x çàäà÷è (3).

Ïóñòü äëÿ êàæäîãî k �1 2, ,� âåëè÷èíà �( , )z xk k îïðåäåëÿåòñÿ â ñîîòâåò-

ñòâèè ñ ïðîöåäóðîé ïðîåêòèðîâàíèÿ è íàïðàâëåííîãî ïîèñêà. Òîãäà ñóùåñòâóåò
~
� � $ òàêîå, ÷òî ïðè âûáîðå � ��

~
øòðàôíàÿ ôóíêöèÿ F x� ( ) ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè óñëîâèè h x h xk k1 ( ) ( ( ) )�  	� ôîðìèðóåòñÿ òî÷êà

y x xe k X ke
( ) ( )� ( (ïðîåêöèÿ xk íà ìíîæåñòâî X e) è òî÷êà y1 îòðåçêà

[ ( ), ]y x xe k k , áëèæàéøàÿ ê xk , äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ h y h xk1 1( ) ( ( ) )�  	� .

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà l1, îïðåäåëÿåìàÿ ìàòðèöåé A, òà-

êàÿ ÷òî | | | | ( ( ) ( )) ( ( ) ( ( ) ) )x y l h x h y l h x h xk k k k �  �   	
1 1 1 1 1 1 � . Îáîçíà÷èì

~
( ) ( ( ) )� ��   �	h x h xk k min ( ),{ }h xk � . Òîãäà

| | | |
~

x y lk  �1 1�. (29)
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Îáîçíà÷èì L2 êîíñòàíòó Ëèïøèöà ôóíêöèè h2 . Òîãäà h y h xk2 1 2( ) ( ) �
�  �L x y L lk2 1 2 1| | | |

~
�, ò.å.

h y h x L l h x L lk k2 1 2 2 1 2 1( ) ( )
~

( )
~

� 	 � 	� �. (30)

Ïîâòîðèâ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò êîí-

ñòàíòà l2 òàêàÿ, ÷òî | | | | ( ( ) ( ))z y l h y h zk k � 1 2 2 1 2 . Ó÷èòûâàÿ (30) è òî, ÷òî

h z h z h xk k k2( ) ( ) ( ( ) )� �  	� , ïîëó÷àåì | | | | ( ( )
~

( ( ) ) )z y l h x L l h xk k k � 	   �	
1 2 2 1� �

� 	 � 	l L l l L l2 2 1 2 2 11(
~ ~

)
~

( )� � � . Ó÷èòûâàÿ (29), èìååì

| | | | | | | | | | | |
~

( )
~ ~

z x z y x y l L l lk k k k �  	  � 	 	 �1 1 2 2 1 11� � �( )
~

l l L l l2 1 2 1 2	 	 � ��,

ãäå �� 	 	l l L l l2 1 2 1 2 . Â ñèëó ëèïøèöåâîñòè ôóíêöèè f 0 ïîëó÷àåì

�
�

( , )
( ) ( ) | | | |

( ) ( )

| |
z x

f z f x z x

h x h z

L z
k k

k k k k

k k

�
 	 


�0 0

2
k k k kx z x 	 

�
| | | | | |

~
�

�

2

�
	

� 	
L

L

~
(
~

)
~

~� � �

�
��

� �
� �

2
2 ,

ãäå L — êîíñòàíòà Ëèïøèöà ôóíêöèè f 0 . Îòêóäà ñëåäóåò äîêàçàòåëüñòâî òåî-

ðåìû. �

Â êà÷åñòâå òî÷êè y0 ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ ðåøåíèå çàäà÷è y0 �
� �arg { }min ( ):h x Ax b2 . Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïðîâîäèëèñü íà çàäà-

÷àõ ËÏ:

min , :{ }& ' �c x x C ,

ãäå C x Ax b� �{ : , A x be e� ,  � �100 100xi , i n�1, ,� , x R n� }, b R m� , b Re
me� ,

A R m n� � , A Re
m ne� �

, m ne � , x i — i-ÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà x.

Ìíîæåñòâî { }x Ax b x R n: ,� � è öåëåâàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëÿëèñü òàê æå, êàê

è â ïîäðàçä. 3.2. Îãðàíè÷åíèÿ A x be e� îïðåäåëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè ïëîñêîñòÿìè,

ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç òî÷êó x0 . Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è áåçóñëîâíîé îïòèìèçàöèè (2)

ïðèìåíÿëèñü òå æå ïðîãðàììíûå ñðåäñòâà.

Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðîöåäóðû

ïðîåêòèðîâàíèÿ è íàïðàâëåííîãî ïîèñêà ïðèâåäåíû â òàáë. 3, â êîòîðîé, êðîìå îáî-

çíà÷åíèÿ me — ÷èñëî îãðàíè÷åíèé-ðàâåíñòâ, èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ òàáë. 1 è 2.
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Ò à á ë è ö à 3

m n�

Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðîöåäóðû
ïðîåêòèðîâàíèÿ è íàïðàâëåííîãî ïîèñêà

me �*
~
�

� � 0 � � 0.3 � � 0.6 � � 0.9

20 10� 3 2.1796 4.5815 6.6127 6.6127 6.6127

100 10� 3 1.8820 4.6494 4.6494 4.6494 4.6494

100 20� 7 2.6429 4.6072 4.6072 4.6072 4.6072

100 50� 17 7.9559 13.476 13.476 16.403 16.403

100 100� 33 4.8329 27.909 31.711 45.899 45.899

200 100� 33 8.3726 11.528 11.528 14.239 38.517



Â êà÷åñòâå áàçîâîé âûáðàíà òî÷êà y x p0 0( )� �� 	 , ãäå p R n� — ñëó÷àéíûé âåêòîð

òàêîé, ÷òî A y b0 ( )� � , A y be e0 ( )� � , åñëè �� 1, ïðè � �1 âåêòîð y0 ( )� ïðèíàäëåæèò

ãðàíèöå ìíîæåñòâà C.

Èç òàáë. 3 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà çàäà÷ ñ îãðàíè÷åíèÿ-

ìè-ðàâåíñòâàìè ïðåäëîæåííàÿ ïðîöåäóðà ïðîåêòèðîâàíèÿ è íàïðàâëåííîãî ïî-

èñêà ãåíåðèðóåò ïðèåìëåìûå çíà÷åíèÿ øòðàôíûõ êîýôôèöèåíòîâ.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â ðàáîòå ïðèâåäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ çíà÷åíèé øòðàôíûõ êîýôôèöè-

åíòîâ, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ øòðàôíûå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè. Íà

îñíîâàíèè ýòèõ óñëîâèé ñôîðìóëèðîâàíû ðàçëè÷íûå âñïîìîãàòåëüíûå îïòè-

ìèçàöèîííûå çàäà÷è, ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ êîòîðûõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü

äëÿ âû÷èñëåíèÿ îöåíîê øòðàôíûõ êîýôôèöèåíòîâ.

Äëÿ áëî÷íûõ çàäà÷ ñî ñâÿçûâàþùèìè ïåðåìåííûìè òàêèå âñïîìîãàòåëüíûå

çàäà÷è ñôîðìóëèðîâàíû äëÿ êàæäîãî îòäåëüíîãî áëîêà, ïðè ýòîì ÷èñëî ïåðåìåí-

íûõ êàæäîé âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è (ïîäçàäà÷è) íà åäèíèöó ïðåâûøàåò ÷èñëî

ëîêàëüíûõ ïåðåìåííûõ ñîîòâåòñòâóþùåãî áëîêà. Ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ

âñïîìîãàòåëüíàÿ ïîäçàäà÷à èìååò ðåøåíèå äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé ñâÿçûâàþùèõ

ïåðåìåííûõ. Òàêîé ïîäõîä îïðåäåëåíèÿ øòðàôíûõ êîýôôèöèåíòîâ ìîæåò áûòü

ïîëåçåí ïðè ðåàëèçàöèè ñõåì äåêîìïîçèöèè ïî ïåðåìåííûì (îáîáùåííûõ

ìåòîäîâ äåêîìïîçèöèè Áåíäåðñà).

Â ðàáîòå äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ çàäà÷ ðàññìîòðåíû óïðîùåííûå ïðîöåäóðû

ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé ñôîðìóëèðîâàííûõ âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷.

Ñôîðìóëèðîâàíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ òàêèå óïðîùåííûå ïðîöåäóðû ãåíåðèðóþò

êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ øòðàôíûõ êîýôôèöèåíòîâ. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëè-

òåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñ ïðèìåíåíèåì ïðåäëîæåííûõ ïðîöåäóð äëÿ îöåíêè øòðàô-

íûõ êîýôôèöèåíòîâ ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, óäîâëåòâîðÿ-

þùèõ óñëîâèþ Ñëåéòåðà, à òàêæå ïðè íàëè÷èè ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé-ðàâåíñòâ.

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ êëàññîâ çàäà÷ øòðàôíûå êîýôôèöèåíòû, ïîëó÷åííûå ñ èñ-

ïîëüçîâàíèåì ïðåäëîæåííûõ ïðîöåäóð, íå ñëèøêîì ñèëüíî îòëè÷àëèñü îò îöåíîê,

îïðåäåëÿåìûõ îïòèìàëüíûìè çíà÷åíèÿìè äâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ.

Ðàññìîòðåííûå óïðîùåííûå ïðîöåäóðû ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøå-

íèé âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ ìîæíî òàêæå èñïîëüçîâàòü äëÿ áëî÷íûõ çàäà÷

ñî ñâÿçûâàþùèìè ïåðåìåííûìè. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé âñïî-

ìîãàòåëüíûõ çàäà÷ ìîæíî ðàçðàáàòûâàòü ðàçëè÷íûå óïðîùåííûå ïðîöåäóðû,

ïðè ýòîì íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü îñîáåííîñòè ðåøàåìûõ çàäà÷. Âîïðîñû ýôôåê-

òèâíîñòè ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà òðåáóþò óãëóáëåííîãî àíàëèçà, ÷òî

ïëàíèðóåòñÿ äåëàòü â äàëüíåéøèõ ðàáîòàõ.

Àâòîðû áëàãîäàðÿò Í.Ã. Æóðáåíêî è Â.Í. Êóçüìåíêî çà öåííûå çàìå÷àíèÿ.
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Þ.Ï. Ëàïò³í, Ò.Î. Áàðäàäèì

ÏÐÎÁËÅÌÈ ÂÈÇÍÀ×ÅÍÍß ÊÎÅÔ²Ö²ªÍÒ²Â ÒÎ×ÍÈÕ ØÒÐÀÔÍÈÕ ÔÓÍÊÖ²É

Àíîòàö³ÿ. Ðîçãëÿíóòî íîâ³ ï³äõîäè äî îö³íþâàííÿ êîåô³ö³ºíò³â òî÷íèõ
øòðàôíèõ ôóíêö³é äëÿ îïòèì³çàö³éíèõ çàäà÷ ç îáìåæåííÿìè. Íàâåäåíî ðå-
çóëüòàòè îá÷èñëþâàëüíèõ åêñïåðèìåíò³â ç âèêîðèñòàííÿì ñïðîùåíèõ ïðîöå-
äóð îö³íþâàííÿ êîåô³ö³ºíò³â äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ äåÿêèõ êëàñ³â çàäà÷. Íàéá³ëüø
àêòóàëüíèìè òàê³ ï³äõîäè º äëÿ ìåòîä³â äåêîìïîçèö³¿ çà çì³ííèìè (óçà-
ãàëüíåíèõ ìåòîä³â äåêîìïîçèö³¿ Áåíäåðñà). Öå äîçâîëÿº çàïîá³ãàòè òðóäíî-
ùàì, ïîâ’ÿçàíèì ç íåÿâíèì îïèñîì äîïóñòèìî¿ îáëàñò³ êîîðäèíóâàëüíî¿ çà-
äà÷³.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: òî÷í³ øòðàôí³ ôóíêö³¿, ñòðóêòóðîâàí³ çàäà÷³ îïòèì³çàö³¿,
ìåòîäè äåêîìïîçèö³¿.

Yu.P. Laptin, T.O. Bardadym
PROBLEMS RELATED TO ESTIMATION OF THE COEFFICIENTS OF EXACT PENALTY
FUNCTIONS

Abstract. New approaches to estimation of the coefficients of exact penalty
functions for constrained optimization problems are considered. The results of
computational experiments on the use of simplified coefficient estimation
procedures for solving certain classes of problems are presented. Such
approaches are most relevant when using the methods of decomposition in
variables (generalized Benders decomposition). This allows us to overcome the
issues related to implicit description of feasible region in the master problem.

Keywords: exact penalty functions, structured optimization problems,
decomposition methods.
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