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Àííîòàöèÿ. Ïðèâåäåí ïðîñòîé è áûñòðûé ìåòîä îöåíêè àñèìïòîòè÷åñêîé
óñòîé÷èâîñòè ñóùåñòâåííî íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, â ÷àñòíîñòè
ñèñòåì áîëüøîé ðàçìåðíîñòè, äëÿ êîòîðûõ ðÿäû Òåéëîðà ðàçëîæåíèÿ ïðà-
âûõ ÷àñòåé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñõîäÿòñÿ ìåäëåííî è ñóììà ÷ëå-
íîâ âûøå âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ìîæåò çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàòü âåëè÷èíó
ëþáîãî ÷ëåíà âòîðîãî ïîðÿäêà. Â òàêîì ñëó÷àå ìåòîä ôóíêöèé Ëÿïóíîâà íå
ìîæåò ãàðàíòèðîâàòü êîððåêòíóþ îöåíêó óñòîé÷èâîñòè. Â îñíîâå ïðåäëîæåí-
íîãî ìåòîäà — ïðîöåäóðà ìàêñèìèçàöèè ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ ìåòðèêè ïðî-
ñòðàíñòâà âîçìóùåííîãî ñîñòîÿíèÿ, êîòîðàÿ òîëüêî â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ìî-
æåò îêàçàòüñÿ îäíîâðåìåííî è ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà. Îïèñàííàÿ ìåòîäèêà íå
ðàññ÷èòàíà íà îöåíêó óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíûõ ñèñòåì.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óñòîé÷èâîñòü äâèæåíèÿ, íåëèíåéíûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Áàçîâûå îñíîâû îáùåé òåîðèè óñòîé÷èâîñòè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì çàëîæåíû

â äèññåðòàöèè À.Ì. Ëÿïóíîâà â 1892 ã. è ïîçäíåå äîïîëíåíû Í.Ã. ×åòàåâûì,

Í.Í. Êðàñîâñêèì è äð. Íåêîòîðûå ÷àñòíûå ïðèåìû èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñ-

òè ðàçðàáàòûâàëèñü è ðàíåå, íàïðèìåð Ý.Äæ. Ðàóñîì, Í.Å. Æóêîâñêèì è äðó-

ãèìè ó÷åíûìè, îäíàêî ñèñòåìàòèçèðîâàííàÿ îáùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷ óñòîé÷è-

âîñòè äâèæåíèÿ ïðåäëîæåíà è ãëóáîêî ïðîðàáîòàíà À.Ì. Ëÿïóíîâûì. Ñàìûì

îáùèì ìåòîäîì äî ñèõ ïîð îñòàåòñÿ ìåòîä Ëÿïóíîâà, ïîçâîëÿþùèé òî÷íî

îöåíèâàòü óñòîé÷èâîñòü ëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, íî â ñëó÷àå íåëèíåé-

íûõ ñèñòåì îí íå âñåãäà êîððåêòåí [1–4].

Ìåòîä ôóíêöèé Ëÿïóíîâà â ñâîåé èäåéíîé îñíîâå ïðîñòîé, íî ïðè åãî ïðàê-

òè÷åñêîì èñïîëüçîâàíèè âîçíèêàþò áîëüøèå, à íåðåäêî è íåðàçðåøèìûå òðóä-

íîñòè. Ïåðâûé íåäîñòàòîê îáóñëîâëåí òåì, ÷òî çíàêîîïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ

(êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà) V x( ) äîëæíà áûòü âûáðàíà òàê, ÷òîáû ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ

îò íåå ïî âðåìåíè �V
V

x

dx

dt
�

�

�
, ãäå

dx

dt
f x� ( ) — âåêòîðíîå äèôôåðåíöèàëüíîå

óðàâíåíèå äâèæåíèÿ, áûëà çíàêîîïðåäåëåííîé ôóíêöèåé ïðîòèâîïîëîæíîãî

çíàêà îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè V . Îäíàêî ïîèñê ïîäîáíîé ôóíêöèè ñêîðåå ìîæ-

íî îòíåñòè ê ìàòåìàòè÷åñêîé èíòóèöèè, ÷åì ê íàóêå. Âòîðîé íåäîñòàòîê çà-

êëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà V x( ) — òîëüêî êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà,

ñîñòàâëåííàÿ èç ìàëûõ âòîðîãî ïîðÿäêà ïðè ðàçëîæåíèè ïðàâûõ ÷àñòåé äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ðÿäû Òåéëîðà. Íî êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà â ñó-

ùåñòâåííî íåëèíåéíûõ çàäà÷àõ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè ( )n � 5 ñ ìåäëåííî ñõî-

äÿùèìèñÿ ðÿäàìè Òåéëîðà íå ó÷èòûâàåò ÷àñòíûå ñóììû ðÿäà ðàçëîæåíèÿ

â ðÿä Òåéëîðà, êîòîðûå â çàäà÷àõ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè ìîãóò ïðåâûøàòü

äàæå ñàìûé áîëüøîé ÷ëåí êâàäðàòè÷íîé ôîðìû. Â òàêîì ñëó÷àå îíà íå ìîæåò

áûòü îñíîâîé äëÿ îöåíêè óñòîé÷èâîñòè. Íàïðèìåð, ñóììà âñåõ ÷ëåíîâ òðåòüå-

ãî ïîðÿäêà ìàëîñòè â ñóùåñòâåííî íåëèíåéíûõ çàäà÷àõ áîëüøîé ðàçìåðíîñ-

òè, â êîòîðûõ ðÿäû Òåéëîðà ñõîäÿòñÿ ìåäëåííî, êàê ïðàâèëî, ïðåâîñõîäèò

(çà ñ÷åò áîëüøîãî ÷èñëà ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà ïðè áîëüøèõ n)

ëþáîé ÷ëåí âòîðîãî ïîðÿäêà, èç êîòîðûõ ñòðîèòñÿ ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà. Îòñþ-

äà ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà íå ó÷èòûâàåò ïîëíîé èíôîðìàöèè î äèíà-
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ìèêå ñèñòåìû, à çíà÷èò, îíà íå ìîæåò îáåñïå÷èòü äîñòîâåðíûé àíàëèç óñòîé-

÷èâîñòè ñèñòåìû. Ýòî ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé îøèáîê â îöåíêå óñòîé÷èâîñòè ïî

ìåòîäó ôóíêöèé Ëÿïóíîâà è ñóùåñòâåííîãî íåñîâïàäåíèÿ îáëàñòåé óñòîé÷è-

âîñòè, ïîëó÷àåìûõ íà îñíîâå ðàçíûõ ôóíêöèé Ëÿïóíîâà â îäíîé è òîé æå çà-

äà÷å. Âîçíèêàåò âîïðîñ: íàñêîëüêî êîððåêòíû îöåíêè óñòîé÷èâîñòè, ïîëó÷àå-

ìûå íà îñíîâå ôóíêöèé Ëÿïóíîâà?

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ «âàðèàöèîííàÿ» ìåòîäèêà, èìåþùàÿ ñëå-

äóþùèå ïîëîæèòåëüíûå õàðàêòåðèñòèêè: íå òðåáóåòñÿ ïðåäâàðèòåëüíîãî ðàçëî-

æåíèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ðÿäû Òåéëîðà; íå òðåáóåò-

ñÿ ñëîæíîãî è íå âñåãäà ýôôåêòèâíîãî ïîèñêà ôóíêöèè Ëÿïóíîâà; çàäà÷à ñâîäèò-

ñÿ ê ïðîñòîé çàäà÷å ïîèñêà ìàêñèìóìà ôóíêöèè êîíå÷íîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ.

Òàêàÿ ìåòîäèêà äàåò íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè, â îòëè÷èå îò ìåòîäèêè

Ëÿïóíîâà, îñíîâàííîé íà äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ. Â äàííîé ìåòîäèêå ïðåäëàãàåò-

ñÿ âìåñòî òðóäîåìêîãî ïîèñêà ôóíêöèé Ëÿïóíîâà îïðåäåëÿòü ìàêñèìóì ñêîðîñ-

òè èçìåíåíèÿ åâêëèäîâîé ìåòðèêè S x( ) â ïðîñòðàíñòâå X . Â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ,

êîãäà ýòà ìåòðèêà â êîíêðåòíî ðåøàåìîé çàäà÷å îêàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ëÿïóíî-

âà, íàéäåííûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ñòàíîâÿòñÿ íåîáõîäèìûìè è äîñòàòî÷íûìè.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Ïóñòü íåêîòîðûé ïðîöåññ â n-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå îïèñûâàåòñÿ

âåêòîðíûì îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì

dy

dt
Y y t t� ( ( ), ), (1)

ãäå Y y t t( ( ), ) — çàäàííàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ òðåáîâàíèÿì, îáåñ-

ïå÷èâàþùèì ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1), y t y t y tn( ) ( , ,= ( ) ( ))1 � —

âåêòîð-ôóíêöèÿ ôàçîâûõ êîîðäèíàò y ti ( ), i n= 1, ..., . Äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëà-

ãàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå è íåïðåðûâíîñòü âòîðûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
�

�

2

,
Y

y

i

k
2

i k n, , ,= 1 � .

Ïóñòü z t( ) — íåêîòîðîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1), îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî òðå-

áóåòñÿ óñòàíîâèòü, óñòîé÷èâî ëè îíî ê ìàëûì âîçìóùåíèÿì x t( ). Ýòè âîçìóùå-

íèÿ ìîæíî çàäàòü â âèäå

x t y t z t( ) = ( ) ( )� .

Ïîäñòàâèì äàííîå ðàâåíñòâî â óðàâíåíèå (1) è ïåðåïèøåì åãî â êîîðäèíàòàõ

dz

dt

dx

dt
Y z x z x t i ni i

i n n+ = ( + + , ), = 11 1, , , ,� � . (1a)

Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ïðîâîäèì, îñíîâûâàÿñü íà ýòèõ óðàâíåíèÿõ èëè

ïðåäâàðèòåëüíî ðàçëàãàÿ ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé (1a) â ðÿäû Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè

ðåøåíèÿ z t( ):
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ãäå �Yi — ñóììà ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ âûøå ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî x.

Ïîñêîëüêó èññëåäóåìîå íà óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèå z t( ) óäîâëåòâîðÿåò óðàâ-

íåíèþ (1), ò.å. óðàâíåíèþ
dz

dt
Y z t� ( , ), (2)

ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ âèäà

dx Y
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x Yi i
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+ ,� i n= 1, ,� . (3)
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Óñòîé÷èâîñòü çàäàííîãî ðåøåíèÿ z t( ) îïðåäåëÿþò ïî õàðàêòåðó ñòðåìëåíèÿ

ê íóëþ ðåøåíèÿ x t( ) óðàâíåíèé (3) èëè (1a). Èñïîëüçîâàíèå òîëüêî ëèíåéíîé

÷àñòè óðàâíåíèÿ (3) ðåäêî ðåçóëüòàòèâíî, à àíàëèç ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ ó÷åòîì íå-

ëèíåéíûõ ÷ëåíîâ îáû÷íî ïðîâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé Ëÿïóíîâà V x( ).

Åñëè â êà÷åñòâå ôóíêöèè Ëÿïóíîâà óäàåòñÿ ïîäîáðàòü òàêóþ îïðåäåëåííî-

ïîëîæèòåëüíóþ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó V x( ), ÷òî ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò íåå ïî

âðåìåíè � ( )V V x
dx

dt
�

�

�
	




�
��grad 0, ïðèìåíåííàÿ ñ ó÷åòîì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé (3) âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ, îêàçûâàåòñÿ îïðåäåëåííî-îòðèöàòåëüíîé, òî

ðåøåíèå z t( ) óðàâíåíèÿ (2) ñîãëàñíî îñíîâíîé òåîðåìå Ëÿïóíîâà [1, ñ. 39] àñèì-

ïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî. Îäíàêî, êàê ïðàâèëî, ïîèñê òàêîé ôóíêöèè V x( ) òðóäîå-

ìîê è íå âñåãäà ýôôåêòèâåí, â ñâÿçè ñ ÷åì ïîèñê àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè,

ñîîòâåòñòâóþùåé ïàðå ( , � )V V� �0 0 , çàìåíÿþò ïîèñêîì ïñåâäîóñòîé÷èâîñòè, ñî-

îòâåòñòâóþùåé ïàðå ( , � )V V� �0 0 [1–4].

ÎÏÈÑÀÍÈÅ ÂÀÐÈÀÖÈÎÍÍÎÉ ÌÅÒÎÄÈÊÈ

Ðàññìîòðèì îòëè÷íûé îò êëàññè÷åñêèõ ìåòîäèê [1–4] ïîäõîä ê ïðîáëåìå èñ-

ñëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè

âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ [5]. Ïóñòü â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå çàäàíû ìåò-

ðèêà (äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ óäîáíåå ïðèìåíÿòü «ïîëóìåòðèêó»

S x
k

k

n

=
1

2

2

1�
� ) è íåêîòîðîå ìàëîå ÷èñëî � � 0. Ïðîàíàëèçèðóåì ðåøåíèÿ óðàâíå-

íèé (3) èëè (1a) â ìàëîé îêðåñòíîñòè íóëÿ ïðîñòðàíñòâà X , ò.å. â îáëàñòè

S x
k

k

n

=
1

2
<2

1�
� �. (4)

Îïðåäåëåíèå 1. Íàçîâåì íåêîòîðîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) �-óñòîé÷èâûì,

åñëè íàéäóòñÿ ìàëîå ÷èñëî � � 0 è ìîìåíò 0 < <t1 � òàêèå, ÷òî ïðè âñåõ t t> 1 òðà-

åêòîðèÿ äâèæåíèÿ x t( ) íå âûéäåò èç îáëàñòè (4). Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî äâèæåíèå

ìîíîòîííî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, åñëè äëÿ ëþáîãî ñêîëü óãîäíî ìàëîãî

÷èñëà � � 0 òðàåêòîðèÿ x t( ) ìîíîòîííî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ â îáëàñòè (4) è äîñòèãàåò

íóëÿ ïðè t � �, à ñëåäîâàòåëüíî, òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå X óäîâ-

ëåòâîðÿåò óñëîâèþ
� �S S x= (grad ) 0� .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å èìååò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêàÿ

óñòîé÷èâîñòü. Êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ 1, îáúåêò äâèæåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå X

âíóòðü ñôåðû (4), à çíà÷èò, ôóíêöèÿ �S íåïîëîæèòåëüíà â îáëàñòè (4) è åå ìàêñèìóì

äîñòèãàåòñÿ (ïðè t t� 1) â íåêîòîðîé òî÷êå x ýòîé îáëàñòè, â ÷àñòíîñòè ïðè x � 0.

Î÷åâèäíî, ÷òî ãëîáàëüíûé ìàêñèìóì â äàííîé îáëàñòè, åñëè îí ñóùåñòâóåò, äîñ-

òèãàåòñÿ â íóëå ïðîñòðàíñòâà X , ÷òî è îçíà÷àåò ìîíîòîííóþ àñèìïòîòè÷åñêóþ

óñòîé÷èâîñòü, à ëþáûå ëîêàëüíûå ìàêñèìóìû â îáëàñòè (4), äîñòèãàåìûå

âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ ýòîé îáëàñòè, çà èñêëþ÷åíèåì òî÷êè x � 0, ñîãëàñíî îïðå-

äåëåíèþ 1 ìîãóò îïðåäåëÿòü íå áîëåå ÷åì �-óñòîé÷èâîñòü.

Ýòî óòâåðæäåíèå, ïî ñóòè, ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâîì ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 1. ×òîáû íåêîòîðîå ðåøåíèå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (1) áûëî

�-óñòîé÷èâûì ïî îòíîøåíèþ ê ìàëûì âîçìóùåíèÿì (4), íåîáõîäèìî, ÷òîáû

ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè �S , âû÷èñëåííàÿ ñ ó÷åòîì äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ (1a) èëè (3), äîñòèãàëà ìàêñèìóìà â îáëàñ-

òè (4), à â ñëó÷àå ìîíîòîííîé àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ìàêñèìóì äîñòè-

ãàëñÿ â íóëå ïðîñòðàíñòâà X .
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Ñëåäñòâèå 1. ×òîáû â îòêðûòîé îáëàñòè (4) èìåëà ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêàÿ
óñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (1a) èëè (3) îòíîñèòåëüíî êîîðäè-
íàò xi , íåîáõîäèìî, ÷òîáû â ñêîëü óãîäíî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x � 0 óäîâ-
ëåòâîðÿëèñü ñëåäóþùèå îòíîøåíèÿ [5, ñ. 35, 36]:

�

�
�

�

�
� �

2

2
0 0 1 2

�

,
�

( , , ..., )
S

x

S

x
i n

i i

.

Ñëåäñòâèå 2. ×òîáû â îòêðûòîé îáëàñòè (4) èìåëà ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêàÿ

óñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (1a) èëè (3), íåîáõîäèìî, ÷òîáû

â ñêîëü óãîäíî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x � 0 óäîâëåòâîðÿëèñü ñëåäóþùèå îòíî-

øåíèÿ [5, ñ. 35, 36]:
�

�
�

�

�
� �

2

2
0 0 1 2

�

,
�

, , , ,
S

x

S

x
i n

i i

� .

Äîñòàòî÷íîñòü èìååò ìåñòî òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ôóíêöèÿ S â êîíêðåò-

íîé çàäà÷å îêàçûâàåòñÿ òàêæå ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà.
Òåîðåìó 1, ïîçâîëÿþùóþ áûñòðî è ïðîñòî îöåíèâàòü óñòîé÷èâîñòü ñëîæíûõ

ñóùåñòâåííî íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü êàê

ïðåäâàðèòåëüíîå ñðåäñòâî îöåíêè óñòîé÷èâîñòè, ïðåæäå ÷åì ïåðåõîäèòü ê ñëîæ-

íûì ìåòîäèêàì Ëÿïóíîâà [1–4].
Çàìå÷àíèå 1. Åñëè â çàäà÷å ñóùåñòâóåò àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü, çàäàâà-

åìàÿ îïðåäåëåíèåì 1 è òåîðåìîé 1, òî âûïîëíÿþòñÿ íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñëå-

äñòâèé 1 è 2. Îäíàêî èç èõ óäîâëåòâîðåíèÿ íå îáÿçàòåëüíî âûòåêàåò, ÷òî èìååò ìåñ-

òî àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü. Ñëåäîâàòåëüíî, íåîáõîäèìî êàêîå-ëèáî ïîäòâåð-

æäåíèå ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà ñ ïîìîùüþ òåîðèè ôóíêöèé Ëÿïóíîâà V x( ),

äàþùåé äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè. Òàêîå ïîäòâåðæäåíèå èìååì, íàïðè-

ìåð, êîãäà ôóíêöèÿ S îêàçûâàåòñÿ â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà.

Ïðåäëàãàåìóþ ìåòîäèêó âñëåäñòâèå åå ïðîñòîòû ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîëó÷å-

íèÿ áûñòðîé ïðåäâàðèòåëüíîé îöåíêè óñòîé÷èâîñòè, ïðè÷åì èç òåîðåìû 1 íå ñëå-

äóåò, ÷òî ôóíêöèÿ S äîëæíà áûòü ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà. Äëÿ ðàññìîòðåííîãî äàëåå

ïðèìåðà 2 â ðàáîòå [1] íå óäàëîñü íàéòè ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà, ãàðàíòèðóþùóþ

àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü ïî êîîðäèíàòàì ( , )x x1 2 , îíà áûëà íàéäåíà òîëüêî

ïî ïåðåìåííûì ( , )x x1 2
2 . Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 1 ïîèñê ïîëíîé îáëàñòè óñòîé÷èâîñ-

òè ïî êîîðäèíàòàì ( , )x x1 2 îñóùåñòâèòü íåñëîæíî.
Çàìå÷àíèå 2. Â êëàññè÷åñêîé òåîðèè [1–4] íà îñíîâå ðàçëè÷íûõ ôóíêöèé Ëÿ-

ïóíîâà, íàéäåííûõ äëÿ îäíîé è òîé æå êîíêðåòíîé çàäà÷è, êàê ïðàâèëî, ïîëó÷àþò

ðàçíûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè. Òîãäà ïåðåä èññëåäîâàòåëåì (èíæåíåðîì) âñòàåò

âîïðîñ: êàêàÿ èç ôóíêöèé Ëÿïóíîâà êîððåêòíà? Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âñå ôóíê-

öèè êîððåêòíû, òî ñêîëüêî íåîáõîäèìî «ïðèäóìàòü» ôóíêöèé, ÷òîáû âûÿâèòü âñå

îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïîèñê äàæå îäíîé

ïîäîáíîé ôóíêöèè íåðåäêî îêàçûâàåòñÿ áåçðåçóëüòàòíûì? Òàêèì îáðàçîì, ïðè

îöåíêå óñòîé÷èâîñòè ñóùåñòâåííî íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì íå ñëåäóåò

îñíîâûâàòüñÿ íà ìåòîäå ôóíêöèé Ëÿïóíîâà. Â òî æå âðåìÿ ìåòîäèêà Ëÿïóíîâà áå-

çóïðå÷íà â îòíîøåíèè ëèíåéíûõ ñèñòåì è, âåðîÿòíî, äëÿ íèõ îíà íåçàìåíèìà.
Ðàññìîòðèì ìåòîäèêó èñïîëüçîâàíèÿ ïðåäëàãàåìîãî âàðèàöèîííîãî ìåòîäà

(îñíîâàííîãî íà íåîáõîäèìûõ óñëîâèÿõ îïòèìàëüíîñòè) äëÿ èññëåäîâàíèÿ

óñòîé÷èâîñòè ñóùåñòâåííî íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ïðîñòîãî è ýô-

ôåêòèâíîãî â ñðàâíåíèè ñ ìåòîäàìè Ëÿïóíîâà.

ÏÐÈÌÅÐÛ ÏÐÈÌÅÍÅÍÈß ÍÎÂÎÃÎ ÂÀÐÈÀÖÈÎÍÍÎÃÎ ÌÅÒÎÄÀ

Ïðèìåð 1 [1, ñ. 46 ]. Äëÿ îöåíêè óñòîé÷èâîñòè ñóùåñòâåííî íåëèíåéíîé äè-

íàìè÷åñêîé ñèñòåìû

�

( )
x

x

x
x1

1

1
2 2

2

1
2� �


 , �

( ) ( )
x

x

x

x

x
2

1

1
2

2

1
2

2
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1
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â [1, ñ. 46 ] íàéäåíà ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà

V
x

x
x= +1

2

1
2 2

2

1( )
,

ïîäòâåðäèâøàÿ àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü äàííîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû.

Îòìåòèì, ÷òî â ýòîé çàäà÷å àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ñ ïîìîùüþ ïðåä-

ëàãàåìîé ìåòîäèêè îïðåäåëÿåòñÿ áåç êàêèõ-ëèáî òðóäíîñòåé. Ñîñòàâëÿÿ ôóíê-

öèþ � � �S x x x x� 1 1 2 2 è âû÷èñëÿÿ îò íåå âòîðûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå, ïîëó÷àåì

�

�
�

2

= 4 < 0, = 1,2
�S

x
i

i
2

,

îòêóäà ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 2 âûòåêàåò àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü. Çàìåòèì,

÷òî â äàííîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ S îêàçûâàåòñÿ åùå îäíîé ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà.

Ïðèìåð 2. Ïóñòü íåëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ âîçìóùåííîãî

äâèæåíèÿ èìåþò ñëåäóþùèé âèä [1, ñ. 54, 55]:

� �x ax bx x cx x ex1 1 2
2

2 1 2 2
3= + , = + . (5)

Òðåáóåòñÿ íàéòè îãðàíè÷åíèÿ íà ïàðàìåòðû ( , , , )a b c e ðàññìàòðèâàåìîé äèíà-

ìè÷åñêîé ñèñòåìû, îáåñïå÷èâàþùèå åå àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü ê ìà-

ëûì âîçìóùåíèÿì ( , )x x1 2 .

Â ðàáîòå [1, ñ. 54, 55] ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà äëÿ ñèñòåìû (5) èùåòñÿ â âèäå

V x x x x�  
1

2
2

1
2

1 2 2
2( )� � , (6)

ãäå � è � ïîäáèðàþòñÿ èñõîäÿ èç óñëîâèÿ, ÷òî ôóíêöèÿ V ïîëîæèòåëüíî-îïðå-

äåëåííàÿ, à �V îòðèöàòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ. Äëÿ ïîëîæèòåëüíîñòè ôóíêöèè V

ñîãëàñíî êðèòåðèþ Ñèëüâåñòðà [1, ñ. 32] íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

ãëàâíûå äèàãîíàëüíûå ìèíîðû ìàòðèöû
� �

� 1

�

�
	




�
� áûëè ïîëîæèòåëüíûìè, îò-

êóäà ñëåäóþò íåðàâåíñòâà � � 0 è � �� 2 . Ôóíêöèÿ �V â ñèëó óðàâíåíèé (5)

èìååò âèä

� ( ) (V ax b c x x ex ax x bx cx x ex x�       � � �
1
2

1 2
2

2
4

1 2 2
3

1
2

2 1 2
3 ).

Ïðè � � 0 äàííàÿ ôóíêöèÿ îêàçûâàåòñÿ çíàêîïåðåìåííîé (ïðè÷åì äîêàçàòåëüñòâî

ýòîãî ôàêòà íåòðèâèàëüíî). Ïîëàãàÿ � � 0, ïîëó÷àåì êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó �V

îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ x1 è x x2 2
2� :

� ( ) ( )V ax b c x x ex ax b c x x ex�    �   � � � �
1
2

1 2
2

2
4

1
2

1 2 2
2 ,

äëÿ êîòîðîé èç êðèòåðèÿ Ñèëüâåñòðà (òîëüêî îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ x1 è x
2
2)

�� �

�

1

2
1

2

( )

( )

b c

b c e





�

�

	
	
		




�

�
�
��

ñëåäóþò íåðàâåíñòâà

� � �a ae b< 0, 4 ( +c) > 02� . (7)

Îòñþäà ñ ó÷åòîì âû÷èñëåíèÿ êîðíåé êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ

4 ( +c) = 02� �ae b�
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âûòåêàåò

a e bc ae� � � � �0 0 1 2, , , � � � , (8)

ãäå �1 è � 2 — âåùåñòâåííûå ïîëîæèòåëüíûå êîðíè òðåõ÷ëåíà â (7).

Ïðè óñëîâèÿõ (8) ôóíêöèÿ V x( ) ñòàíîâèòñÿ îïðåäåëåííî-ïîëîæèòåëüíîé,

ôóíêöèÿ �( )V x — îïðåäåëåííî-îòðèöàòåëüíîé, è ñîãëàñíî òåîðåìå Ëÿïóíîâà èìå-

åò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü, íî íå îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ x1 è x2 ,

à òîëüêî x1 è x x2 2
2� .

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ïîëîæèòü â (6) � �1, � � 0, òî, êàê ëåãêî âèäåòü, ïîëó÷åí-

íàÿ ôóíêöèÿ (íàçîâåì åå S âìåñòîV ) îñòàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííîé, à �S —

îòðèöàòåëüíî-îïðåäåëåííîé. Íî â ýòîì ñëó÷àå, ñ ó÷åòîì ïðèíèìàþùèõ äðóãîé

âèä íåðàâåíñòâ (7), îêàçûâàåòñÿ, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü èìååò ìåñòî

ïðè äðóãèõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïàðàìåòðû óðàâíåíèé âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ (5):

a e b c ae< 0, < 0, ( + ) < 42 . (9)

Î÷åâèäíî, ÷òî ïàðàìåòðè÷åñêèå îáëàñòè àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè (8)

è (9) äëÿ äâóõ ðàçíûõ ôóíêöèé Ëÿïóíîâà ñóùåñòâåííî ðàçíûå, ïðè÷åì íàéòè

ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà, îáåñïå÷èâàþùóþ àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü ïî ïàðå

( , )x x1 2 , â [1, ñ. 54, 55] íå óäàëîñü, ïîòîìó ÷òî åå äëÿ çàäà÷è (5) íå ñóùåñòâóåò,

à ôóíêöèÿ S äëÿ ýòîé ïàðû êîîðäèíàò, ïî ñóòè, íå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà

(îíà òàêîâà òîëüêî äëÿ ïàðû ( , ))x x1 2
2 .

Íàéäåì àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü ïî ïàðå ( , )x x1 2 ñ ïîìîùüþ âàðèà-

öèîííîé ìåòîäèêè. Âíà÷àëå íà îñíîâå ìåòðèêè (4) îïðåäåëèì ôóíêöèþ �S:

� � �S x x x x ax x x b c ex= + = + ( + ) +1 1 2 2 1
2

1 2
2

2
4 (10)

è ïîäñ÷èòàåì ïåðâûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò ôóíêöèè (10), îïðåäåëÿþùèå

ýêñòðåìàëè
�

�

�S

x
ax b c x

1
1 2

2= 2 + ( + ) = 0, (11)

�

�
�  � �

�

( )
S

x
x x b c ex

2
1 2 2

32 4 0. (12)

Âñëåäñòâèå ïðåäïîëîæåíèÿ î ñóùåñòâîâàíèè ìàêñèìóìà ôóíêöèè �S âòîðûå

÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå äîëæíû áûòü íåïîëîæèòåëüíûìè:

�

�
� �

2

1
2

2 0
�S

x
a , (13)

�

�
�   �

2

2
2 1 2

22 6 0
�

[ ( ) ]
S

x
x b c ex . (14)

Èç (13) ïîëó÷àåì a � 0, à ïîäñòàíîâêà ýêñòðåìàëè (11) â íåðàâåíñòâî (14) óêàçû-

âàåò íà òî, ÷òî ïðè ëþáûõ ñêîëü óãîäíî ìàëûõ x1 è x2 âûïîëíÿþòñÿ îòíîøåíèÿ

�

�
� �

�

�
�
�

�

�
�
�

�
2

2
2 2

2
2

6
2

0
� ( )S

x
x e

b c

a
, (15)

îòêóäà ñëåäóåò

12 2ae b c� ( ) . (16)

Ïðè ïîäñòàíîâêå ýêñòðåìàëè (12) â (14) ïîëó÷àåì 8 0
2
2ex � , îòêóäà âûòåêàåò e � 0.

Çàìåòèì, ÷òî ýêñòðåìàëè (11) è (12) ñîâìåñòèìû, åñëè 4 2ae b c� ( ) .

Òàêèì îáðàçîì, íà îñíîâå âàðèàöèîííîãî ïîäõîäà îïðåäåëÿåì, ÷òî àñèìïòî-

òè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü äâèæåíèÿ (îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ ( , )x x1 2 ) â ðàññìàò-

ðèâàåìîé çàäà÷å èìååò ìåñòî ïðè óñëîâèÿõ 12 2ae b c� ( ) , a e� �0 0, .
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Ïðèìåð 3. Â äàííîì ïðèìåðå, òàê æå êàê è â ïðèìåðå 2, â [1, ñ. 41] óäàëîñü

íàéòè àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü òîëüêî ïî ïåðåìåííûì x
1
2 è x2 . Ñ ïî-

ìîùüþ âàðèàöèîííîãî ìåòîäà îïðåäåëèì óñòîé÷èâîñòü ñëåäóþùèõ óðàâíåíèé

âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ ïî ïåðåìåííûì x1 è x2 :

� , �x x x x x x x x x x x x x x x1 2 1 2 1
3

1 2
2

2 2 1 2 1
2

2 1
1

2
3

1

2
� �  � � � �   �

2
2 . (17)

Ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò ìåòðèêè (4) ïî âðåìåíè â äàííîì ñëó÷àå èìååò âèä

�S x x x x x x x x x x x x x� �  � �    �1 2 1
2

2 1
4

1
2

2
2

2
2

1 2
2

1
2

2
2

1
1

2
3

1

2
x

2
2 . (18)

Åñëè â çàäà÷å (17) èìååò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü, òî âòîðûå ÷àñòíûå

ïðîèçâîäíûå îò ôóíêöèè (18) äîëæíû áûòü íåïîëîæèòåëüíûìè:

�

�
� �  �

2

1
2 2 1

2
2
22 12 0

�S

x
x x x , (19)

�

�
� �  � �

2

2
2 1

2
1 1 26 2 3 0

�S

x
x x x x . (20)

Ïîñêîëüêó, êàê ñëåäóåò èç (20), â ëþáîé ìàëîé îêðåñòíîñòè íóëÿ óäîâëåòâîðÿåò-

ñÿ íåðàâåíñòâî
�

�
� � �

2

2
2

6 0
�S

x
, èìååò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêîå ñòðåìëåíèå ê íóëþ

ïî êîîðäèíàòå x2 . Èç íåðàâåíñòâà (19) âûòåêàåò, ÷òî ïðè ñêîëü óãîäíî ìàëûõ

x2 0� îíî ïðåîáðàçóåòñÿ â íåðàâåíñòâî
�

�
� � �

2

1
2 1

212 0
�S

x
x , îòêóäà ñëåäóåò

àñèìïòîòè÷åñêîå ñòðåìëåíèå ê íóëþ è ïî êîîðäèíàòå x1.

Ïðèìåð 4 [1, ñ. 45]. Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ âîçìóùåííî-

ãî äâèæåíèÿ

� , �x x x x x x x1 1 2
2

2 1 2 2
33� �  � � � . (21)

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèþ � � � ( )S x x x x x x�  � � �1 1 2 2 1 2
2 2 è íàéäåì åå

ýêñòðåìàëè
�

�
� � � �

�

( )
S

x
x x

1
1 2

22 0,
�

�
� � �

�

( )
S

x
x x x

2
2 1 2

24 0.

Â ýòîé çàäà÷å èìååòñÿ îáùàÿ ýêñòðåìàëü

x x1 2
2� , (22)

êîòîðàÿ, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé (21),

à ñëåäîâàòåëüíî, ëþáûå òðàåêòîðèè äàííîé ñèñòåìû â îáëàñòè (4) ïåðåñåêàþò

ýòó ýêñòðåìàëü. Íàéäåì âòîðûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

�

�
� �

2

1
2

2
�S

x
, (23)

�

�
� � �

2

2
2 1 2

2
2
24 8

�

( )
S

x
x x x . (24)

Èç ðàâåíñòâà (23) ñëåäóåò àñèìïòîòè÷åñêîå ñòðåìëåíèå òðàåêòîðèè ê íóëþ ïî

êîîðäèíàòå x1. Ïîñêîëüêó ëþáûå òðàåêòîðèè ñèñòåìû (21) ïåðåñåêàþò ýêñòðå-

ìàëü (22), ïîäñòàâëÿÿ åå â óðàâíåíèå (24), ïîëó÷àåì, ÷òî â ëþáîé ñêîëü óãîä-
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íî ìàëîé îêðåñòíîñòè íóëÿ óäîâëåòâîðÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
�

�
� � �

2

2
2 2

28 0
�S

x
x , óêà-

çûâàþùåå íà àñèìïòîòè÷åñêîå ñòðåìëåíèå òðàåêòîðèè ê íóëþ è ïî âòîðîé êî-

îðäèíàòå x2 .

Ïðèìåð 5 [1, ñ. 52]. Ïóñòü óðàâíåíèÿ âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ èìåþò âèä

� , �x x x x x x1 1
2

2
5

2 1 2
22�  � . (25)

Äëÿ äàííîé ñèñòåìû ïîëó÷àåì

� � �S x x x x x x xx x x�  �  1 1 2 2 1
3

1 2
5

1 2
32 .

Âû÷èñëèâ âòîðûå ïðîèçâîäíûå, èìååì

�

�
�

2

1
2 16
�S

x
x ,

�

�
� 

2

2
2 1 2

3
1 240 6

�S

x
x x x x .

Î÷åâèäíî, ÷òî â ëþáîé îêðåñòíîñòè (4) íóëÿ ýòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ìîãóò

áûòü ëþáîãî çíàêà, ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà óðàâíåíèé (25) íåóñòîé÷èâà. Ïðîá-

ëåìà óñòîé÷èâîñòè èëè íåóñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû (25) ðåøàåòñÿ ïðîñòî, áåç

îñîáûõ òðóäíîñòåé, ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåííîãî âàðèàöèîííîãî ìåòîäà. Â òî æå

âðåìÿ ðåøåíèå íà îñíîâå òåîðèè ôóíêöèé Ëÿïóíîâà, ïðèâåäåííîå â [1, ñ. 52],

îêàçàëîñü íåïðîñòîé çàäà÷åé, ïîòðåáîâàâøåé «ïðèäóìàòü» ïîäõîäÿùóþ ôóíê-

öèþ Ëÿïóíîâà è èñïîëüçîâàòü íå òîëüêî òåîðåìû Ëÿïóíîâà, íî è äîñòàòî÷íî

ñëîæíóþ òåîðåìó Í.Í. Êðàñîâñêîãî [1, ñ. 51, 52].

Ñëåäóþùèé ïðèìåð èíòåðåñåí òåì, ÷òî âñå èçâåñòíûå òåîðåìû íå ïîçâîëèëè

ñäåëàòü êàêîãî-ëèáî îäíîçíà÷íîãî çàêëþ÷åíèÿ îá óñòîé÷èâîñòè èëè íåóñòîé÷è-

âîñòè äâèæåíèÿ.

Ïðèìåð 6 [1, ñ. 10, 20, 21, 105]. Ïóñòü óðàâíåíèÿ âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ

èìåþò âèä
� ( )x x x x x1 2 1 1

2
2
2� �  � , � ( )x x x x x2 1 2 1

2
2
2�  � . (26)

Ñ ó÷åòîì ýòèõ óðàâíåíèé ïîëó÷àåì ôóíêöèþ

� � � ( )S x x x x x x x x�  �  1 1 2 2 1
2

2
2

1
2

2
2� ,

ýêñòðåìàëè êîòîðîé èìåþò âèä

�

�
�  �

�S

x
x x x

1
1 1

2
2
23 0� ,

�

�
�  �

�S

x
x x x

2
2 1

2
2
23 0� .

Îòñþäà, êàê ëåãêî âèäåòü, ïîëó÷àåì, ÷òî ýêñòðåìàëè x x1 2 0� � óäîâëåòâîðÿþò

óðàâíåíèÿì âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ (26), ÷òî äåëàåò èõ, ïî ñóòè, áåñïîëåçíû-

ìè äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè. Â òî æå âðåìÿ îáðàùàþòñÿ â òîæäåñòâåí-

íûé íóëü è âòîðûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò ôóíêöèè �S , ÷òî íå ïîçâîëÿåò ñäå-

ëàòü êàêîãî-ëèáî îäíîçíà÷íîãî çàêëþ÷åíèÿ îá óñòîé÷èâîñòè èëè íåóñòîé÷è-

âîñòè ñèñòåìû (26).

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ðàññìîòðåííûé âàðèàöèîííûé ìåòîä èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ñëîæíûõ íå-

ëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì çíà÷èòåëüíî îòëè÷àåòñÿ îò ìåòîäîâ Ëÿïóíîâà

èç [1–4] è ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì â ðåàëèçàöèè. Îí ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî óïðîñ-

òèòü è âî ìíîãî ðàç óñêîðèòü ïîèñê îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ, ïî-

ñêîëüêó íå âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòè èñêàòü ôóíêöèè Ëÿïóíîâà è èñïîëüçî-

âàòü ñëîæíûå è òðóäíîâû÷èñëÿåìûå ïðè áîëüøèõ ðàçìåðíîñòÿõ êðèòåðèè
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Ñèëüâåñòðà, Ãóðâèöà, Ðàóñà è äð. Íà ïðîñòûõ ïðèìåðàõ ïîêàçàíî, ÷òî âàðèà-

öèîííûé ìåòîä öåëåñîîáðàçíî ïðèìåíÿòü äaÿ ïðåäâàðèòåëüíîãî àíàëèçà óñòîé-

÷èâîñòè ñóùåñòâåííî íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñìèñòåì. Ñ åãî ïîìîùüþ

ìîæíî çà íåñêîëüêî ìèíóò èëè ÷àñîâ íàéòè àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü,

åñëè îíà èìååò ìåñòî â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å. Â òî æå âðåìÿ ýòîò ìåòîä íå

ðåøàåò âñåõ ïðîáëåì óñòîé÷èâîñòè è, â ÷àñòíîñòè, íå ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ

äëÿ îöåíêè óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíûõ ñèñòåì.
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Å.Ð. Ñìîëüÿêîâ
ÅÔÅÊÒÈÂÍÈÉ ÌÅÒÎÄ ÄÎÑË²ÄÆÅÍÍß ÑÒ²ÉÊÎÑÒ² ²ÑÒÎÒÍÎ ÍÅË²Í²ÉÍÈÕ
ÄÈÍÀÌ²×ÍÈÕ ÑÈÑÒÅÌ

Àíîòàö³ÿ. Íàâåäåíî ïðîñòèé ³ øâèäêèé ìåòîä îö³íþâàííÿ àñèìïòîòè÷íî¿
ñò³éêîñò³ ³ñòîòíî íåë³í³éíèõ äèíàì³÷íèõ ñèñòåì, çîêðåìà ñèñòåì âåëèêî¿
ðîçì³ðíîñò³, äëÿ ÿêèõ ðÿäè Òåéëîðà ðîçâèíåííÿ ïðàâèõ ÷àñòèí äèôå-
ðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü çá³ãàþòüñÿ ïîâ³ëüíî ³ ñóìà ÷ëåí³â âèùå äðóãîãî ïîðÿä-
êó ìàëîñò³ ìîæå ñóòòºâî ïåðåâèùóâàòè âåëè÷èíó áóäü-ÿêîãî ÷ëåíà äðóãîãî
ïîðÿäêó. Ó òàêîìó âèïàäêó ìåòîä ôóíêö³é Ëÿïóíîâà íå ìîæå ãàðàíòóâàòè
êîðåêòíî¿ îö³íêè ñò³éêîñò³. Â îñíîâ³ çàïðîïîíîâàíîãî ìåòîäó — ïðîöåäóðà
ìàêñèì³çàö³¿ øâèäêîñò³ çì³íè ìåòðèêè ïðîñòîðó çáóðåíîãî ñòàíó, ÿêà ëèøå
â îêðåìèõ âèïàäêàõ ìîæå áóòè îäíî÷àñíî ³ ôóíêö³ºþ Ëÿïóíîâà. Îïèñàíà
ìåòîäèêà íå ðîçðàõîâàíà íà îö³íþâàííÿ ñò³éêîñò³ ë³í³éíèõ ñèñòåì.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ñò³éê³ñòü ðóõó, íåë³í³éí³ äèíàì³÷í³ ñèñòåìè.

E.R. Smol’yakov
AN EFFICIENT METHOD OF STABILITY ANALYSIS FOR HIGHLY NONLINEAR
DYNAMIC SYSTEMS

Abstract. A simple and quick method is proposed for estimation of the
asymptotic stability of highly nonlinear dynamic systems, in particular, of the
high-dimensional systems for which Tailor series of the right-hand sides of the
differential equations converge very slowly. In this case, the sum of terms of the
order of smallness higher than two can substantially exceed the value of any
term of second order. In this case, Lyapunov’s method cannot guarantee correct
stability estimate. The new method is based on the procedure of maximization
of the velocity of variation in metrics of the perturbed state space. This metrics
can at the same time also be a Lyapunov function. The proposed new method is
not intended for the stability estimate of linear systems.

Keywords: motion stability, nonlinear dynamic systems.

Ñìîëüÿêîâ Ýäóàðä Ðèìîâè÷,
äîêòîð ôèç.-ìàò. íàóê, ïðîôåññîð êàôåäðû ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, Ðîññèÿ,
e-mail: ser-math@rambler.ru.

ISSN 1019-5262. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2019, òîì 55, ¹ 4 23


