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Àíîòàö³ÿ. Ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó ì³í³ìàêñíîãî îö³íþâàííÿ ôóíêö³îíàëà â³ä ðîç-
â’ÿçêó ïàðàáîë³÷íî¿ çàäà÷³ ç³ øâèäêî êîëèâíèìè êîåô³ö³ºíòàìè. Äî ðîçâ’ÿ-
çàííÿ ö³º¿ çàäà÷³ çàñòîñîâàíî òðàäèö³éíèé ì³í³ìàêñíèé ï³äõ³ä ÷åðåç íà-
ÿâí³ñòü íåâ³äîìèõ ôóíêö³é ó ïðàâ³é ÷àñòèí³ ð³âíÿííÿ òà ó ïî÷àòêîâ³é óìîâ³.
Äîâåäåíî ³ñíóâàííÿ ãàðàíòîâàíî¿ ë³í³éíî¿ ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íî¿ îö³íêè
âèõ³äíî¿ çàäà÷³. Çíàéäåíî íàáëèæåíèé ðîçâ’ÿçîê âèõ³äíî¿ çàäà÷³ ç âèêîðèñ-
òàííÿì òåîð³¿ óñåðåäíåííÿ òà ìåòîä³â ïîáóäîâè íàáëèæåíîãî ñèíòåçó äëÿ
ðîçïîä³ëåíèõ ñèñòåì. Äîâåäåíî, ùî îö³íêà çàäà÷³ ç óñåðåäíåíèìè ïàðàìåò-
ðàìè º íàáëèæåíîþ ãàðàíòîâàíîþ ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íîþ îö³íêîþ âèõ³äíî¿
çàäà÷³.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ãàðàíòîâàí³ ñåðåäíüîêâàäðàòè÷í³ îö³íêè, ð³âíÿííÿ ïàðà-
áîë³÷íîãî òèïó, øâèäêî êîëèâí³ êîåô³ö³ºíòè, ñïîñòåðåæåííÿ, íàáëèæåí³
îö³íêè, îïåðàòîð òèïó ñóïåðïîçèö³¿.

ÂÑÒÓÏ

Ðîçâèòîê ñó÷àñíèõ òåõíîëîã³é çóìîâèâ ïîñòàíîâêó íîâèõ ìàòåìàòè÷íèõ çàäà÷.
Ó ðîáîòàõ [1–7] ðîçâèíóòî êîíñòðóêòèâíó òåîð³þ îö³íþâàííÿ ïàðàìåòð³â ÿê
äåòåðì³íîâàíèõ, òàê ³ ñòîõàñòè÷íèõ ð³âíÿíü ç³ çâè÷àéíèìè òà ÷àñòèííèìè
ïîõ³äíèìè â óìîâàõ íåâèçíà÷åíîñò³ òà íåïîâíîòè äàíèõ. Ó ìåæàõ ì³í³ìàêñíî-
ãî ï³äõîäó äîâåäåíî íèçêó òåîðåì ïðî ³ñíóâàííÿ, à çà äîäàòêîâèõ óìîâ — ïðî
ºäèí³ñòü ðîçâ’ÿçê³â çàäà÷ îö³íþâàííÿ ç íåâ³äîìîþ ìàòðèöåþ ñïîñòåðåæåíü äëÿ
ð³âíÿíü ³ç çàï³çíåííÿì òà äëÿ êâàç³ë³í³éíèõ ð³âíÿíü àáî çà óìîâè âèïàäêîâîñò³
ìàòðèö³ ë³í³éíî¿ ñèñòåìè. Ïðèíöèïîâ³ òðóäíîù³ âèíèêàþòü ï³ä ÷àñ óçàãàëü-
íåííÿ çàäà÷ îö³íþâàííÿ íà âèïàäîê ð³âíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõ³äíèìè. Ç ö³ºþ
ìåòîþ ïîáóäîâàíî òåîð³þ ì³í³ìàêñíîãî îö³íþâàííÿ ôóíêö³îíàë³â â³ä ðîç-
â’ÿçê³â ð³âíÿíü [1, 2]. Ïðè öüîìó âèêîðèñòàíî âàð³àö³éíó òåîð³þ ðîçâ’ÿçê³â
êðàéîâèõ çàäà÷, ùî çðåøòîþ äàëî çìîãó âñòàíîâèòè óìîâè ãëàäêîñò³
àïð³îðíèõ äàíèõ. Ó âèïàäêó ð³âíÿíü ïàðàáîë³÷íîãî òà ã³ïåðáîë³÷íîãî òèï³â
ç ïåâíèìè îáìåæåííÿìè äëÿ ì³í³ìàêñíèõ îö³íîê îòðèìàíî ³íòåãðî-äèôå-
ðåíö³àëüí³ ð³âíÿííÿ, ÿê³ º àíàëîãîì ô³ëüòð³â Êàëìàíà–Á’þñ³ [3, 5]. Ìåòîäàìè
ì³í³ìàêñíî¿ òåîð³¿ îö³íþâàííÿ ðîçâ’ÿçàíî íèçêó çàäà÷ ïðîãíîçóâàííÿ ðîç-
â’ÿçê³â ð³âíÿíü ïàðàáîë³÷íîãî òèïó çà äàíèìè âèì³ðþâàíü [3]. Ñïåö³àëüí³ îá-
ìåæåííÿ êîðåëÿö³éíèõ ôóíêö³é âèïàäêîâèõ ïðîöåñ³â, ùî âõîäÿòü äî ïðàâèõ
÷àñòèí òà äî ïîõèáîê âèì³ðþâàíü, äàëè çìîãó îòðèìàòè ïàðàáîë³÷í³ ð³âíÿííÿ
äëÿ ì³í³ìàêñíèõ ïðîãíîçíèõ îö³íîê.

Ó ö³é ñòàòò³ ðîçâ’ÿçàíî çàäà÷ó ì³í³ìàêñíîãî îö³íþâàííÿ ôóíêö³îíàëó â³ä
ðîçâ’ÿçêó ïàðàáîë³÷íî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ ç³ øâèäêî êîëèâíèìè êîåô³ö³ºíòàìè ïðè
íåë³í³éíèõ ñïîñòåðåæåííÿõ. Çàäà÷ó ñóòòºâî óñêëàäíþº íåë³í³éí³ñòü îïåðàòîðà
ñïîñòåðåæåííÿ (îïåðàòîðà òèïó ñóïåðïîçèö³¿), íàÿâí³ñòü øâèäêî êîëèâíèõ
êîåô³ö³ºíò³â òà íåïîâíîòà ³íôîðìàö³¿ ùîäî ôóíêö³é ó ïðàâ³é ÷àñòèí³ ð³âíÿííÿ òà
ó ïî÷àòêîâ³é óìîâ³. Öå çóìîâëþº ïîòðåáó â ïîøóêó íàáëèæåíî¿ îö³íêè ôóíêö³îíà-
ëà â³ä ðîçâ’ÿçêó âèõ³äíî¿ çàäà÷³ ç âèêîðèñòàííÿì òåîð³¿ óñåðåäíåííÿ [8, 9] òà ìå-
òîä³â, îïèñàíèõ ó [10, 11]. Ñïî÷àòêó äîâîäèìî ³ñíóâàííÿ ãàðàíòîâàíî¿ ë³í³éíî¿
ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íî¿ îö³íêè âèõ³äíî¿ çàäà÷³. Äàë³ îá´ðóíòîâóºìî òå, ùî îö³íêà
çàäà÷³ ç óñåðåäíåíèìè ïàðàìåòðàìè º íàáëèæåíîþ ãàðàíòîâàíîþ ñåðåäíüîêâàä-
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ðàòè÷íîþ îö³íêîþ âèõ³äíî¿ çàäà÷³. ßê ïðèêëàä, äëÿ ñïåö³àëüíîãî âèãëÿäó ìíî-
æèí, ÿêèì íàëåæàòü íåâ³äîì³ ôóíêö³¿ ó ïðàâ³é ÷àñòèí³ ð³âíÿííÿ òà ó ïî÷àòêîâ³é
óìîâ³, çíàéäåíî âèãëÿä íàáëèæåíî¿ ãàðàíòîâàíî¿ ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íî¿ îö³íêè.
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íàñ øóêàòè íàáëèæåíèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (1)–(5) çà ìåòîäèêîþ, çàïðîïîíîâàíîþ
â [10, 11], âèêîðèñòîâóþ÷è òåîð³þ óñåðåäíåííÿ [8, 9]. Íåõàé ñòàëà, äîäàòíî âèç-

íà÷åíà ìàòðèöÿ a 0 º óñåðåäíåíîþ äëÿ ìàòðèö³ a x� ( ) , A a0 0� div( ) . Óñåðåä-

íåí³ êîåô³ö³ºíòè, ÿê ³ ñàìó óñåðåäíåíó çàäà÷ó, ìîæíà îòðèìàòè ìåòîäîì àñèìï-
òîòè÷íèõ ðîçêëàä³â, äåòàëüíî îïèñàíèì ó [11]. Ïðèïóñòèìî, ùî ³ñíóº âèì³ðíà

îáìåæåíà ôóíêö³ÿ C t x L QT
0 ( , ) ( )� � òàêà, ùî

�r C t x C t x� �( , , ) ( , )� 0 ïðè � � 0 ð³âíîì³ðíî ïî | |� � r . (16)

Äëÿ ô³êñîâàíîãî u L� 2 ( )� ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó

L y
y

t
A y f t x

y

y x f x

T

0

0
0 0

1

0

0
0

0

0

�
�

�
� �

�

�

	




�
��

( , ),

| ,

( , ) ( ).

�

�

�
�
�

(17)
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Çàóâàæèìî, ùî äëÿ f t x L QT1
2( , ) ( )� , f x L0

2( ) ( )� � ó ïðîñòîð³ Ñîáîëºâà

W QT

0

2
1 0,

( ) ³ñíóº ºäèíèé óçàãàëüíåíèé ðîçâ’ÿçîê y0 çàäà÷³ (17) [12]. Ïðèïóñòèìî

òàêîæ, ùî äëÿ äåÿêèõ f t x L QT1
2( , ) ( )� , f x L0

2( ) ( )� � ñïîñòåð³ãàºòüñÿ ðåàë³çàö³ÿ

âèïàäêîâî¿ ôóíêö³¿ � 0 ( ),x x ��, âèãëÿäó

� �0 0 0

0

( ) ( , ) ( , ) ( )x C t x y t x dt x

T

� � �� .
(18)

Íåõàé ôóíêö³ÿ � ( )u L0
2� � ³ ÷èñëî �c 0 çíàõîäÿòüñÿ ³ç ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³

inf
u c

u c u c
,

( , ) ( � , � )� �
0
2

0
2 0 0� , (19)

äå
�

0
2 0 0( � , � )u c �

� � �� �1

4 0
0

0
0 2

1 2
0

1
0

2( ( � ) ( � )) ( , ) � ( ) � ( )� �u u R x x u x u x
V

sup dx dx1 2

� ��
� ,

(20)

� �
0

0
0

0
0

0
0

0� �� �( � ) ( , � ), ( � ) inf ( , � )u S f u u S f u
F F

sup , (21)

S f u l y u x C t x y t x dtdx

QT

0
0 0 0 0 0( , � ) ( ) � ( ) ( , ) ( , )� � �� ,

l y( )0 — ôóíêö³îíàë âèãëÿäó (5), y0 — ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (1) äëÿ � � 0.

Îçíà÷åííÿ 4. Îö³íêó âèãëÿäó

� ( ) ( � , ) �l y u c0
0 0� ��� � , (22)

äå � �— ñïîñòåðåæåííÿ âèãëÿäó (3), y� — ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (1), íàçâåìî íàáëè-

æåíîþ ãàðàíòîâàíîþ ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íîþ îö³íêîþ (ÍÃÑÎ) äî ãàðàíòîâàíî¿
ë³í³éíî¿ ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íî¿ îö³íêè.

ÎÑÍÎÂÍ² ÐÅÇÓËÜÒÀÒÈ

Îá´ðóíòóºìî áëèçüê³ñòü íàáëèæåíî¿ ãàðàíòîâàíî¿ ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íî¿ îö³í-
êè äî ë³í³éíî¿ îö³íêè ôóíêö³îíàëà (6).

Òâåðäæåííÿ 2. Ìàº ì³ñöå ãðàíè÷íà ð³âí³ñòü

lim ( ( ) � ( ))
,�

� � �
�

� �
0

0
2

0
2sup

F V

E l y l y , (23)

äå
�

0
2 0 0 0 0

0� � � �
�

�

�
� �sup

F Q

l y u x C t x y t x dtdx c

T

( ) � ( ) ( , ) ( , ) �

�

 

!
!

�

2

(24)

�

�
�sup

V

R x x u x u x dx dx( , ) � ( ) � ( )1 2
0

1
0

2 1 2

� �

.

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî

sup
F V

E l y l y
,

( ( ) � ( ))� �� �0
2

� � � ��sup
F Q

l y u x C t x y t x y t x dtdx c

T

( ) � ( ) ( , , ( , )) ( , ) �

� � � �0 0

2
�

�

�
�

�

 

!
!

� (25)

�

�
�sup

V

R x x u x u x dx dx( , ) � ( ) � ( )1 2
0

1
0

2 1 2

� �

.
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Íåõàé { � , � }f fk k
0 1

— ìàêñèì³çóâàëüíà ïîñë³äîâí³ñòü ó (25). Òîä³ çà

ï³äïîñë³äîâí³ñòþ

{ � , � } { � , � }f f f fk k
0 1 0 1� ñëàáêî â L L QT

2 2( ) ( )� � .

Òàêèì ÷èíîì, ç [13] âèïëèâàº

� �y yk � 0 â L QT
2 ( ) , (26)

äå �y0 — ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (17) ç óìîâàìè � , �f f1 0 .

Äîâåäåìî, ùî ìàº ì³ñöå çá³æí³ñòü äëÿ äåÿêî¿ ôóíêö³¿

C t x y u C t x uk k k�
( , , � ) � ( , ) �� 0 0 ñëàáêî â L QT

2 ( ) . (27)

Ç³ çá³æíîñò³ (16) âèïëèâàº, ùî � �r 0

�
�

�
k

r

k

Q

r C t x y t x C t x dtdxk

T

( ): | ( , , � ( , )) ( , )|
| |

� �
�

�sup 0 2 � 0 , k � �.

Ïîêëàäåìî
Q k r t x y t x rT

k( , ) ( , )| | � ( , )|� �{ } .

Çã³äíî ç íåð³âí³ñòþ ×åáèøîâà ³ çá³æí³ñòþ (26) îäåðæèìî

	( \ ( , )) | � ( , )|Q Q k r
r

y t x dt dx
C

r
T T

k

QT

� ��
1

,
(28)

äå êîíñòàíòà C � 0 íå çàëåæèòü â³ä k r, . Òîä³

| ( , , � ( , )) ( , )|C t x y t x C t x dt dxk

T

k

Q

� � ��
0 2

� � �� | ( , , � ( , )) ( , )|

( , )

C t x y t x C t x dt dxk

T

k

Q k r

� 0 2

� � �� | ( , , � ( , )) ( , )| ( )

\ ( , )

C t x y t x C t x dt dx rk

T T

k

Q Q k r

k
� �0 2 � �

�
2 1

2| | | | ,
( )

C
C

rL QT

(29)

äå ôóíêö³ÿ C1 âçÿòà ç óìîâè (4). Îñòàííÿ íåð³âí³ñòü (29) îçíà÷àº, ùî

C t x y C t xk k�
( , , � ) ( , )� 0 â L QT

2 ( ).

Òîä³ â ñèëó íåð³âíîñò³ Ãåëüäåðà

| ( , , � ( , )) ( , )| | � ( )| ,C t x y t x C t x u x dtdx kk

T

k k

Q

� � � � � ��
0 0 .

Îòæå, çà ï³äïîñë³äîâí³ñòþ

( ( , , � ( , )) ( , )) � ( ) ,C t x y t x C t x u x kk k k� � � � �0 0 äëÿ ì.â. ( , )t x .

Ç ëåìè Ë³îíñà [14] îòðèìóºìî

( ( , , � ) ( , )) � ,C t x y C t x u kk k k� � � � �0 0 ñëàáêî â L QT
2 ( ) . (30)

Îñê³ëüêè
C t x u u kk0 0 0( , )( � � ) ,� � � � ñëàáêî â L QT

2 ( ), (31)

òî ç³ çá³æíîñòåé (30), (31) îòðèìóºìî çá³æí³ñòü (27).
Òàêèì ÷èíîì, ç³ çá³æíîñòåé (26) ³ (27) îäåðæóºìî ð³âí³ñòü (23). Òâåðäæåííÿ

äîâåäåíî.
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Çíàéäåìî âèãëÿä ÍÃÑÎ ó âèïàäêó, êîëè V V� 1, à ìíîæèíà F ìàº âèãëÿä

F f f f f q x f x f x dx� � � �
	


�

��
�( , ): ( , ) ( )( ( ) ( ))0 1 0 1 0

2
0 0

2#

�

� � �
�

�
�

��
� q t x f t x f t x dxdt

QT

1
2

1 1
2 1( , )( ( , ) ( , )) , (32)

äå q x0 ( ) , q t x1 ( , ) — íåïåðåðâí³ ôóíêö³¿ ó â³äïîâ³äíèõ çàìêíåíèõ îáëàñòÿõ,

ïðè÷îìó � �0 1 0, $ òàê³, ùî q x
0
2

0( ) " � , q t x
1
2

1( , ) " � , f x f t x0 1( ), ( , ) — â³äîì³

ôóíêö³¿ ç L2 ( )� òà L QT
2 ( ) â³äïîâ³äíî.

Çíàéäåìî ôóíêö³þ � ( )u x0 òà êîíñòàíòó �c 0 äëÿ öüîãî âèïàäêó. Ñïî÷àòêó ââå-

äåìî ôóíêö³¿ � ( , )z t x òà � ( , )p t x ÿê óçàãàëüíåí³ ðîçâ’ÿçêè ñèñòåìè ð³âíÿíü

L z
z

t
A z l t x C t x u x

z z

0
0 0 0

0

�

�

� �
�

�
� � �

�

�

�

� ( , ) ( , ) � ( ),

�| , � (� T x

L p
p

t
A p q t x z t x

p p

, ) ,

�

�

� ( , ) � ( , ),

� | , �

�

�
�

�
� �

�

�

�

0

0

0
0

1
2

� ( , ) ( ) � ( , ),0 0
0

2x q x z x�

	




�
�
�

�

�
�
�

�

(33)

äå L
0
� — îïåðàòîð, ôîðìàëüíî ñïðÿæåíèé äî L0 , ³ íåõàé âèêîíóºòüñÿ ð³âí³ñòü

R u u x C t x p t x dt

T

0
0 0 0

0

� | | � ( ) ( , ) � ( , )� � �� . (34)

Äàë³ áóäå ïîêàçàíî, ùî ñèñòåìà (33) ìàº ºäèíèé óçàãàëüíåíèé ðîçâ’ÿçîê,

ÿêèé íàëåæèòü ïðîñòîðó W Q W QT T

0

2

1 0 0

2

1 0, ,
( ) ( )� .

Òåîðåìà 1. Ìàº ì³ñöå ð³âí³ñòü

�
0
2 � l p( � ) , (35)

ôóíêö³ÿ � ( )u x0 âèçíà÷àºòüñÿ ³ç ñèñòåì ð³âíÿíü (33) ³ ïðè öüîìó

� � ( , ) ( ) � ( , ) ( , )c z x f x dx z t x f t x dtdx

QT

0
0 10� �� �

�

. (36)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé � ( , )z t x º óçàãàëüíåíèì ðîçâ’ÿçêîì ïåðøîãî ð³âíÿííÿ ñèñ-

òåìè (33). Ââåäåìî ôóíêö³¿ � �
0 0
� �( ), ( )u u ÿê íàâåäåíî ó âèðàçàõ (19), äå

S f u z x f x dx z t x f t x dtdx

QT

0 0 10( , ) � ( , ) ( ) � ( , ) ( , )� �� �
�

. (37)

Âèêîðèñòîâóþ÷è íåð³âí³ñòü Êîø³–Áóíÿêîâñüêîãî, îäåðæèìî

1

2 0 0( ( ) ( ))� �� �� �u u

� �
�

�

�
�

�
� �

� �� ( , ) ( ) � ( , ) ( , )z x q x dx z t x q t x dtdx

QT

2
0

2 2
1

20

�  

!
!

�

1

2
1d z( � ) , (38)

1

2
0

0 0 0 1( ( ) ( )) � ( , ) ( ) � ( , ) ( , )� �� �� � ��u u z x f x dx z t x f t x d

�

tdx d z

QT

� � 2 ( � ) . (39)

Çâ³äñè, âðàõîâóþ÷è âèðàç äëÿ sup
V

Ru u

1

( , ) òà âèðàç (11), îòðèìàºìî

J u d z R x x u x u x dx dx u0
1
2

0 1 2 1 2 1 2
2( ) ( � ) ( , ) ( ) ( ) | | (� � �

�
�

� �

� x dx)

�
� . (40)
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Îñê³ëüêè J u0 ( ) — îïóêëèé ñëàáêî-íàï³âíåïåðåðâíèé çíèçó ôóíêö³îíàë ³

lim ( )
|| ||u

J u
��

� �0 , òî ³ñíóº ºäèíà ôóíêö³ÿ � ( ) ( )u x L0 2� � , ÿêà çíàõîäèòüñÿ ³ç

ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³
inf

u
J u J u0 0 0( ) ( � )� .

Òîä³ äëÿ ôóíêö³¿ � ( )u x0 ñïðàâåäëèâà òîòîæí³ñòü

d

d
J u v









0 0

0
0( � )� %

�
� �v x L( ) ( )2 � . (41)

Ââåäåìî ôóíêö³þ � ( , )p t x ÿê óçàãàëüíåíèé ðîçâ’ÿçîê äðóãîãî ð³âíÿííÿ ñèñòå-

ìè (33). Îñê³ëüêè q t x z t x L QT1
2 2� �( , ) � ( , ) ( ) , òî ó ïðîñòîð³ W QT

0

2

1 0,
( ) ³ñíóº ºäè-

íèé ðîçâ’ÿçîê öüîãî ð³âíÿííÿ ³ç ñèñòåìè (33). Òîä³

1

2

0 0
0

d

d
J u v




 
( � )|� �� | | � ( ) ( ) ( , )� ( ) ( )� u x v x dx R x x u x dx v x dx0

0 1
0

1 1

� ��
� ��� �

� � %�� C t x p t x dt v x dx

T
0

0

0( , ) � ( , ) ( ) .

�

(42)

Çâ³äñè îäåðæèìî, ùî ôóíêö³ÿ � ( )u x0 º ðîçâ’ÿçêîì ð³âíÿííÿ

| | � ( ) ( , ) � ( ) ( , ) � ( , )� u x R x x u x dx C t x p t x dt

T
0

0 1
0

1 1
0

0

� �� �
�

. (43)

Äîâåäåìî äàë³, ùî âèêîíóºòüñÿ ð³âí³ñòü (35). Îñê³ëüêè

� �
0
2

1
2

0 1 2
0

1
0

2 1 2� � �

�
�d z R x x u x u x dx dx( � ) ( , ) � ( ) � ( ) | | (

� �

� ( ))u x dx0 2

�
� , (44)

òî, âðàõîâóþ÷è ð³âíÿííÿ äëÿ � ( , )p t x ñèñòåìè (33), îäåðæèìî

d z z x p x dx z t x p t x dtdx

QT

1 0 0( � ) � ( , ) � ( , ) � ( , ) � ( , )� � �� �
�

� �� �l t x p t x dtdx u x C t x p t x dtdx

Q QT T

( , ) � ( , ) � ( ) ( , ) � ( , )0 0 , (45)

à çã³äíî ç (43) ìàºìî

| | ( � ( )) ( , ) � ( ) � ( ) �� u x dx R x x u x u x dx dx u0 2
0 1

0 0
1 1

� � �
� �� �

�

0 0( ) ( , ) � ( , )x C t x p t x dtdx

QT

� .

Çâ³äñè îäåðæèìî, ùî
�

0
2 � � l t x p t x dtdx

QT

( , ) � ( , ) , (46)

ùî ³ äîâîäèòü ð³âí³ñòü (35). Òåîðåìó äîâåäåíî.

Çàóâàæåííÿ 1. ßêùî ôóíêö³ÿ f t x1 ( , ) — â³äîìà ³ äîð³âíþº f t x1 ( , ) , òîä³ ñèñ-

òåìà ð³âíÿíü äëÿ âèçíà÷åííÿ � ( )u x0 ìàòèìå âèãëÿä

L z
z

t
A z l t x C t x u x

z z

0
0 0 0

0

�

�

� �
�

�
� � �

�

�

�

� ( , ) ( , ) � ( ),

�| , � (� T x

L p
p

t
A p

p p x q x z

, ) ,

�

�

� ,

� | , � ( , ) ( ) �

�

�
�

�
� �

� ��
�

0

0

0 0

0
0

0
2

� ( , ),0 x

	




�
�
�

�

�
�
�

(47)

à òàêîæ âèêîíóºòüñÿ ð³âí³ñòü (34).

102 ISSN 1019-5262. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2019, òîì 55, ¹ 5



Ïðèêëàä 1. Çíàéäåìî ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè (47) ó âèïàäêó, êîëè R0 0� ,

q x q0 0( ) � , C t x C t0 ( , ) ( )� , à ìàòðèöÿ a x0 ( ) — ñèìåòðè÷íà.

Ïîçíà÷èìî � k x( ) óçàãàëüíåí³ âëàñí³ ôóíêö³¿ îïåðàòîðà L0 , à � k — âëàñí³
÷èñëà. Áóäåìî øóêàòè ôóíêö³¿ � ( , )z t x òà � ( , )p t x ó âèãëÿä³

� ( , ) ( ) ( ), � ( , ) ( ) ( )z t x z t x p t x p t xk k

k

k k

k

� �
�

�

�

�

� �� �
1 1

. (48)

Ðîçêëàäåìî ôóíêö³þ l t x( , ) ó ðÿä

l t x l t xk k

k

( , ) ( ) ( )�
�

�

� �
1

. (49)

Òîä³ äëÿ z tk ( ) ³ p tk ( ) áóäåìî ìàòè ñèñòåìó ð³âíÿíü

� � � � �

�

� ( ) ( ) ( ) ( ) , ( ) ,

� ( ) (

z t z t l t C t x z T

p t p t

k k k k k k

k k k

�

�

0

) , ( ) ( ),� �

	


�

�0 0 0
0

2p q zk k

(50)

äå
x C p dk k

T

� � ( ) ( )
 
 


0

. (51)

Îñê³ëüêè ðîçâ’ÿçîê ïåðøîãî ð³âíÿííÿ ñèñòåìè (50) ìàº âèãëÿä

z t z t x z tk k k k( ) ( ) ( )� �1 2 , (52)

äå z t iik ( ), ,�1 2 , — ðîçâ’ÿçêè ð³âíÿíü

� ( ) ( ) ( ), ( )z t z t l t z Tk k k k k1 1 0� � �� , (53)

� ( ) ( ) ( ), ( )z t z t C t z Tk k k k2 2 2 0� � �� , (54)

òî ðîçâ’ÿçîê äðóãîãî ð³âíÿííÿ ñèñòåìè (50) p tk ( ) ìàòèìå âèãëÿä

p t p t x p tk k k k( ) ( ) ( )� �1 2 , (55)

äå p t iik ( ), ,�1 2 , — ðîçâ’ÿçêè ð³âíÿíü

� ( ) ( ) , ( ) ( )p t p t p q zk k k k k1 1 1 0
2

10 0 0� � � �� , (56)

� ( ) ( ) , ( ) ( )p t p t p q zk k k k k2 2 2 0
2

20 0 0� � � �� , (57)

òîáòî
p e q z p e q zk

t
k k

t
k

k k
1 0

2
1 2 0

2
20 0 0 0( ) ( ), ( ) ( )� �� � � �� �

. (58)

Çâ³äñè òà ç (55) îäåðæèìî

p t e q z x zk
t

k k k
k( ) ( ( ) ( ))� �� ��

0
2

1 20 0 , (59)

à çã³äíî ç (51)

x C t e dt q z x zk
t

k k k

T
k� � �� �

� ( ) ( ( ) ( ))
�

0
2

1 2

0

0 0 , (60)

îòæå, x b zk k k� ( )0 , äå

b C t e dt q z C t ek
t

k

T
tk k� � �

�

�

�
�

�

 

!
!

�� �

�

�
�1 0

0
2

2

0

1

( ) ( ) ( )
� �

dt q z k

T

� �
� 0

2
1

0

0( ) .

Òîä³ ç ð³âíîñòåé (34) ³ (51) îòðèìàºìî, ùî

� ( ) | | ( ) ( )u x x t xk k

k

0 1

1

� �

�

�

�� � ,
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ïðè öüîìó
� � ( , ) ( )c z x f x dx0

00� �
�

. (61)

Îòæå, çíàéäåíî ôóíêö³þ � ( )u x0 òà êîíñòàíòó �c 0 äëÿ öüîãî âèïàäêó.

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ó ñòàòò³ ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó ì³í³ìàêñíîãî îö³íþâàííÿ ôóíêö³îíàëà â³ä ðîçâ’ÿç-
êó ïàðàáîë³÷íî¿ çàäà÷³ ç³ øâèäêî êîëèâíèìè êîåô³ö³ºíòàìè. Íåâèçíà÷åí³ñòü
òóò ïðåäñòàâëåíî ÷åðåç íàÿâí³ñòü íåâ³äîìèõ ôóíêö³é ó ïðàâ³é ÷àñòèí³ ð³âíÿí-
íÿ, ó ïî÷àòêîâ³é óìîâ³ òà ó ñïîñòåðåæåíí³. Ñïåðøó îá´ðóíòîâàíî ³ñíóâàííÿ
ãàðàíòîâàíî¿ ë³í³éíî¿ ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íî¿ îö³íêè âèõ³äíî¿ çàäà÷³. Îñê³ëüêè
íåë³í³éí³ñòü îïåðàòîðà ñïîñòåðåæåííÿ ³ íàÿâí³ñòü øâèäêî êîëèâíèõ êîå-
ô³ö³ºíò³â íå äàþòü çìîãè çíàéòè îö³íêó ôóíêö³îíàëó â³ä ðîçâ’ÿçêó âèõ³äíî¿
çàäà÷³, òîìó çä³éñíåíî ïåðåõ³ä â³ä ðîçâ’ÿçêó óñåðåäíåíî¿ çàäà÷³ äî îö³íêè
ôóíêö³îíàëà. Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì ðîáîòè º äîâåäåííÿ òîãî, ùî îö³íêà çà-
äà÷³ ç óñåðåäíåíèìè ïàðàìåòðàìè º íàáëèæåíîþ ãàðàíòîâàíîþ ñåðåäíüîêâàä-
ðàòè÷íîþ îö³íêîþ âèõ³äíî¿ çàäà÷³.
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À.Ã. Íàêîíå÷íûé, Å.À. Êàïóñòÿí, À.À. ×èêðèé
ÏÐÈÁËÈÆÅÍÍÛÅ ÃÀÐÀÍÒÈÐÎÂÀÍÍÛÅ ÑÐÅÄÍÅÊÂÀÄÐÀÒÈ×ÍÛÅ ÎÖÅÍÊÈ
ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÎÂ ÎÒ ÐÅØÅÍÈÉ ÏÀÐÀÁÎËÈ×ÅÑÊÈÕ ÇÀÄÀ× Ñ ÁÛÑÒÐÎ
ÊÎËÅÁËÞÙÈÌÈÑß ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÀÌÈ ÏÐÈ ÍÅËÈÍÅÉÍÛÕ ÍÀÁËÞÄÅÍÈßÕ

Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåíà çàäà÷à ìèíèìàêñíîãî îöåíèâàíèÿ ôóíêöèîíàëà îò
ðåøåíèÿ ïàðàáîëè÷åñêîé çàäà÷è ñ áûñòðî êîëåáëþùèìèñÿ êîýôôèöèåíòàìè.
Ê ðåøåíèþ ýòîé çàäà÷è ïðèìåíåí òðàäèöèîííûé ìèíèìàêñíûé ïîäõîä
èç-çà íàëè÷èÿ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ è â íà÷àëü-
íîì óñëîâèè. Äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ãàðàíòèðîâàííîé ëèíåéíîé ñðåäíåê-
âàäðàòè÷íîé îöåíêè èñõîäíîé çàäà÷è. Íàéäåíî ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå èñ-
õîäíîé çàäà÷è ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðèè óñðåäíåíèÿ è ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ
ïðèáëèæåííîãî ñèíòåçà äëÿ ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì. Äîêàçàíî, ÷òî îöåíêà
çàäà÷è ñ óñðåäíåííûìè ïàðàìåòðàìè ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåííîé ãàðàíòèðîâàí-
íîé ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé îöåíêîé èñõîäíîé çàäà÷è.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãàðàíòèðîâàííûå ñðåäíåêâàäðàòè÷íûå îöåíêè, óðàâíåíèå
ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà, áûñòðî êîëåáëþùèåñÿ êîýôôèöèåíòû, íàáëþäåíèå,
ïðèáëèæåííûå îöåíêè, îïåðàòîð òèïà ñóïåðïîçèöèè.

O.G. Nakonechnyi, O.A. Kapustian, A.O. Chikrii
APPROXIMATE GUARANTEED MEAN SQUARE ESTIMATES OF FUNCTIONALS
ON SOLUTIONS OF PARABOLIC PROBLEMS WITH FAST OSCILLATING
COEFFICIENTS UNDER NONLINEAR OBSERVATIONS

Abstract. The paper deals with the problem of minimax estimation of
a functional on the solution of parabolic problem with rapidly oscillating
coefficients. To solve this problem, the traditional minimax approach is used
because of the presence of unknown functions on the right-hand side of the
equation and in the initial condition. The existence of a guaranteed linear mean
square estimate of the original problem is proved. An approximate solution of
the original problem is found with the use of the averaging theory and the
approximate synthesis methods for distributed systems. The main result of the
work is to prove that the estimation of the problem with averaged parameters is
an approximate guaranteed mean square estimation of the original problem.

Keywords: guaranteed mean-square estimates, parabolic equations, fast
oscillating coefficients, observations, approximate estimates, superposition type
operator.
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