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Àííîòàöèÿ. Â ðàìêàõ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, óñëîâíî íàçâàííîé ïàðàë-
ëåëüíîé ìàðêîâñêîé ñòðóêòóðîé, ôîðìàëèçîâàí ðÿä ïðàêòè÷åñêèõ ïîñòàíî-
âîê çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Èçó÷åíû ñâîéñòâà ìîäåëåé è èñïîëüçî-
âàííûõ äëÿ èõ ïîñòðîåíèÿ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ. Ðàçðàáîòàíû êîíñòðóêòèâ-
íûå àëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèé ðèñêà è
ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé óïðàâëåíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðåãåíåðèðóþùèé ïðîöåññ, ïàðàëëåëüíàÿ ñòðóêòóðà, îïòè-
ìàëüíûå ñòàöèîíàðíûå ñòðàòåãèè, ìàðêîâñêèå ïðîöåññû ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé,
ôóíêöèÿ ðèñêà, èòåðàöèîííûå àëãîðèòìû.

Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ïðåäñòàâëÿåò ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé

â ñòîõàñòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ è ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ðàáîòû [1]. Âîçìîæíîñòè

ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ ýòèõ ìåòîäîâ â ðàçëè÷íûõ ñôåðàõ äîñòàòî÷íî ðàç-

íîîáðàçíû. Ïðåæäå âñåãî ýòî ýêîíîìè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ: ìîäåëè äèñòðèáó-

öèè è ïîñòðîåíèÿ ìàðêåòèíãîâûõ ñòðàòåãèé, óïðàâëåíèÿ çàïàñàìè, ñòðàõîâà-

íèÿ, óïðàâëåíèÿ ðèñêîì è äð. Ïîäîáíûå çàäà÷è âîçíèêàþò òàêæå â òåõíè-

÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ, ñâÿçàííûõ, íàïðèìåð, ñ êîíòðîëåì êà÷åñòâà, â ñîöèîëîãèè

äëÿ ïîñòðîåíèÿ ýôôåêòèâíûõ ìîäåëåé ñîöèàëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, â ìåäèöè-

íå, áèîòåõíîëîãèè è äðóãèõ îáëàñòÿõ.

Õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ áîëüøèíñòâà ðàññìàòðèâàåìûõ àâòîðàìè ïðè-

êëàäíûõ ìîäåëåé ÿâëÿåòñÿ ìíîãîêðàòíîå ïîâòîðåíèå îäíèõ è òåõ æå ïðîöåññîâ.

Ïîñëåäíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñ ïîìîùüþ ïîíÿòèÿ «ïàðàëëåëüíàÿ ñòðóêòóðà».

Â îòëè÷èå îò [1], ïîñâÿùåííîé âîïðîñàì ïðèíÿòèÿ îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé äëÿ

êàæäîãî îòäåëüíî âçÿòîãî ïîâòîðà ïðîöåññà, ïîñòðîåííàÿ â íàñòîÿùåé ñòàòüå ôîð-

ìàëüíàÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìîäåëü îïèñûâàåò âñå ïîâòîðÿåìûå ïðîöåññû è àíàëèçè-

ðóåò ÿâëåíèå â öåëîì. Â ðåçóëüòàòå âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü âûáîðà ñóùåñòâåííî

èíûõ ìåòîäîâ äëÿ ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé. Â [1] âñå ñâîäèëîñü ê àíàëè-

çó ñîîòâåòñòâóþùèõ óïðàâëÿåìûõ ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ íà êîíå÷íîì ïðîìåæóò-

êå âðåìåíè, èçëîæåííûõ, íàïðèìåð, â [2–4]. Â ñëó÷àå ïàðàëëåëüíîé ñòðóêòóðû ïðè

îïðåäåëåíèè îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè óïðàâëåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû àíàëèçà

óïðàâëÿåìûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ íà áåñêîíå÷íîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè [3]. Ýòî

ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî áîëüøîå ÷èñëî ïîâòîðåíèé òðåáóåò çíà÷èòåëüíîãî óâåëè÷åíèÿ

äëèíû ïðîìåæóòêà, â êîòîðîì àíàëèçèðóåòñÿ çíà÷åíèå ôóíêöèè ðèñêà.

Ðàññìîòðèì âíà÷àëå îáîáùåíèå íà ñëó÷àé ïàðàëëåëüíîé ñòðóêòóðû ðåçóëüòà-

òîâ â [5]. Õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ èññëåäóåìîé â [5] ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî

ñîñòîÿíèå óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà ñòàíîâèòñÿ èçâåñòíûì òîëüêî ïî îêîí÷àíèè âñå-

ãî èíòåðâàëà óïðàâëåíèÿ. Â îòëè÷èå îò ìîäåëè, ïðèâåäåííîé â [1], ïîñëå êàæäîãî

ïðèíÿòîãî ðåøåíèÿ íå èìåëîñü âîçìîæíîñòè íàáëþäàòü åãî ïîñëåäñòâèÿ.

Îïèøåì ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå ìîäåëè. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âåêòîðîâ

X M x x x x M i mm i i( ) ( , , , ): , , , ,� � � �{ }1 2 0 1 2� � , ãäå M M M M m�{ }1 2, , , —�

èçâåñòíûé âåêòîð ñ öåëî÷èñëåííûìè ïîëîæèòåëüíûìè êîîðäèíàòàìè. Ïðåäïîëî-

æèì, ÷òî çàäàíî ìíîæåñòâî A, ñîñòîÿùåå èç r âåêòîðîâ:

A a a a r� { }( ) ( ) ( ), , ,1 2
� , a a a au

u u um
( ) , , ,� { }1 2 � , u U r� � { }1 2, , ,� ,
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ïðè ýòîì äëÿ êàæäîãî u U� ñïðàâåäëèâî 0 1� �aui , i m�1 2, , ,� . Ìíîæåñòâî

U r� { }1 2, , ,� áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâîì óïðàâëåíèé. Äëÿ êàæäîãî óïðàâëå-

íèÿ u U� îïðåäåëåíà îäíîðîäíàÿ öåïü Ìàðêîâà x tu( ) ( ) ñ äèñêðåòíûì âðåìå-

íåì t �1 2 3, , ,� , ñî çíà÷åíèÿìè âî ìíîæåñòâå X M( ) è ñëåäóþùèìè ïåðåõîä-

íûìè âåðîÿòíîñòÿìè çà îäèí øàã:

p x y P x t y y y x t x xu u
m

u( ) ( ) ( )( , ) { ( ) ( , , , ) / ( ) ( , ,� � � �1 1 2 1 2� � , )}xm =

� � �� �
C a a

x

x y
u

x y
u

y

1

1 1 1 1 1
1 11( ) ( )

� � �	�� � � �
C a a C a

x

x y
u

x y
u

y

x

x y
um

x y

m

m m m m

2

2 2 2 2 2
2 21( ) ( ) ( ) (1� aum

ym) ,

åñëè x x x x X Mm� �( , , , ) ( )1 2 � è y y y y X Mm� �( , , , ) ( )1 2 � — äâà ñîñòîÿíèÿ

öåïè x tu( ) ( ) è ïðè ýòîì x y
 , ò.å. äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà i m�1 2, , ,� âû-

ïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî x yi i
 , è

p x y P x t y y y x t x xu u
m

u( ) ( ) ( )( , ) { ( ) ( , , , ) / ( ) ( , ,� � � �1 1 2 1 2� � , )}xm � 0,

åñëè óñëîâèå x y
 íå âûïîëíÿåòñÿ, ò.å. õîòÿ áû äëÿ îäíîé êîîðäèíàòû i âû-

ïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî x yi i� .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûáîð ðåøåíèé u U� ïî óïðàâëåíèþ ñèñòåìîé ñëó÷àé-

íûé. Ñòðàòåãèåé óïðàâëåíèÿ áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî âåêòîðîâ

� ( ) ( ) ( ), ( ), , ( ) ,T t t t t tr� � �{ { } }� � � �1 2 � ,

â êîòîðûõ êîîðäèíàòà � u t( ) ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòüþ âûáîðà óïðàâëåíèÿ u èç

ìíîæåñòâà óïðàâëåíèé U r� { }1 2, , ,� â ìîìåíò âðåìåíè t èç èíòåðâàëà óïðàâ-

ëåíèÿ .

Åñëè âåðîÿòíîñòè � �u ut( ) � , u r�{ }1 2, , ,� , íå çàâèñÿò îò ìîìåíòà t, òî âåê-

òîð � � � �� { }1 2, , ,� r íàçîâåì ñòàöèîíàðíîé ñòðàòåãèåé, à ìíîæåñòâî âñåõ ñòà-

öèîíàðíûõ ñòðàòåãèé � îáîçíà÷èì �.

Î÷åâèäíî, ÷òî êîîðäèíàòû ñòàöèîíàðíîé ñòðàòåãèè � èìåþò ñëåäóþùèå

ñâîéñòâà:

� � � �1 20 0 0
 
 
, , ,� r ; � � �1 2 1� � � �� r ;

� eñëè ïðèíÿòîå â ìîìåíò âðåìåíè t � 0 1 2, , ,� ðåøåíèå îáîçíà÷èòü �( )t , òî

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü { }�( ), , , ,t t � 0 1 2 � áóäåò íåçàâèñèìûì îò ñåìåéñòâà öåïåé

Ìàðêîâà { { }}x t u ru( ) ( ), , , ,� 1 2 � ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì ñ íåçàâèñèìûìè çíà÷åíè-

ÿìè. Ïðè ýòîì äëÿ êàæäîãî u U� èìååì

P t u u u t ut u{ ( ) / ( ) , ( ) , , ( ) ,}� � � � �� � � � � �1 0 10 1 � , t � 0 1 2, , ,�

Ïóñòü âåêòîð q q x x X M� �{ }( ), ( ) îïðåäåëÿåò íåêîòîðîå ðàñïðåäåëåíèå íà

ìíîæåñòâå X M( ), ò.å. q x( ) 
 0 äëÿ ëþáîãî x X M� ( ) è q x

x X M

( ) .

( )�
� �1

Ïðåäïîëîæèì ïðè ýòîì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå q M( ) � 0.

Ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì, óïðàâëÿåìûì â ñîîòâåòñòâèè ñî ñòàöèîíàðíîé ñòðà-

òåãèåé �, íàçîâåì íåîäíîðîäíóþ öåïü Ìàðêîâà � � � � � �( , ) ( , ), ( , ),t t t� { 1 2 �

� , ( , )� �m t } ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì t �1 2 3, , ,� è çíà÷åíèÿìè âî ìíîæåñòâå

X M( ), êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

� íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïðîöåññà � �( , )t , t � 0 1 2, , ,� , îïðåäåëÿåòñÿ âåêòî-

ðîì q q x x X M� �{ }( ), ( ) , ò.å. P x q x{ }� �( , ) ( ),0 � � x X M� ( );

� ïåðåõîäíàÿ âåðîÿòíîñòü ïðîöåññà � �( , )t â ìîìåíò âðåìåíè t îïðåäåëÿåòñÿ
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p x yt( ( , )) ( , )� � �

� � � � �P t y y y t x x x pm m{ ( , ) ( , , , ) / ( , ) ( , , , )} ( (� � � � �1 1 2 1 2� �
t x y)) ( , ).

Â ðàáîòå [5] ðàññìîòðåíî çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîé ñòàöèîíàðíîé

ñòðàòåãèè � * �� ïðè óñëîâèè, ÷òî ïîñëåäñòâèÿ ïðèíèìàåìûõ ðåøåíèé áóäóò èç-

âåñòíû òîëüêî ïîñëå çàâåðøåíèÿ èíòåðâàëà óïðàâëåíèÿ  � �� { }0 1 2, , , ,� ñëó-

÷àéíîé äëèíû �. Îïòèìàëüíàÿ ñòàöèîíàðíàÿ ñòðàòåãèÿ � * íàõîäèëàñü êàê ðåøå-

íèå ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è îïðåäåëÿëàñü èç

óñëîâèÿ ìèíèìèçàöèè L L( ) [ ( )]*� �
�

�
�

inf
�

çíà÷åíèÿ ñëåäóþùåé ôóíêöèè ðèñêà:

L E ci

i

m

i( ) ( , )� � � �� �
�

�

�
�

�

�

�
�

�
�

1

, ãäå c c c cm� ( , , , )1 2 � — çàäàííûé íåîòðèöàòåëüíûé

÷èñëîâîé âåêòîð âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ, ò.å. ci 
 0 äëÿ ëþáîãî i m�1 2, , ,� .

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî òîò æå «öèêë» óïðàâëåíèÿ ñëó÷àéíîé äëèíû �

ìíîãîêðàòíî ïîâòîðÿåòñÿ, ïðè÷åì ýòè ïîâòîðåíèÿ ïðîèñõîäÿò íåçàâèñèìî îäíî

îò äðóãîãî. Ïóñòü ÷èñëî òàêèõ ïîâòîðåíèé ðàâíî S . Òîãäà êàæäîå ïîâòîðåíèå

ìîæíî îïèñàòü ïðîöåññîì

� � � � � � � �( ) ( ) ( ) ( )( , ) ( , ), ( , ), , ( , )s s s
m
st t t t� { }

1 2
� , t � 0 1 2, , ,� , s S�1 2, , ,� ,

êîòîðûé ñòðîèòñÿ ïîäîáíî ïðîöåññó � � � � � � � �( , ) ( , ), ( , ), , ( , )t t t tm� { }1 2 � ,

t � 0 1 2, , ,�

Ïîñòðîåííûé íà îñíîâàíèè ñåìåéñòâà ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ {� �( ) ( , ),s t

s S�1 2, , ,� } ïðîöåññ

� � � � � � � �( , ) ( , ), ( , ), , ( , )t t t tm� { }1 2 � , t � 0 1 2, , ,� ,

îïèñûâàþøèé îäíîâðåìåííî âñþ ïàðàëëåëüíóþ ñòðóêòóðó, õàðàêòåðèçóåòñÿ

òåì, ÷òî â ñëó÷àéíûå ìîìåíòû âðåìåíè îí âîçâðàùàåòñÿ â ïåðâîíà÷àëüíîå ñî-

ñòîÿíèå, ðàñïðåäåëåíèå êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ ðàñïðåäåëåíèåì � �( , ).0

Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ìîìåíò îêîí÷àíèÿ öèêëà óïðàâëåíèÿ ñ íîìåðîì s

ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî ìîìåíòîì íà÷àëà öèêëà óïðàâëåíèÿ ñ íîìåðîì s�1, òî

ýòè ìîìåíòû ìîæíî íàçâàòü ìîìåíòàìè ðåãåíåðàöèè. Ïîýòîìó ðàññìàòðèâàåìóþ

çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè â ïàðàëëåëüíîé ñòðóêòóðå ìîæíî

óñëîâíî íàçâàòü óïðàâëåíèåì ìíîãîìåðíûì ìàðêîâñêèì ïðîöåññîì

ðåãåíåðèðóþùåãî òèïà [6].

Ïóñòü � � �( ), ( ), , ( ),1 2 � �n îáîçíà÷àåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñÿùèõ îò

ñåìåéñòâà ïðîöåññîâ { }� �( ) ( , ), , , ,s t s S�1 2 � è íåçàâèñèìûõ ìåæäó ñîáîé ñëó-

÷àéíûõ âåëè÷èí, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò òàêîå æå ðàñïðåäåëåíèå, êàê è ñëó-

÷àéíàÿ äëèíà � èíòåðâàëà óïðàâëåíèÿ  � �� { }0 1 2, , , ,� . Ïîñòðîèì òî÷å÷íûé ñëó-

÷àéíûé ïðîöåññ �n n, , , ,� 0 1 2 � , ñëåäóþùèì îáðàçîì:

�0 0� ; � �1 1� ( ); � � �2 1 2� �( ) ( ); …; � � � �n n� � � �( ) ( ) ( )1 2 � ; …

Â èíòåðâàëå t � �[ , , , , ( ) ]0 1 2 1 1� � ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ � � � �( , ) ( , )t t� .

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà �( )s îïðåäåëÿåò ïðîäîëæèòåëüíîñòü öèêëà óïðàâëåíèÿ ñ íî-

ìåðîì s, à ïîñòðîåííûé íà îñíîâàíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

� � �( ), ( ), , ( ),1 2 � �n òî÷å÷íûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ �n n, , , ,� 0 1 2 � , ÿâëÿåòñÿ

ïðîöåññîì âîññòàíîâëåíèÿ è îïðåäåëÿåò ñëó÷àéíûå ìîìåíòû âðåìåíè, â êîòîðûå

ïðîöåññ � �( , )t , t � 0 1 2, , ,� , âîçâðàùàåòñÿ â íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå � �( , )0 .

Îáîçíà÷èì �( )t êîëè÷åñòâî âîññòàíîâëåíèé ïðîöåññà �n n, , , ,� 0 1 2 � , íà îò-

ðåçêå âðåìåíè [ , ]0 t , ò.å. � �( ) max ,t n tn� 
 �{ }0 , è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñëó÷àéíàÿ
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âåëè÷èíà �, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò äëèíó èíòåðâàëà óïðàâëåíèÿ  � �� { }0 1 2, , , ,� ,

òàêîâà, ÷òî �( ) .T
T
� �
��

Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ � �( , )t , t � 0 1 2, , ,� , îïèñûâàþùèé îäíîâðåìåííî âñþ

ïàðàëëåëüíóþ ñòðóêòóðó íà áåñêîíå÷íîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè åå ôóíêöèîíèðî-

âàíèÿ, ìîæíî îïðåäåëèòü ðàâåíñòâîì

� � � � ��( , ) ( , )( )t t t� � , t � 0 1 2, , ,�

Ïî àíàëîãèè ñ [5] â êà÷åñòâå öåëåâîé ôóíêöèè LS ( )� äëÿ îïðåäåëåíèÿ îïòè-

ìàëüíîé ñòàöèîíàðíîé ñòðàòåãèè ìîæíî âûáðàòü ñëåäóþùåå ìàòåìàòè÷åñêîå

îæèäàíèå:

L E cS i i s

i

m

s

S

( ) ( , )� � � �� � �
�
�
�

��

�
�
�

 ���
�� 1

11

.

Êîãäà êîëè÷åñòâî öèêëîâ óïðàâëåíèÿ S ïàðàëëåëüíîé ñòðóêòóðû âîçðàñòåò, òî,

ñ îäíîé ñòîðîíû, áóäåò ðàñòè âåëè÷èíà LS ( )� , à ñ äðóãîé — äëèíà Ts s� ��

� � � �� � �( ) ( ) ( )1 2 � S ñëó÷àéíîãî èíòåðâàëà óïðàâëåíèÿ Ts
�{ }0 1 2, , , ,� Ts . Ïî-

ýòîìó â ñëó÷àå, êîãäà S äîñòàòî÷íî âåëèêî, âìåñòî àíàëèçà óïðàâëÿåìîãî ïðîöåñ-

ñà íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå ìîæíî èñïîëüçîâàòü îäèí èç ìåòîäîâ àíàëèçà íà

áåñêîíå÷íîì ïðîìåæóòêå [3]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîöåññ � �( , )t óïðàâëÿåòñÿ íà

ïðîìåæóòêå T T� { }0 1 2, , , ,� äëèíû T . Ïîñêîëüêó ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèÿì

âåêòîð âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ c c c cm� ( , , , )1 2 � íåîòðèöàòåëüíûé è îáùèé äëÿ

âñåõ öèêëîâ óïðàâëåíèÿ, äëÿ îïðåäåëåíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè
~

( )L � ââåäåì âíà÷àëå

ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó

L T ci i s

i

m

s

T

( , ) ( , )
( )

� � � �
�

� � �
��
�� 1

11

,

çàòåì îïðåäåëèì «ñðåäíèé ïðèðîñò»
L T

T

( , )

( )

�

�
çíà÷åíèÿ L T( , )� â òå÷åíèå îäíîãî

öèêëà óïðàâëåíèÿ. Ïîñêîëüêó ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ �( ) ,T
T
� �
��

â êà÷åñ-

òâå öåëåâîé ôóíêöèè
~

( )L � öåëåñîîáðàçíî âûáðàòü ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå «ñðåä-

íåãî ïðèðîñòà» ïðè T � � . Èñïîëüçîâàòü òàêîé ïîäõîä ìîæíî òîëüêî ïðè
óñëîâèè ýðãîäè÷íîñòè ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà � �( , )t , t � 0 1 2, , ,� , ò.å. ïðè óñëî-
âèè, ÷òî äëÿ ïðîöåññà, îïèñûâàþùåãî îäíîâðåìåííî âñþ ïàðàëëåëüíóþ ñòðóê-
òóðó, ñóùåñòâóåò ñòàöèîíàðíûé ðåæèì. Òîãäà íà îñíîâàíèè óñèëåííîãî çàêîíà
áîëüøèõ ÷èñåë äëÿ ýðãîäè÷åñêèõ êîíå÷íûõ öåïåé Ìàðêîâà [8] ìîæíî óòâåð-
æäàòü, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 ñóùåñòâóåò ñëåäóþùèé ïðåäåë:

~
( ) lim

( , )

( )
lim

( )
( , )L

L T

T T
c

T T
i i s

i

�
�

� �
� � �� � � � �

�� �� �

1
1

11

m

s

T

��
�

�

�

�
�

�

�

�
�

�( )

.

Çíàÿ ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà � �( , )t , t � 0 1 2, , ,� ,
ìîæíî îïðåäåëèòü çíà÷åíèå

~
( )L � öåëåâîé ôóíêöèè â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå,

è ïîèñê îïòèìàëüíîé ñòàöèîíàðíîé ñòðàòåãèè � * ñâåäåòñÿ ê âûáîðó òàêîãî

óïðàâëåíèÿ, ïðè êîòîðîì çíà÷åíèå
~

( )*L � öåëåâîé ôóíêöèè áóäåò îïòèìàëüíûì,

ò.å.
~

( ) [
~

( )]*L L� �
�

�
�

inf
�

.

Àíàëèçèðóÿ äëÿ êàæäîãî óïðàâëåíèÿ u U� âèä ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé

p x yu( ) ( , ) ìíîãîìåðíûõ öåïåé Ìàðêîâà x t x t x t x tu u u
m
u( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ), ( ), , ( )� { }

1 2
� ,
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ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî åãî êîìïîíåíòû x ti
u( ) ( ) — íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå ïðî-

öåññû. Ñîãëàñíî ïðèíÿòûì ïðåäïîëîæåíèÿì òî÷å÷íûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ �n ,

n � 0 1 2, , ,� , êîòîðûé èñïîëüçóåòñÿ ïðè îïðåäåëåíèè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà � �( , )t ,

t � 0 1 2, , ,� , íå çàâèñèò îò ñåìåéñòâà öåïåé Ìàðêîâà x tu( ) ( ), u U r� � { }1 2, , ,� .

Ïîýòîìó èçó÷åíèå ýðãîäè÷íîñòè ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà � �( , )t , t � 0 1 2, , ,� , ôàê-

òè÷åñêè ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ ñâîéñòâ îòäåëüíûõ êîîðäèíàò � �i t( , ),

i m�1 2, , ,� , è óñëîâèé èõ ýðãîäè÷íîñòè.

Äëÿ ëþáîãî i m�1 2, , ,� êîîðäèíàòà � �i t( , ) ìíîãîìåðíîãî ìàðêîâñêîãî ïðî-

öåññà � � � � � � � �( , ) ( , ), ( , ), , ( , )t t t tm� { }1 2 � ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé öåïüþ Ìàðêî-

âà ñ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé { }0 1 2, , , ,� M i . Îïðåäåëèì ïåðåõîäíóþ

âåðîÿòíîñòü p x yi i i( ) ( , ), 0 � �x Mi i , 0 � �y Mi i , ýòîé öåïè çà îäèí øàã.

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè x yi i� , òî p x yi i i( ) ( , ) � 0.

Ïóñòü òåïåðü x yi i
 . Ââåäåì ïîëíóþ ãðóïïó ñîáûòèé { }H H H r1 2, , ,� äëÿ

ôèêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ t ñëåäóþùèì îáðàçîì: H t uu � �{ }�( ) , u r�{ }1 2, , ,� .

Òîãäà, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó ïîëíîé âåðîÿòíîñòè, ïîëó÷àåì

p x y P t y t xi i i i i i i( ) ( , ) { ( ) / ( ) }� � � � �� �1

� � � � � �
�
�P H P t y t x Hu i i i i u

u

r

{ } { ( ) / ( ) , }� �1

1

� � � �u

u

r

i i i i u u x

x y
uiP t y t x H C a

i

i i� � � � � �
�

��
1

1 1{ ( ) / ( ) , } ( ) ( )
x y

ui
y

u

r
i i ia
�

�

�� 1

1

.

Ïóñòü P p x yi
i i i

( )
( )| | ( , )| |� , 0 � �x Mi i , 0 � �y Mi i , îáîçíà÷àåò ìàòðèöó

ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé çà îäèí øàã öåïè � �i t( , ), i m�1 2, , ,� . Îáîçíà÷èì Q i( )

ìàòðèöó ðàçìåðíîñòè, àíàëîãè÷íîé P i( ) , êîòîðàÿ ñîñòîèò èç îäèíàêîâûõ ñòðîê

q q x x Mi i
i i i

( ) ( ) ( ),� � �{ }0 , ïðè ýòîì âåêòîð q i( ) îïðåäåëÿåò íà÷àëüíîå ðàñïðå-

äåëåíèå êîîðäèíàòû � �i t( , ), i m�1 2, , ,� , ìíîãîìåðíîãî ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà

� �( , )t , ò.å.

q x P xi
i i i

( ) ( ) ( , )� �{ }� � 0 , 0 � �x Mi i ; q xi
i

( ) ( ) 
 0; q xi
i

x

M

i

i
( ) ( ) �

�
� 1

0

.

Ââåäåì ñëó÷àéíûé ïðîöåññ � ��t t t�
�� �( ) 1 , îïðåäåëÿþùèé âðåìÿ, ïðîøåä-

øåå îò òåêóùåãî ìîìåíòà t äî î÷åðåäíîãî ìîìåíòà âîññòàíîâëåíèÿ. Î÷åâèäíî,

÷òî � t
� 
 1, � t

� �{ }1 2 3, , ,� . Â òåîðèè âîññòàíîâëåíèÿ ïðîöåññ � t
� íàçûâàåòñÿ ïå-

ðåñêîêîì ïðîöåññà âîññòàíîâëåíèÿ �n n, , , ,� 0 1 2 � , ÷åðåç óðîâåíü t.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî i m�1 2, , ,� êîîðäèíàòà � �i t( , ) ñëó÷àéíîãî

ïðîöåññà � � � � � � � �( , ) ( , ), ( , ), , ( , )t t t tm� { }1 2 � , t � 0 1 2, , ,� , êîòîðûé îïèñûâàåò

îäíîâðåìåííî âñþ ïàðàëëåëüíóþ ñòðóêòóðó, ÿâëÿåòñÿ íåîäíîðîäíîé öåïüþ Ìàðêî-

âà ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì t � 0 1 2, , ,� è ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé { }0 1 2, , , ,� M i .

Íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïðîöåññà � �i t( , ) îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðîì

q q x x Mi i
i i i

( ) ( ) ( ),� � �{ }0 , q x P xi
i i i

( ) ( ) ( , )� �{ }� � 0 , 0 � �x Mi i .

Ìàòðèöà
~ ( )P i ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé ïðîöåññà � �i t( , ) çà îäèí øàã â ìî-

ìåíò âðåìåíè t:
~

| | ~ ( , )| |( )
( )P p x yi
i i i� , 0 � �x Mi i , 0 � �y Mi i ,

ãäå
~ ( , ) { ( ) / ( ) }( )p x y P t y t xi i i i i i i� � � �� �1 ,

îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì
~ ( ) ( ) ( )P P P Q Pi i

t
i

t� � � � � �� �{ } { }� �1 1 .
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Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñ ïîëîæèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ 	 â êàæäûé ìîìåíò t

ïðîöåññ óïðàâëåíèÿ ìîæåò ïðåêðàòèòüñÿ (ò.å. äëèíà � èíòåðâàëà óïðàâëåíèÿ

T � { }0 1 2, , , ,� � îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: êàæäûé î÷åðåäíîé ìîìåíò âðå-

ìåíè t � 0 1 2, , ,� ñ ïîëîæèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ 	, êîòîðàÿ íå çàâèñèò íè îò ñîñòîÿ-

íèÿ óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà � �( , )t â ýòîò ìîìåíò, íè îò ïðèíèìàåìûõ ðàíåå ðåøåíèé,

ìîæåò áûòü ïîñëåäíèì), òî ñïðàâåäëèâûìè áóäóò ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

� ïðîöåññ � �i t( , ) ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé ýðãîäè÷åñêîé öåïüþ Ìàðêîâà,

ò.å. äëÿ ïðîèçâîëüíîãî çíà÷åíèÿ k M i�{ }0 1 2, , , ,� ñóùåñòâóåò ïðåäåë

~ ( ) lim ~ ( , ) lim { ( ) / (( )
( )
( )
 � �i

t i
t

i
t

i ik p k x P t k� � �
�� ��

0) }� xi , 0 � �x Mi i , 0 � �k M i ;

� ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå ~ ~ ( ),( ) ( )
 
i i
ik k M� � �{ }0 ïðîöåññà � �i t( , )

óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ~ [ ( ) ]( ) ( ) ( ) ( )
 	 	i i i iE P q� � � � � �1 , â êîòîðîì E i( ) îáîçíà-

÷àåò åäèíè÷íóþ ìàòðèöó òàêîé æå ðàçìåðíîñòè, êàê è P i( ) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà � �( , )t ,

t � 0 1 2, , ,� , íåçàâèñèìî îò åãî òðàåêòîðèè { }� � � � � � �i i i k( , ), ( , ), , ( , )0 1 1� �
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

q x P x P xi
i i i i k i

( ) ( ) ( , ) ( , )� � � �{ } { }� � � � �0 , 0 � �x Mi i .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà îòðåçêå âðåìåíè [ , ]0 t ïðîèçîøëî �( )t âîññòàíîâëåíèé

ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà �n , n � 0 1 2, , ,� Òîãäà, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèÿ ñòðîãóþ ìàð-

êîâîñòü ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ � �i t( , ), i m�1 2, , ,� , ïîëó÷àåì

P t A t ti i i i i i{� � � � � � � � � �( , ) / ( , ), ( , ), , ( , ), ( , )}� �0 1 1� =

= P t A ti i i t i t i{� � � � � � � � � �� �( , ) / ( , ), ( , ), , ( , )( ) ( )� � �1 1� , ( , )� �i t }.

Äëÿ ïåðåñêîêà � ��t t t�
�� �( ) 1 äâà ñîáûòèÿ: { }� t

� �1 è { }� t
� �1 , ñîñòàâëÿþò

ïîëíóþ ãðóïïó. Ïðè ýòîì ñëó÷àé, êîãäà { }� t
� �1 , îçíà÷àåò, ÷òî � �( ) ( )t t� � �1 1.

Ñîîòâåòñòâåííî ñîáûòèå { }� t
� �1 âëå÷åò çà ñîáîé ðàâåíñòâî � �( ) ( )t t� �1 . Ïîýòî-

ìó, èñïîëüçóÿ ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ïðîöåññ �( )t íå çàâèñèò îò � �i t( , ), ïîñëå íå-
ñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì

P t y t ti i i i i i{� � � � � � � � � �( , ) / ( , ), ( , ), , ( , ), ( , )� � �1 0 1 1� } =

� � � � � � � �� �P P t y t P Pt i i i t i{ } {� � � � � � � �1 1 1( , ) / ( , )} { } { ( ,0) }� yi .

Â òî æå âðåìÿ ñ ïîìîùüþ ïîäîáíûõ ðàññóæäåíèé âûâîäèì ñîîòíîøåíèå

P t y ti i i{ }� � � �( , ) / ( , )� �1 =

� � � � � � � �� �P P t y t P Pt i i i t i{ } { } {� � � � � � � �1 1 1{ ( , ) / ( , )} ( ,0) }� yi ,

ò.å.

P t y t ti i i i i i{� � � � � � � � � �( , ) / ( , ), ( , ), , ( , ), ( , )� � �1 0 1 1� } =

= P t y ti i i{ }� � � �( , ) / ( , )� �1 ,

÷òî è äîêàçûâàåò ìàðêîâîñòü ïðîöåññà � �i t( , ), t � 0 1 2, , ,�

Çàôèêñèðóåì � �i it x( , ) � çíà÷åíèå ïðîöåññà � �i t( , ) â ìîìåíò âðåìåíè t.

Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ïðîöåññà � �i t( , ), ïîëó÷àåì

P t y t xi i i i{ } =� � � �( , ) / ( , )� � �1

� � � � � � � � �� �P P t y t x P Pt i i i i t i{ } {� � � � � � �1 1 1( , ) / ( , ) } { } { ( , )� 0 � yi } =

= P p x y P q yt i i i t
i

i{ } { }� �� �� � � � �1 1( )
( )( , ) ( ).

ISSN 1019-5262. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2019, òîì 55, ¹ 5 133



Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå òîò ôàêò, ÷òî âåðîÿòíîñòè P t{ }� � �1 è P t{ }� � �1 íå çà-

âèñÿò îò çíà÷åíèé xi è yi , çàïèñûâàåì ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå â ìàòðè÷íîì âèäå

~ ( ) ( ) ( )P P P Q Pi i
t

i
t� � � � � �� �{ } { }� �1 1 ,

÷òî è äîêàçûâàåò ïðèâåäåííîå â òåîðåìå 1 ðàâåíñòâî.

Ïóñòü òåïåðü âûïîëíåíî ïðåäïîëîæåíèå òåîðåìû 1, ò.å. â êàæäûé ìîìåíò

âðåìåíè t ñ ïîëîæèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ 	 ïðîöåññ óïðàâëåíèÿ ìîæåò ïðåêðà-

òèòüñÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëèíà � èíòåðâàëà óïðàâëåíèÿ T � { }0 1 2, , , ,� � ÿâëÿåòñÿ

äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, êîòîðàÿ íå çàâèñèò îò ñåìåéñòâà öåïåé Ìàðêî-

âà x tu( ) ( ), u r�{ , , , }1 2 � , è èìååò ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì 	,

à èìåííî

��{ }1 2 3, , ,� , P n n{ }� 	 	� � � ��( )1 1 , n �1 2 3, , ,�

Äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ h t k P kt( , ) � ��{ }� , t � 0 1 2, , ,� , k �1 2, ,� , ïåðåñêîêà � t
�

ìîæíî çàïèñàòü ñîîòíîøåíèå

h t k P t k P l h t l k

l

t

( , ) ( ) ( ) ( , )� � � � � � �
�
�{ } { }� �1 1

1

, k �1 2, ,�

Åñëè ââåñòè ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè

H s E s s h t kk
t

t

t( ) ( ) ( , )� � �
�

�

�

��

0

, k �1 2, ,� , F s E s s P ll

l

( ) [ ]� � � �
�

�

�� �{ }

1

,

òî ýòî ñîîòíîøåíèå ïðèìåò âèä

H s F s F s H sk
k k

k( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � � � � � � ��1 11	 	 	 .

Èñïîëüçîâàâ ñâîéñòâà ãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ëåãêî ïîëó÷èì

ðàâåíñòâî
F s

F s

s

s

( )

( )1 1�
�

�

�

	
. Ïîýòîìó

H s
F s

F s
sk

k t k

t

( ) ( )
( )

( )
[ ( ) ]� � � �

�

!

"
#

$

%
& � � � �� �1

1
11 1	 	 	 	

�

�

�
0

, k �1 2, ,�

Äðóãèìè ñëîâàìè,
~

( )( ) ( ) ( )P P Qi i i� � � � �1 	 	 . Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ïåðå-

õîäíûå âåðîÿòíîñòè ~ ( , )( )p x yi i i íå çàâèñÿò îò ìîìåíòà âðåìåíè t, ò.å. � �i t( , ),

t � 0 1 2, , ,� , — îäíîðîäíàÿ öåïü Ìàðêîâà. Ïîñêîëüêó ~ ( , )( )p M Mi i i �

� � � � �( ) ( , ) ( )( )
( )1 	 	p M M q Mi i i
i

i è íà îñíîâàíèè ïðèíÿòûõ óñëîâèé q M( ) � 0,

òî ~ ( , )( )p M Mi i i � 0. Ïîýòîìó ñëó÷àéíûé ïðîöåññ � �i t( , ) ÿâëÿåòñÿ íåïåðèîäè÷åñ-

êîé, íåïðèâîäèìîé êîíå÷íîé öåïüþ Ìàðêîâà. Ýòè óñëîâèÿ ãàðàíòèðóþò åå ýðãî-

äè÷íîñòü. Ïðè ýòîì ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå ~ ~ ( ),( ) ( )
 
i i
ik k M� � �{ }0

öåïè � �i t( , ) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé

~ ~ ~
,

~ ,

( ) ( ) ( )

( ) ( )


 





i i i

i i

P

I

� �

� �

�
�
�

�� 1

ãäå I i( ) îáîçíà÷àåò ñîñòîÿùèé èç åäèíèö âåêòîð-ñòîëáåö òàêîé æå ðàçìåð-

íîñòè, ÷òî è âåêòîð ~ ~ ( ),( ) ( )
 
i i
ik k M� � �{ }0 .

Ïîñêîëüêó êîîðäèíàòû ~ ( )( )
 i k , 0 � �k M i , âåêòîðà ~ ( )
 i èìåþò ñëåäóþùèå

ñâîéñòâà: ~ ( )( )
 i k 
 0; ~ ( )( )
 i

k

M

k
i

�
� �

0

1, à âñå ñòðîêè ìàòðèöû Q i( ) ñîâïàäàþò
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ñ âåêòîðîì q q x x Mi i
i i i

( ) ( ) ( ),� � �{ }0 íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, î÷åâèäíî, ñïðàâåä-

ëèâî ðàâåíñòâî ~ ( ) ( ) ( )
 i i iQ q� � . Ïîýòîìó ~ ( ) ~( ) ( ) ( ) ( )
 	 
 	i i i iP q� � � � � �1 èëè îêîí-

÷àòåëüíî ~ [ ( ) ]( ) ( ) ( )
 	 	i i iE P q� � � � � �1 , ÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.

Ðåøèì çàäà÷ó äèíàìè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ â ïàðàëëåëüíîé ñòðóêòóðå, êîòî-

ðàÿ èçó÷àëàñü â [1, 7]. Äëÿ ýòîãî èçìåíèì ðàññìîòðåííóþ â òåîðåìå 1 ìîäåëü

ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëå êàæäîãî ïðèíÿòîãî ðåøåíèÿ ìîæíî ïðîêîíòðîëè-

ðîâàòü åãî ðåçóëüòàò, ò.å. íàáëþäàòü ñîñòîÿíèå, â êîòîðîå ïåðåõîäèò

óïðàâëÿåìûé ïðîöåññ.

Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû {x t x t x t x t u Uu u u
m
u( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ( ), ( ), , ( )),� � �

1 2
�

� { }}1 2, , ,� r õàðàêòåðèçóþòñÿ òåì, ÷òî èõ òðàåêòîðèè ìîíîòîííûå. Ïîýòîìó,

åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî u U� ñïðàâåäëèâî x Mu( ) ( )0 � , òî ïðîñòðàí-

ñòâîì ñîñòîÿíèé âñåõ öåïåé Ìàðêîâà x tu( ) ( ), u U� , áóäåò ìíîæåñòâî X M( ) �

� � � �{ }( , , , ) : , , , ,x x x x M i mm i i1 2 0 1 2� � . Êàê è â [1], îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

èñòîðèé i t x u x u x u x I tt t( ) , , , , , , , ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )� �{ }0 1 1 2 2
� äëèíû t �{ }0 1 2, , ,� ,

à òàêæå ñòðàòåãèþ 
 � { }f f f( ), ( ), ( ),1 2 3 � , ïîñòðîåííóþ íà îñíîâàíèè ñåìåé-
ñòâà âåêòîðîâ ðåøåíèé f t f t x X Mx( ) ( ), ( )� �{ }, t �{ }1 2, ,� . Ñòðàòåãèÿ 
( )f �
� { }f f f, , ,� , â êîòîðîé âåêòîð ðåøåíèé f t f f x X Mx( ) , ( )� � �{ } íå çàâèñèò îò
t T� , íàçûâàåòñÿ ñòàöèîíàðíîé. Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå áóäåì èñêàòü âî ìíî-
æåñòâå ' âñåõ ñòàöèîíàðíûõ ñòðàòåãèé.

Îáîçíà÷èì � � � �( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ), ( ), , ( )f f f
m

ft t t t� { }
1 2

� , t � 0 1 2, , ,� , óïðàâëÿåìûé

ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, êîòîðûé îïèñûâàåò îäíîâðåìåííî âñþ ïàðàëëåëüíóþ ñòðóê-
òóðó íà áåñêîíå÷íîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè åå ôóíêöèîíèðîâàíèÿ. Ïîëîæèì ïî

îïðåäåëåíèþ, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 � ( ) ( ) ( , , , )f
mM M M0 1 2� � . Ïóñòü P f( ) �

� | | ( , )| |( )p x yf , x x x x X Mm� �( , , , ) ( )1 2 � , y y y y X Mm� �( , , , ) ( )1 2 � , îáîçíà-

÷àåò ìàòðèöó ïåðåõîäíûõ ôóíêöèé ïðîöåññà � ( ) ( )f t çà îäèí øàã. Òîãäà âåðîÿò-

íîñòü p x yf( ) ( , ) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
� äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñîñòîÿíèÿ x x x x X Mm� �( , , , ) ( )1 2 � ñïðàâåäëèâî

p x Mf( ) ( , ) � 	;
� åñëè äëÿ ñîñòîÿíèÿ y X M� ( ), y y y y Mm� (( , , , )1 2 � , ñóùåñòâóåò òàêîå i,

÷òî x yi i� , òî p x yf( ) ( , ) � 0;
� åñëè ñîñòîÿíèå y X M� ( ), y y y y Mm� (( , , , )1 2 � , òàêîå, ÷òî äëÿ ïðî-

èçâîëüíîãî i m�1 2, , ,� âûïîëíÿåòñÿ x yi i� 
 0, òî p x yf( ) ( , ) ( )� � �1 	

� � �� �

�
)C a a

x

x y
f

x y

i

m

f
y

xi xi1

1 1 1 1 1

1

1( ) ( ) .

Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè s s s0 1 2, , ,�

ñëåäóþùèì îáðàçîì: s0 0� , s n n s n M M Mk k
f

m� � ��min : ; ( ) ( , , , )( ){ }1 1 2� � ,

k �1 2, ,� Äðóãèìè ñëîâàìè, s s s0 1 2, , ,� — ïîñëåäîâàòåëüíûå ìîìåíòû âîçâðà-

ùåíèÿ ïðîöåññà � ( ) ( )f t â ñîñòîÿíèå M . Ïîñêîëüêó ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ïðî-

öåññà � ( ) ( )f t âîçâðàùåíèå åãî â ñîñòîÿíèå M ôàêòè÷åñêè îçíà÷àåò îêîí÷àíèå

î÷åðåäíîãî öèêëà óïðàâëåíèÿ ñëó÷àéíîé äëèíû � 	 , òðàåêòîðèÿ {� ( ) ( ),f
ks

� �( ) ( )( ), , ( )f
k

f
ks s� ��1 11� } ïðîöåññà � ( ) ( )f t â èíòåðâàëå s t sk k� � �1 îïèñûâà-

åò ðàçâèòèå ( )k �1 -ãî ïî ïîðÿäêó öèêëà óïðàâëåíèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàí âåê-
òîð d d d dm� ( , , , )1 2 � âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ, è îïðåäåëèì ñëó÷àéíûé ôóíê-
öèîíàë L Tf{ }
 ( ) ( ) â èíòåðâàëå óïðàâëåíèÿ 0 � �t T ñëåäóþùèì ðàâåíñòâîì:

L T d t t t Mf i i
f

i
f f

{
 � � � �( )}
( ) ( ) ( )( ) ( ( ) ( )) [ ( ) ]� � � � � � (1 1

i

m

t

T

��
��

�

�

�
�

�

�

�
�

10

.
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Çäåñü �[ ]H îáîçíà÷àåò èíäèêàòîð ñîáûòèÿ H , ò.å. �[ ]H �1, åñëè îíî ïðîèñõî-

äèò, è �[ ]H � 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ôóíêöèîíàë L Tf{ }
 ( ) ( ) ìîæíî èíòåðïðå-

òèðîâàòü, êàê âûãîäó (ïðèáûëü) îò óïðàâëåíèÿ ïðîöåññîì � ( ) ( )f t â ñîîòâåò-

ñòâèè ñî ñòàöèîíàðíîé ñòðàòåãèåé 
( )f â èíòåðâàëå 0 � �t T . Î÷åâèäíî, ÷òî

óâåëè÷åíèå êîëè÷åñòâà S ïîâòîðåíèé öèêëà óïðàâëåíèÿ âëå÷åò çà ñîáîé âîç-

ðàñòàíèå ïðîìåæóòêà 0 � �t T , íåîáõîäèìîãî äëÿ èõ ðåàëèçàöèè. Ïîýòîìó êà-

÷åñòâî ñòàöèîíàðíîé ñòðàòåãèè 
( )f ìîæíî îöåíèâàòü ñðåäíåé âûãîäîé çà

îäèí øàã óïðàâëåíèÿ. Äðóãèìè ñëîâàìè, â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ îïòèìàëüíîñòè

ñòàöèîíàðíîé ñòðàòåãèè 
( )f ìîæíî âûáðàòü ôóíêöèîíàë

� lim ( )( ) ( )L
T

L Tf
T

f{ } { }
 
�
��

1
.

Ñòàöèîíàðíóþ ñòðàòåãèþ 
 * * * *, , ,� { }f f f � áóäåì íàçûâàòü îïòèìàëüíîé,

åñëè
� max { � }*

( )
( )}L L

f
f{ } {
 



�
�'

.

Òåîðåìà 2. Ôóíêöèÿ ðèñêà äëÿ ñòàöèîíàðíîé ñòðàòåãèè 
( )f âû÷èñëÿåòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

� ( ) ( , ) (( )

( ) ( )

L q x p x y d xf

x X M

f f

y X M

y M

i i{ } { } { }
 � � � �
� �

(

� � �
!

"
#
#

$

%
&
&�

� yi

i

m

)

1

,

ïðè ýòîì x x x x X Mm� �( , , , ) ( )1 2 � , y y y y X Mm� �( , , , ) ( )1 2 � , à âåêòîð
� � ( ), ( )( ) ( )q q x x X Mf f� �{ } ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé

� � ,

� ,

q P q

q I

f f f

f f

{ } { } { }

{ } { }

� �

� �

�
�
� 1

ãäå I f{ } — åäèíè÷íûé âåêòîð-ñòîëáåö, ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ ðàç-

ìåðíîñòüþ âåêòîðà q f( ) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîöåññ � ( ) ( )f t ÿâëÿåòñÿ öåïüþ Ìàðêîâà ç äèñêðåòíûì

âðåìåíåì è ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé X M( ). Àíàëèçèðóÿ åãî ïåðåõîäíóþ ôóíê-

öèþ çà îäèí øàã p x yf( ) ( , ), ëåãêî ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî öåïü � ( ) ( )f t íåïåðèî-

äè÷åñêàÿ è íåïðèâîäèìàÿ è ïðè ýòîì âñå åå ñîñòîÿíèÿ èç ìíîæåñòâà X M( ) ñó-

ùåñòâåííû. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî X M( ) êîíå÷íî, íà îñíîâàíèè ýðãîäè÷åñêîé

òåîðåìû äëÿ êîíå÷íûõ öåïåé Ìàðêîâà ñóùåñòâóåò ýðãîäè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå

� � ( ), ( )( ) ( )q q x x X Mf f� �{ } ïðîöåññà � ( ) ( )f t . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíî-

ãî ñîñòîÿíèÿ y y y y X Mm� �( , , , ) ( )1 2 � ñóùåñòâóåò íåçàâèñÿùèé îò íà÷àëüíîãî

ñîñòîÿíèÿ x x x x X Mm� �( , , , ) ( )1 2 � ïðåäåë

lim { ( ) ( , , , ) / ( ) ( , , , )}( ) ( )

n

f
m

f
mP n y y y x x x

��
� �� �1 2 1 20� � � � ( )( )q yf .

Ïðè ýòîì âåêòîð ýðãîäè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ � � ( ), ( )( ) ( )q q x x X Mf f� �{ } ïðî-

öåññà � ( ) ( )f t îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ åãî ñòàöèîíàðíûì ðàñïðåäåëåíèåì è åãî

ìîæíî íàéòè êàê åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ïðèâåäåííîé â òåîðåìå 2 ñèñòåìû

óðàâíåíèé. Îêîí÷àòåëüíîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 ñëåäóåò èç óñèëåííîãî

çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë äëÿ ýðãîäè÷åñêèõ êîíå÷íûõ öåïåé Ìàðêîâà [8].

Îïòèìàëüíóþ ñòàöèîíàðíóþ ñòðàòåãèþ 
 * * * *, , ,� { }f f f � ìîæíî íàéòè

ïðîñòûì ïåðåáîðîì. Ñîãëàñíî ïðèíÿòûì óñëîâèÿì íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü ìàêñè-
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ìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà �
( )L f{ }
 íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå âñåõ ñòàöèî-

íàðíûõ ñòðàòåãèé. Ïðè ýòîì òåîðåìà 2 äàåò ïðàêòè÷åñêèé àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ ýòî-

ãî çíà÷åíèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîé êîíêðåòíîé ñòàöèîíàðíîé ñòðàòåãèè 
 � { }f f f, , ,� .

Òàêîé ïîäõîä ìîæíî èñïîëüçîâàòü â ñèòóàöèè, êîãäà êîëè÷åñòâî âîçìîæíûõ

ðåøåíèé r, ðàçìåðíîñòü m ïðîöåññà � ( ) ( )f t è çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò

M M M m1 2, , ,� âåêòîðà M íå î÷åíü âåëèêè. Åñëè, êðîìå òîãî, ïðåäìåòíûé àíà-

ëèç èññëåäóåìîé ñèòóàöèè ïîçâîëÿåò îãðàíè÷èòü ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ è ðàçóì-

íûõ ç ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ñòðàòåãèé äî íåáîëüøîãî èõ êîëè÷åñòâà, òî

ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì ïðÿìîãî ïåðåáîðà ìîæåò áûòü âïîëíå ïðèåìëåìûì.

Î÷åâèäíî, îäíàêî, ÷òî â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ òàêîé ïîäõîä íåëüçÿ ðåàëèçîâàòü

íà ïðàêòèêå, ïîñêîëüêó êîëè÷åñòâî ñòàöèîíàðíûõ ñòðàòåãèé î÷åíü áûñòðî ðàñòåò

ïðè óâåëè÷åíèè çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ìîäåëè. Ïîýòîìó, ÷òîáû ïîñòðîèòü ýôôåê-

òèâíûé âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì äëÿ ïîèñêà îïòèìàëüíîé ñòàöèîíàðíîé

ñòðàòåãèè, íàéäåì âíà÷àëå êðèòåðèé åå îïòèìàëüíîñòè.

Îáîçíà÷èì M T E L T
f f{ } { }( ) [ ( )]( )� 
 ñðåäíþþ âûãîäó, ïîëó÷åííóþ çà T øà-

ãîâ óïðàâëåíèÿ ïðîöåññîì � ( ) ( )f t â èíòåðâàëå 0 � �t T . Â ñâîþ î÷åðåäü

m T m T x x X Mf f{ } { }{ }( ) ( , ), ( )� � îáîçíà÷àåò âåêòîð-ñòîëáåö, ðàçìåðíîñòü êîòî-

ðîãî ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà X M( ), à êîîðäèíàòû m T xf{ } ( , )

îïðåäåëÿþò óñëîâíóþ ñðåäíþþ âûãîäó m T x E L T xf f
f

{ } { }( , ) [ ( ) / ( ) ]( )
( )� �
 � 0 .

Åñëè âåêòîð q q x x X M� �{ }( ), ( ) îïðåäåëÿåò íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó-

÷àéíîãî ïðîöåññà � ( ) ( )f t , ò.å. q x( ) 
 0, q x

x X M

( )

( )�
� �1, q x P x( ) ( , )� �{ }� � 0 ,

x X M� ( ), òî î÷åâèäíî M T g x m T x
f

x X M

f{ } { }( ) ( ) ( , )

( )

� �
�
� .

Ââåäåì âåêòîð-ñòîëáåö d d x x X Mf f{ } { }{ }� �( ), ( ) , ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî ñî-

âïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà X M( ), à êîîðäèíàòû d xf{ } ( ) îïðåäåëÿþò-

ñÿ ðàâåíñòâîì

d x p x y d x yf

y X M

y M

f i i i

i

m

{ } { }( ) ( , ) ( )

( )

� � �
�

�

�
�

�

�

�
�

�
(

�
� �

1

.

Îáîçíà÷èì � | | � | |Q qf f{ } { }� êâàäðàòíóþ ìàòðèöó, ñëîæåííóþ èç îäèíàêîâûõ

ñòðîê, êîòîðûå ñîâïàäàþò ñî ñòàöèîíàðíûì ðàñïðåäåëåíèåì �
( )q f �

� �{ }� ( ), ( )( )q x x X Mf , è ââåäåì ìàòðèöó H E P Q Qf f f f f{ } { } { } { } { }� � � ��( ) 1 ,

ãäå E f{ } — åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà òàêîé æå ðàçìåðíîñòè, êàê Q f{ }.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü f f x X Mx� �{ }, ( ) è g g x X Mx� �{ }, ( ) — äâà âåêòîðà ðå-

øåíèé, 
( ) , , ,f f f f� { }� è 
( ) , , ,g g g g� { }� — ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñòàöèî-

íàðíûå ñòðàòåãèè.

Åñëè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî d P H dg g f f( ) ( ) ( ) ( )� � � � d f( ) �
� � �P H df f f( ) ( ) ( ) , òî � �

( ) ( )L Lg f{ } { }
 
� .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî � ( ) ( )f k x� , x X M� ( ), ò.å. óïðàâëÿåìûé

â ñîîòâåòñòâèè ñî ñòðàòåãèåé 
( )f ïðîöåññ � ( ) ( )f t â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåííûõ k

øàãîâ íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè x x x x X Mm� �( , , , ) ( )1 2 � . Åñëè ïîñëå k-ãî øàãà íå

áóäåò ïðèíÿòî ðåøåíèÿ î ïðåêðàùåíèè ïðîöåññà óïðàâëåíèÿ, à îñóùåñòâèòñÿ î÷å-

ðåäíîé ( )k �1 -é øàã, òî ñîãëàñíî óñëîâèþ ñ âåðîÿòíîñòüþ p x yf( ) ( , ) ïðîöåññ
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� ( ) ( )f t ïåðåéäåò â ñîñòîÿíèå y y y y X Mm� �( , , , ) ( )1 2 � . Ïðè ýòîì âûãîäà îò

óïðàâëåíèÿ âîçðàñòåò íà âåëè÷èíó d x yi i i

i

m

� �
�
� ( )

1

. Åñëè áóäåò ïðèíÿòî ðåøåíèå

î ïðåêðàùåíèè ïðîöåññà óïðàâëåíèÿ, òî ïðîöåññ � ( ) ( )f t ïåðåéäåò â ñîñòîÿíèå

M M M M X Mm� �( , , , ) ( )1 2 � è çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà L kf{ }
 ( ) ( ) íå èçìåíèò-

ñÿ. Âåðîÿòíîñòü 	 òàêîãî ðåøåíèÿ ïîñòîÿííà è íå çàâèñèò îò øàãà k, êîãäà îíî

ïðèíèìàåòñÿ. Ïîýòîìó âåêòîð d f{ } ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì ñðåäíèõ âûãîä óïðàâ-

ëÿåìîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà � � � �( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ), ( ), , ( )f f f
m

ft t t t� { }
1 2

� ,

t � 0 1 2, , ,� , çà îäèí øàã. Åñëè ââåñòè ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè ïðîöåññà � ( ) ( )f t

çà t øàãîâ

p x y P t y x
f
t f f

{ }
( ) ( ) ( )( , ) { ( ) / ( ) }� � �� � 0 ,

òî, èñïîëüçîâàâ ñâîéñòâî ìàðêîâîñòè ïðîöåññà � ( ) ( )f t , ïîñëå íåñëîæíûõ ïðå-

îáðàçîâàíèé ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

m T x E L T x p x y df f
f

f
t

f{ } { } { } {( , ) [ ( ) / ( ) ] ( , )( )
( ) ( )� � � �
 � 0 } ( )

( )

y

y X Mt

T

*�

�

��
�

�

�
�

�

�

�
�

0

1

,

÷òî â ìàòðè÷íîì âèäå ïðåäñòàâèì ñëåäóþùèì îáðàçîì: m T P df f
t

f

t

T

{ } { } { }( ) ( )� �
�

�

�
0

1

,

ãäå P
f
t

{ }
( ) — ìàòðèöà ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé ïðîöåññà � ( ) ( )f t çà t øàãîâ.

Ïîñêîëüêó äëÿ îäíîðîäíîé öåïè Ìàðêîâà ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

P P
f
t

f
t

{ } { }
( ) [ ]� , t � 0 1 2, , ,� , òî

m T P df f
t

f

t

T

{ } { } { }( ) ( )� �
�

�

�
0

1

.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðåçóëüòàò òåîðåìû 2 è ñâîéñòâà ìàòðèö P f( ) è �Q f{ },

óáåæäàåìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k

ñëåäóþùèõ ðàâåíñòâ:

P Q Q P Q Q Qf f f f f f f( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
� � � � �� � � � � � ; ( ) � �

( ) ( ) ( )P Q Qf
k

f f� � .

Êðîìå òîãî, ïî èíäóêöèè ëåãêî ïðîâåðèòü ñïðàâåäëèâîñòü ñîîòíîøåíèÿ

( � ) ( ) �
( ) ( ) ( ) ( )P Q P Qf f

k
f

k
f� � � .

Ïðîâîäÿ ðÿä òåõíè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé, ïðèâîäèì âûðàæåíèå äëÿ âåêòî-

ðà m Tf{ } ( ) ê âèäó

m T T Q d E P Q P Qf f f f f f f{ } { } { } { } { }( ) � ( � ) ( � )( ) ( )� � � � � � � ��1 t

t T

f fQ d

�

�

� �
!

"
#
#

$

%
&
&
� ��

{ } { }

= T Q d H P Q df f f f f
t

t T

f� � � � �
!

"
#
#

$

%
&
&
�

�

�

�� ( � )( ) ( ) { } { } { } { }.

Ïîñêîëüêó ïðîöåññ � ( ) ( )f t ÿâëÿåòñÿ ýðãîäè÷åñêèì, òî lim ( ) �
( )

t
f

t
fP Q

��
�{ } .

Ïîýòîìó ( ) � ( � )( ) ( ) ( ) ( )P Q P Qf
t

f f f
t

t
� � � �

��
0. Òîãäà ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî ïðè-
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íèìàåò âèä m T T Q d H df f f f f T{ } { } { }( ) �
( ) ( )� � � � � � � , ãäå �T îáîçíà÷àåò ñëåäóþ-

ùåå âûðàæåíèå:

�T f f
t

t T

fP Q d� � �
!

"
#
#

$

%
&
&
�

�

�

� ( � ){ } { } { }.

Ïîñêîëüêó ( � ) ( � )P Q E P Qf f
t

t

f f{ } { } { } { }� � � �
�

�
��

0

1, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî

lim ( )
T T��

�� 0.

Ââåäåì åäèíè÷íûé âåêòîð-ñòîëáåö I f{ }, ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî ñîâïàäàåò

ñ ðàçìåðíîñòüþ âåêòîðà d f{ }. Òîãäà m T T L I H df f f f f T{ } { } { } { } { }( ) �
( )� � � � � �
 � .

Â òî æå âðåìÿ m T P d d P m Tf f
t

f

t

T

f f f{ } { } { } { } { } { }( ) ( ) ( )� � � � � �
�

�

�
0

1

1 .

Ñîïîñòàâëÿÿ ýòè äâà ðàâåíñòâà äëÿ m Tf{ } ( ), ïîëó÷àåì

m T d P T L I H df f f f f f f{ } { } { } { } { } { } { }( ) [( ) �
( )� � � � � � � � �1 
 �T � �1 ]

� � � � � � � � � � �d T P L I P Pf f f f f f f T{ } { } { } { } { } { } { }( ) �
( )1 1
 � � �

� � � � � � � � + �d T L I Pf f f f f T{ } { } { } { } { }( ) �
( )1 1
 � � ,

ãäå � { } { } { }f f fH d� � , à + � � �� � ��
� �T f T T

P1 1
0{ } . Íî Q d L If f f f( ) ( ) ( )

�� � �{ } { }
 .

Ïîýòîìó m T T L I d T Lf f f f T f f{ } { } { } { } { } {( ) � ( ) �
( ) ( )� � � � � � � � �
 
� � 1 } { }� �I f

� � � + �P f f T{ } { }� � 1. Èëè �
( )L I d Pf f f f f f T{ } { } { } { } { } { }
 � � �� � � � � � ++ , ãäå ++ ��T

� + � ��
��

� �T T T
1 0.

Ïóñòü òåïåðü g g x X Mx� �{ }, ( ) — íåêîòîðûé âåêòîð ðåøåíèé, îòëè÷íûé

îò f f x X Mx� �{ }, ( ) , � ( ) ( )g t — óïðàâëÿåìûé â ñîîòâåòñòâèè ñî ñòàöèîíàðíîé

ñòðàòåãèåé 
( ) , , ,g g g g� { }� ïðîöåññ, à �
( )L g{ }
 — ñðåäíÿÿ âûãîäà çà îäèí øàã.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå òåîðåìû d P dg g f f( ) ( ) ( ) ( )� � � ��

� �P f f( ) ( )� . Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííîå ðàíåå ðàâåíñòâî ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ñòàöèî-

íàðíûõ ñòðàòåãèé 
( ) , , ,f f f f� { }� è 
( ) , , ,g g g g� { }� , ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå

ñîîòíîøåíèå:

( � � ) ( ) (( ) ( )L L I Pg f g f g g f{ } { } { } { } { } { } {
 
 � �  � �� � � � � � � � } { } { }) ( )� ++ � ++� �g T f T ,

ãäå  � �� � � � � �( ) ( )d d P Pg f g f f f{ } { } { } { } { } { } .

Íà îñíîâàíèè ïðåäïîëîæåíèÿ òåîðåìû 3 ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî âñå êîîðäè-

íàòû ýòîãî âåêòîðà íåîòðèöàòåëüíû è ïî êðàéíåé ìåðå îäíà ñðåäè íèõ ñòðîãî ïî-

ëîæèòåëüíà. Óìíîæèì îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íà âåêòîð-ñòðîêó
� � ( ), ( )( ) ( )q q x x X Mg g� �{ } ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ öåïè Ìàðêîâà c ìàòðè-

öåé ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé P g{ }. Ïîñëå âûïîëíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ óïðî-

ùåíèé ïîëó÷èì � �
( ) ( )L Lg f{ } { }
 
� = q qg g g T f T( ) ( ) ( )� � � ++ � ++ � �{ } { } .

Ïîñêîëüêó q
g( )

� � 0, à lim ( )
T

g T f T
��

++ � ++ �� �{ } { } 0, òî âñåãäà ìîæíî âûáðàòü T

òàê, ÷òîáû q qg g g T f T( ) ( ) ( )� � � ++ � ++ � � �{ } { } 0. Ñëåäîâàòåëüíî, � �
( ) ( )L Lg f{ } { }
 
� � 0,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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Ãëàâíàÿ òðóäíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ äîêàçàííîé òåîðåìû äëÿ ðåøåíèÿ ïðàêòè-

÷åñêèõ çàäà÷ çàêëþ÷àåòñÿ â ïðîâåðêå åå óñëîâèÿ. Ïîýòîìó èñïîëüçóåì äëÿ ïî-

ñòðîåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî êîíñòðóêòèâíîãî àëãîðèòìà ïîëó÷åííîå ïðè äîêàçà-

òåëüñòâå òåîðåìû 3 ñîîòíîøåíèå �
( )L I d Pf f f f f f{ } { } { } { } { } { }
 � �� � � � � , â êîòî-

ðîì îïóùåíî íåñóùåñòâåííîå ñëàãàåìîå ++�T . Èçó÷àåìàÿ ìîäåëü ïîñòðîåíà òàêèì

îáðàçîì, ÷òî âûáîð âåêòîðà ðåøåíèé f f x X Mx� �{ }, ( ) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò

âåëè÷èíó �
( )L f{ }
 è âåêòîð d f{ }. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåêòîð V V xf f( ) ( ) ( ),� {

x X M� ( )} óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå óðàâíåíèé

�
( )L I V d P Vf f f f f f{ } { } { } { } { } { }
 � � � � � .

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî òîãäà àíàëîãè÷íîå ñâîéñòâî èìååò âåêòîð

V V C If f{ }
*

{ }� � � , ãäå C — ïðîèçâîëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà îïðåäåëÿåò âåêòîð V f( ) ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëü-

íîé äåéñòâèòåëüíîé ïîñòîÿííîé. Ïîýòîìó îäíó èç êîîðäèíàò âåêòîðàV f( ) ìîæíî

âûáðàòü ïðîèçâîëüíî è ïîëîæèòü, íàïðèìåð, ðàâíîé íóëþ. Ïîëîæèì ïî îïðåäå-

ëåíèþ V Mf( ) ( ) � 0, M M M M m� { }1 2, , ,� . Îñòàëüíûå êîîðäèíàòû V xf( ) ( ),

x X M x M� (( ), , âåêòîðà V f( ) îïðåäåëèì êàê ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé

� ( ) ( ) ( , ) ( ),( )L V x d x p x y V y

x X

f f f f

y M

f{ } { } { } { } { }
 � � � �

�
(
�

( ),M

�

�
�

��

â êîòîðîé âìåñòî èçâåñòíîé êîîðäèíàòû V Mf( ) ( ) èìååòñÿ â êà÷åñòâå íåèçâåñòíîé

âåëè÷èíà �
( )L f{ }
 . Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà ðåøåíèé g g x X Mx� �{ }, ( )

ñîîòíîøåíèå d P d Pg g f f f f( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � � � �� � ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó

d P V d P Vg g f f f f( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � � � � , ãäå V f( ) — îïðåäåëåííûé ðàíåå âåêòîð.

Èñïîëüçóÿ ýòî, ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè äëÿ ïðî-

èçâîëüíîé ñòàöèîíàðíîé ñòðàòåãèè 
( ) , , ,f f f f� { }� . Ïóñòü x x x� ( , ,1 2 �

� , ) ( )x X Mm � — íåêîòîðîå ñîñòîÿíèå ïðîöåññà � ( ) ( )f t , à u U� — íåêîòîðîå

ðåøåíèå èç ìíîæåñòâà óïðàâëåíèé U r� { }1 2, , ,� . Ïîñòðîèì íà îñíîâàíèè âåê-

òîðà ðåøåíèé f f x X Mx� �{ }, ( ) íîâûé âåêòîð ðåøåíèé f f yu
x

u
x� { ( ),

y y y y X Mm� �( , , , ) ( )1 2 � } ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f y
u y x

f y x
u
x

y

( )
, ,

, .
�

�

(

�
�
�

åñëè

åñëè

Îïðåäåëèì äëÿ êàæäîãî x x x x X Mm� �( , , , ) ( )1 2 � ìíîæåñòâî G x f( , ) ,
, �U r{ }1 2, , ,� . Ïðè ýòîì u G x f� ( , ) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

d x p x y V y L V x
f f

y M

f f f
u
x

u
x{ } { } { } { } { }( ) ( , ) ( ) � ( )( )� � � �

(
� 
 .

Òîãäà áóäåò ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü 
( ) , , ,f f f f� { }� — ñòàöèîíàðíàÿ ñòðàòåãèÿ, ïîñòðîåí-

íàÿ íà îñíîâàíèè âåêòîðà ðåøåíèé f f x X Mx� �{ }, ( ) . Äëÿ òîãî ÷òîáû ñòàöèî-

íàðíàÿ ñòðàòåãèÿ 
( ) , , ,f f f f� { }� áûëà îïòèìàëüíîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷-

íî, ÷òîáû äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñîñòîÿíèÿ x x x x X Mm� �( , , , ) ( )1 2 � ìíîæåñòâî

G x f( , ) áûëî ïóñòî.

Åñëè ñòàöèîíàðíàÿ ñòðàòåãèÿ 
( ) , , ,f f f f� { }� íå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé,

òî ïîñòðîèì íîâûé âåêòîð ðåøåíèé g g x X Mx� �{ }, ( ) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

� â ñëó÷àå, åñëè G x f( , ) �-, ïîëîæèì g fx x� ;
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� åñëè G x f( , ) (-, òî g ux � , ãäå u G x f� ( , ) — ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå èç

ìíîæåñòâà G x f( , ).

Òîãäà � �
( ) ( )L Lg f{ } { }
 
� è ñòàöèîíàðíàÿ ñòðàòåãèÿ 
( ) , , ,g g g g� { }� , ïîñòðî-

åííàÿ íà îñíîâàíèè âåêòîðà ðåøåíèé g g x X Mx� �{ }, ( ) , áóäåò ëó÷øå, ÷åì ñòà-

öèîíàðíàÿ ñòðàòåãèÿ 
( ) , , ,f f f f� { }� .

Òåîðåìà 4 ïîçâîëÿåò ïðåäëîæèòü èòåðàöèîííûé ÷èñëåííûé àëãîðèòì, íà

êàæäîì øàãå êîòîðîãî çíà÷åíèå ñðåäíåé ñòàöèîíàðíîé âûãîäû ñòðîãî ìîíîòîí-

íî âîçðàñòàåò, ÷òî èñêëþ÷àåò âîçìîæíîñòü âîçíèêíîâåíèÿ öèêëîâ ïðè åãî èñ-

ïîëüçîâàíèè, à òàêæå ñ ó÷åòîì êîëè÷åñòâà ñòàöèîíàðíûõ ñòðàòåãèé ãàðàíòèðóåò

âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîé ñòàöèîíàðíîé ñòðàòåãèè â ðåçóëüòàòå ïðî-

âåäåíèÿ âñåõ øàãîâ. Ýòî ïðèìåíèìî, â ÷àñòíîñòè, ê ìîäåëÿì, ðàññìîòðåííûì

â [1, 9, 10].

Ïðåäëîæåííûå â äàííîé ñòàòüå êîíñòðóêòèâíûå ïîäõîäû ìîãóò ÿâëÿòüñÿ

âàæíûìè ñîñòàâëÿþùèìè â ðåàëèçàöèÿõ ïðîãðàììíûõ êîìïëåêñîâ ïîääåðæêè

ïðèíÿòèÿ íàèáîëåå ïðèåìëåìûõ ðåøåíèé âî ìíîãèõ îòðàñëÿõ: â ýêîíîìèêå è ôè-

íàíñàõ, â ñôåðå óïðàâëåíèÿ ñëîæíûìè ñîöèàëüíûìè ÿâëåíèÿìè, ïðè ïîñòðîåíèè

ýôôåêòèâíûõ âåðèôèêàöèîííûõ ïðîöåäóð äëÿ ðàçëè÷íûõ òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðî-

öåññîâ è â äðóãèõ íàïðàâëåíèÿ äåÿòåëüíîñòè. Ðåàëèçàöèè äàííûõ ïîäõîäîâ íà

ïðàêòèêå ñïîñîáñòâóåò íåñêîëüêî îáúåêòèâíûõ ôàêòîðîâ. Ïðåæäå âñåãî ðàññìîò-

ðåííûå â ðàáîòå ìîäåëè áàçèðóþòñÿ íà ñòîõàñòè÷åñêîì, ò.å. íàèáîëåå ïðèáëè-

æåííîì ê ðåàëüíîñòè, îïèñàíèè èññëåäóåìûõ ïðîöåññîâ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ, ÷òî

òàêæå âàæíî, ñóùåñòâåííî ñíèæàåòñÿ ñòîèìîñòü ïîëó÷åíèÿ è îáðàáîòêè èíôîð-

ìàöèè, íåîáõîäèìîé äëÿ èõ ïîñòðîåíèÿ è ïðèìåíåíèÿ [11]. Ïðîèñõîäèò ýòî,

â ïåðâóþ î÷åðåäü, áëàãîäàðÿ ìåòîäàì ñáîðà ñòàòèñòè÷åñêîé èíôîðìàöèè ñ ïî-

ìîùüþ ñîâðåìåííûõ èíòåðíåò-òåõíîëîãèé [12], à òàêæå âîçìîæíîñòè èñïîëü-

çîâàòü óæå íàêîïëåííûå ìàññèâû ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ èç îòêðûòûõ è ïðåäîñòàâ-

ëÿåìûõ íà êîììåð÷åñêîé îñíîâå èñòî÷íèêîâ. Ïîñòîÿííûé ðîñò âû÷èñëèòåëüíûõ

ìîùíîñòåé è ïðàêòèêà ïðèìåíåíèÿ ñèñòåì ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ (èñêóññòâåííîãî

èíòåëëåêòà) ïîçâîëÿþò ñòàíäàðòèçèðîâàòü îöåíêè êà÷åñòâà è âûáèðàòü îïòè-

ìàëüíûå ðåøåíèÿ íà ñëîæíûõ ïîëèðåãèîíàëüíûõ ðûíêàõ. Ïðèìåíåíèå íà ïðàê-

òèêå ïðåäëîæåííûõ ìåòîäîâ äàåò âîçìîæíîñòü ñîñðåäîòî÷èòüñÿ íà íàèáîëåå çíà-

÷èìûõ íàïðàâëåíèÿõ äåÿòåëüíîñòè, ïîëó÷èòü íåîáõîäèìûå êîíêóðåíòíûå

ïðåèìóùåñòâà è ñâÿçàííûå ñ ýòèì âûãîäû.
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Àíîòàö³ÿ. Â ðàìêàõ ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³, óìîâíî íàçâàíî¿ ïàðàëåëüíîþ
ìàðêîâñüêîþ ñòðóêòóðîþ, ôîðìàë³çîâàíî íèçêó ïðàêòè÷íèõ ïîñòàíîâîê çà-
äà÷ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ. Âèâ÷åíî âëàñòèâîñò³ ìîäåëåé ³ âèêîðèñòàíèõ
äî ¿õíüî¿ ïîáóäîâè âèïàäêîâèõ ïðîöåñ³â. Ðîçðîáëåíî àëãîðèòìè îá÷èñëåííÿ
âàðòîñò³ â³äïîâ³äíèõ ôóíêö³é ðèçèêó òà ïîáóäîâè îïòèìàëüíèõ ñòðàòåã³é êå-
ðóâàíííÿ.
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êó, ³òåðàö³éí³ àëãîðèòìè.

O.A. Voina, A.O. Voyna
DYNAMIC RISK CONTROL IN MULTIDIMENSIONAL MARKOV MODELS

Abstract. Within the framework of a mathematical model called conventionally
“parallel Markov structure,” a number of practical set ups of optimal control
problems are formalized. The properties of the models and of the random
processes used to build them are examined. In addition, the algorithms on
calculating the cost of the corresponding risk functions and on constructing
optimal control strategies are developed.

Keywords: regenerating process, parallel structure, optimal stationary strategies,
Markov decision processes, risk function, iterative algorithms.
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