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Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåíû ãðàíè÷íûå çàäà÷è ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñèãíàëîâ àêóñ-
òè÷åñêîé ýìèññèè ïðè ñîïðÿæåíèè äâóõ ñïëîøíûõ ñðåä. Â êà÷åñòâå îñíîâ-
íûõ ïåðåìåííûõ â íèõ âûáðàíû ñèëà, îïðåäåëÿþùàÿ âîçíèêíîâåíèå àêóñòè-
÷åñêîé ýìèññèè, è ñìåùåíèå ÷àñòèö ñðåäû, îïðåäåëÿþùåå ïîÿâëåíèå è ðàñ-
ïðîñòðàíåíèå óïðóãèõ âîëí. Ïðèâåäåíî ìåòîäè÷åñêîå îáîñíîâàíèå ðåøåíèÿ
êðàåâîé çàäà÷è â ñîïðÿæåííûõ ñðåäàõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ôóíêöèè Ãðèíà è
ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå. Ïîêàçàíî, ÷òî ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð àêóñòè÷åñêîé
ýìèññèè ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñèëîâûìè êîíñòàíòàìè ìàòåðèàëà è ñèëà-
ìè, èíèöèèðóþùèìè âîçíèêíîâåíèå ñèãíàëîâ àêóñòè÷åñêîé ýìèññèè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: àêóñòè÷åñêàÿ ýìèññèÿ, ñèãíàëû, ñïåêòð, îïåðàòîð, ôóíê-
öèÿ Ãðèíà.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Èçó÷åíèå ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà ñèãíàëîâ àêóñòè÷åñêîé ýìèññèè (ÀÝ) îá-

óñëîâëåíî íåîáõîäèìîñòüþ îïðåäåëåíèÿ íà÷àëüíîé ñòàäèè èçìåíåíèé ñòðóêòó-

ðû ìàòåðèàëà ïî õàðàêòåðèñòèêàì àêóñòè÷åñêèõ êîëåáàíèé, ïðåäøåñòâóþùèõ

åãî ðàçðóøåíèþ [1–6]. Ñâÿçü ìåæäó ïðîöåññîì îáðàçîâàíèÿ äåôåêòîâ è íàëè-

÷èåì ñèãíàëîâ ÀÝ ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ñòåïåíü ðàáîòîñïîñîáíîñòè ìàòåðèà-

ëà ïðè èçìåíÿþùèõñÿ âíåøíèõ óñëîâèÿõ ýêñïëóàòàöèè èçäåëèé.

Àêòóàëüíîñòü èññëåäîâàíèé çàêëþ÷àåòñÿ â îáîñíîâàíèè ìîäåëåé çàðîæäå-

íèÿ äåôåêòîâ, àëãîðèòìîâ îïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàò èñòî÷íèêîâ ñèãíàëîâ ÀÝ

è ñòåïåíè îïàñíîñòè ðàçâèâàþùèõñÿ äåôåêòîâ.

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèå àíàëèòè÷åñêîãî àïïàðàòà èäåí-

òèôèêàöèè èñòî÷íèêîâ ÀÝ ïðè âíåøíèõ âîçìóùåíèÿõ â ñîïðÿæåííûõ ñðåäàõ,

ïîçâîëÿþùåãî â ðàìêàõ åäèíîãî ôîðìàëèçìà ðàññìîòðåòü äèñêðåòíûå è íåïðå-

ðûâíûå ìîäåëè ïðè îäíîâðåìåííîì èñïîëüçîâàíèè ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ

è ÷àñòîòíî-âîëíîâûõ ïðåäñòàâëåíèé.

ÑÓÙÅÑÒÂÓÞÙÀß ÌÎÄÅËÜ

Ñîâðåìåííûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà ñèãíàëîâ ÀÝ

ó÷èòûâàþò íàëè÷èå â ñðåäå íåñêîëüêèõ ìàñøòàáîâ èëè ñòðóêòóðíûõ óðîâíåé,

èõ ñîãëàñîâàííîå âçàèìîäåéñòâèå è âîçìîæíîñòü ïåðåäà÷è ýíåðãèè ñ îäíîãî

óðîâíÿ íà äðóãîé [7–11].

Òåîðåòè÷åñêîå îáúÿñíåíèå èçìåíåíèÿ ñòðóêòóðû ìàòåðèàëîâ â ìåõàíèêå

ñïëîøíûõ ñðåä ðàçâèâàåòñÿ ïî äâóì íàïðàâëåíèÿì: ñîçäàíèå äèñêðåòíûõ [7–9]

è êîíòèíóàëüíûõ [10, 11] ìîäåëåé. Ñîåäèíèòü ýòè ïðåäñòàâëåíèÿ â ðàìêàõ åäè-

íîé ìîäåëè äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà èçäåëèå ñîñòîèò èç äâóõ ñîïðÿæåííûõ ñðåä, ÿâëÿ-

åòñÿ ñëîæíîé çàäà÷åé, ïîñêîëüêó ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð ñèãíàëà ÀÝ îïðåäåëÿåò-

ñÿ äèñêðåòíûì èçìåíåíèåì ñòðóêòóðû ìàòåðèàëîâ, à ðàñïðîñòðàíåíèå àêóñòè÷åñ-

êèõ âîëí èìååò íåïðåðûâíûé õàðàêòåð. Óñòàíîâëåíèå ãðàíèö ïðèìåíèìîñòè

äèñêðåòíûõ ïðåäñòàâëåíèé èçìåíåíèé ñòðóêòóðû ìàòåðèàëîâ è êîíòèíóàëüíîé

ìîäåëè ðàñïðîñòðàíåíèÿ àêóñòè÷åñêèõ êîëåáàíèé â ñðåäå — îäíà èç íåðåøåí-

íûõ çàäà÷ ìîäåëèðîâàíèÿ ñèãíàëîâ ÀÝ.

Â [9] ïðåäñòàâëåí ìàòåìàòè÷åñêèé ôîðìàëèçì îïèñàíèÿ ñðåäû, èíèöèèðóþùåé

ñèãíàëû ÀÝ, â êîòîðîì ïðîáëåìû ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà è ñèíòåçà ýòèõ ñèãíàëîâ
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ðåøàòþñÿ ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå. Óñòàíîâëåíà çàâèñèìîñòü ñïåêòðà

àêóñòè÷åñêèõ êîëåáàíèé îò ïàðàìåòðîâ èññëåäóåìîé ìèêðîñòðóêòóðû.

Èñïîëüçîâàíèå êëàññè÷åñêîé ìîäåëè ñïëîøíîé ñðåäû äëÿ èçó÷åíèÿ ýíåðãåòè÷åñ-

êîãî ñïåêòðà ÀÝ â ñðåäàõ ñ ìèêðîñòðóêòóðîé ñîïðÿæåíî ñ íåîïðåäåëåííîñòüþ, ñâÿ-

çàííîé ñ ñóùåñòâîâàíèåì âíóòðåííèõ äâèæåíèé ñòðóêòóðíûõ ñîñòàâëÿþùèõ ñðåäû.

Ìîäåëèðîâàíèå ñòîõàñòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ðàçâèòèÿ ñòðóêòóðíûõ äåôåêòîâ

ïðåäïîëàãàåò âûäåëåíèå â ìàññèâå ìàòåðèàëà íåêîòîðîãî ìèíèìàëüíîãî îáúå-

ìà — ñòðóêòóðíîé ÿ÷åéêè, ôóíêöèîíèðîâàíèå êîòîðîé îáåñïå÷èâàåòñÿ óñëîâèÿ-

ìè ñîïðÿæåííîñòè ñî ñðåäîé.

Êîëåáàíèÿ àòîìîâ â êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêå íå èíèöèèðóþò ðàñïðîñòðàíÿþ-

ùóþñÿ âîëíó. Äëÿ åå âîçíèêíîâåíèÿ íåîáõîäèìû âíåøíèå âîçìóùåíèÿ, âûçâàííûå

èçìåíåíèÿìè ñòðóêòóðû, äâèæåíèåì äèñëîêàöèé è ôàçîâûìè ïðåâðàùåíèÿìè.

Ïðîñòåéøèì ïðèáëèæåíèåì ñëîæíîé ñòðóêòóðû, èíèöèèðóþùåé âîçíèêíî-

âåíèÿ ñèãíàëîâ ÀÝ, ìîæåò ÿâëÿòüñÿ äâóõàòîìíàÿ ÿ÷åéêà. Â [12] ïðåäëîæåíà ìî-

äåëü ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà ñèãíàëîâ ÀÝ â ñëîæíûõ ñòðóêòóðàõ ñ âíóòðåííèìè

ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, â êîòîðîé óñòàíîâëåíà òðàíñëÿöèîííàÿ è ðîòàöèîííàÿ èíâà-

ðèàíòíîñòü ýíåðãèè â ýíåðãåòè÷åñêîì ñïåêòðå ñèãíàëîâ ÀÝ.

Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñèñòåìà îäíîðîäíà, óðàâíåíèÿ ïðîäîëüíûõ êîëåáà-

íèé â ñëîæíîé ñòðóêòóðå ñïëîøíîé ñðåäû â âèäå äâóõàòîìíîé ÿ÷åéêè, èíèöèè-

ðóþùåé ðàñïðîñòðàíåíèå àêóñòî-ýìèññèîííîãî ñèãíàëà, èìåþò âèä [9]
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Ýòó ìîäåëü ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ îïèñàíèÿ ïëîòíî óïàêîâàííûõ ñòðóê-

òóð. Âìåñòå ñ òåì ñïëîøíàÿ ñðåäà, èíèöèèðóþùàÿ âîçíèêíîâåíèå ñèãíàëîâ ÀÝ,

ÿâëÿåòñÿ íåîäíîðîäíîé è ïîñòóëèðóåò íàëè÷èå îáÿçàòåëüíîãî ðàçâèòèÿ âíóòðåí-

íèõ äåôåêòîâ, ïîýòîìó ýòè óðàâíåíèÿ äîëæíû áûòü äîïîëíåíû è çàêîíîì ñîõðà-

íåíèÿ èìïóëüñà, è çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà.
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ÏÐÅÄËÀÃÀÅÌÀß ÌÎÄÅËÜ

Âûäåëèì â ñïëîøíîé ñðåäå òðåõìåðíóþ äåôåêòíóþ îáëàñòü îáúåìà V , îãðàíè-

÷åííóþ ïîâåðõíîñòüþ s. Â êàæäîé òî÷êå îáúåìà V äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ

îñíîâíûå óðàâíåíèÿ òåîðèè óïðóãîñòè: ñîîòíîøåíèå Êîøè, óðàâíåíèÿ äâèæå-

íèÿ è óðàâíåíèå çàêîíà Ãóêà.

Àíàëèòè÷åñêè ýòî ôîðìóëèðóåòñÿ òàê:
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ãäå � — ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà äåôåêòíîé çîíû, � — ñêîðîñòü åãî ÷àñòèö, r —

ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè â îáëàñòè îáúåìà V , f — ïëîòíîñòü ìàññîâûõ ñèë, äåé-

ñòâóþùèõ íà ýëåìåíòàðíûé îáúåì V . Ïåðâîå èç ýòèõ óðàâíåíèé âûðàæàåò çà-

êîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà, âòîðîå — çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà.

Ïîñêîëüêó ðåãèñòðàöèÿ ñèãíàëà ÀÝ ïðîèñõîäèò íà ïîâåðõíîñòè èçäåëèÿ, îáà
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ãäå n — åäèíè÷íàÿ íîðìàëü. Åñëè ïîäñòàâèòü åãî â ôîðìóëó òåîðåìû Îñòðî-

ãðàäñêîãî–Ãàóññà, ïîëó÷èì
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ãäå êîìïîíåíòû � x , � y , � z ÿâëÿþòñÿ íîðìàëüíûìè íàïðÿæåíèÿìè, êîìïî-

íåíòû �x , � y , � z — êàñàòåëüíûìè íàïðÿæåíèÿìè.
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Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ðàçâèâàþùåãîñÿ äåôåêòà, îãðàíè÷åííîãî îáúåìîì V

â ñïëîøíîé ñðåäå â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, èìååò âèä
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Ïðè âîçíèêíîâåíèè äåôåêòà è èíèöèèðîâàíèè ñèãíàëîâ ÀÝ ïðîèñõîäÿò èç-

ìåíåíèÿ íàïðÿæåíèé â ñòðóêòóðå ìàòåðèàëà, êîòîðûå âûçûâàþò äåôîðìàöèþ ïî-

âåðõíîñòè èçäåëèÿ, îáíàðóæèâàåìóþ äàò÷èêàìè ÀÝ.

Ïðåäëàãàåòñÿ ìîäåëü ñïëîøíîé ñðåäû â âèäå ëèíåéíîé öåïî÷êè òî÷å÷íûõ

ìàññ, ñîåäèíåííûõ óïðóãèìè ñâÿçÿìè ñ îäèíî÷íûì òî÷å÷íûì äåôåêòîì (ðèñ. 1).

Ïðè ñîïðÿæåíèè äâóõ ñïëîøíûõ ñðåä â êàæäîé èç íèõ ìîæíî âûäåëèòü ãðà-

íè÷íûå îáëàñòè S è S � , â êîòîðûõ ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ñèãíàëû ÀÝ. Äàëüøå ñèã-

íàëû íå ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ âñëåäñòâèå çàòóõàíèÿ, ò.å. ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîëóîãðà-

íè÷åííûå îáëàñòè, â êîòîðûõ ïàðàìåòðû âîçìóùåíû äåôåêòîì è âçàèìîäåéñòâè-

åì ñ ñîñåäíåé ñðåäîé.

Â ãðàíè÷íûõ îáëàñòÿõ S è S � óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèö â îïåðàòîðíîé

ôîðìå èìåþò âèä

� � � � � �� � �
�	 � 	 �2 2

S S S S S S
u S u q u S u q� �, ,

ãäå � S è �
S �

— ïëîòíîñòè ìàòåðèàëîâ îáåèõ ñðåä.

Îïåðàòîð óïðóãèõ ñâÿçåé â ñîïðÿæåíèè äâóõ ñðåä � ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñóììîé

îïåðàòîðîâ âçàèìîäåéñòâèÿ àòîìîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñðåä � � � �� � �� �V V VV
.

Êàæäîìó îïåðàòîðó ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåííûé òèï ñâÿçåé:

� � � � � � �V V VV
V V V V V V V V� � � �� �

� � � �
def def def

, , .

Ïîñêîëüêó âîçíèêíîâåíèå èñòî÷íèêà ÀÝ âîçìîæíî â îáåèõ ñðåäàõ, â äàëü-

íåéøåì èíäåêñ � îïóñêàåì. Òîãäà â îáùåì ñëó÷àå äëÿ îáúåìà V óðàâíåíèå èìååò

âèä � � �	 �2 u u qV V V V� .
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V V
*

H S S
*

H
*

Ïåðâàÿ ñðåäà
(îñíîâíîé ìàòåðèàë)

Âòîðàÿ ñðåäà
(ïîêðûòèå)

Ðèñ. 1. Ñõåìà âîçíèêíîâåíèÿ ñèãíàëîâ ÀÝ â ñîïðÿæåííûõ ñðåäàõ: � — àòîìû ïåðâîé ñðåäû,

�— àòîìû âòîðîé ñðåäû



Îïåðàòîð �V äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå � � � � �V VH S� � �,
def

, ãäå � —

ãðàíè÷íûé îïåðàòîð, H — îáëàñòü íåâîçìóùåííûõ ïàðàìåòðîâ öåïî÷êè.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ÷àñòèö â ñðåäå èìååò âèä

H u u H qD u H� �	 	 �� � � �2 ,

� �	 	 �u u u qS S� � � �2 .

Ïåðâîå óðàâíåíèå ñâÿçûâàåò ñìåùåíèå ÷àñòèö ñ ñèëàìè â îáëàñòè íåâîçìó-

ùåííûõ ïàðàìåòðîâ, õàðàêòåðèçóåìûõ îòñóòñòâèåì ñèãíàëîâ ÀÝ, âòîðîå — ñ ñè-

ëàìè â ãðàíè÷íîé îáëàñòè S âîçìóùåííûõ ïàðàìåòðîâ.

Ïëîùàäü êðèâîé âçàèìîñâÿçè ñèë, îáóñëîâëèâàþùèõ íàïðÿæåíèÿ, âûçûâàå-

ìûå îáðàçîâàíèåì ñòðóêòóðíûõ äåôåêòîâ è âîçíèêíîâåíèåì ñèãíàëîâ ÀÝ ñ ïðî-

èñõîäÿùèìè ïðè ýòîì äåôîðìàöèÿìè ïîâåðõíîñòè èëè ñìåùåíèÿìè, îïðåäåëÿåò

ïðîöåññ ðàçðóøåíèÿ ñòðóêòóðû, êîòîðûé ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç èçìåíåíèå ïî-

òåíöèàëüíîé ýíåðãèè âçàèìîäåéñòâèÿ àòîìîâ â ðåøåòêå è èçìåíåíèå ýíåðãåòè-

÷åñêîãî ñïåêòðà ñèãíàëà ÀÝ.

ÊÐÀÅÂÀß ÇÀÄÀ×À

Ïðèìåì â êà÷åñòâå ãðàíè÷íûõ åñòåñòâåííûå óñëîâèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñèãíà-

ëîâ ÀÝ îò ðàçâèâàþùèõñÿ äåôåêòîâ.

Äëÿ áåçäåôåêòíîé ñòðóêòóðû ìàòåðèàëà, êîãäà óïðóãèå ñâÿçè ìåæäó àòîìà-

ìè îáåèõ ñðåä óñòîé÷èâû, èìååì ñòàòè÷åñêóþ çàäà÷ó äëÿ îáåèõ ñðåä, êîòîðóþ

ìîæíî ñâåñòè ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ Ôðåäãîëüìà II-ãî ðîäà

y x k x t y t dt f x

a

b

( ) ( , ) ( ) ( )� ��
 ,

ãäå k x t( , ) — ÿäðî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ, 
 — ÷èñëîâîé ìíîæèòåëü, íàçû-

âàåìûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ÷èñëîì, a , b — ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ (ãðàíè÷-

íûå óñëîâèÿ), f x( ) — ñâîáîäíûé ÷ëåí, ÿâëÿþùèéñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé

íà îòðåçêå a x b� � , y x( ) — íåèçâåñòíàÿ èñêîìàÿ ôóíêöèÿ.

Ñîâîêóïíîñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ÷èñåë 
 îïðåäåëÿåò ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð

îïåðàòîðà óïðóãîé ýíåðãèè è â äàííîì ñëó÷àå îïðåäåëÿåò ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð

ñèãíàëîâ ÀÝ. Âåëè÷èíà y t( ) õàðàêòåðèçóåò ïðèíèìàåìûé ñèãíàë ÀÝ, à y x( ) — èíè-

öèèðóåìûé âîçìóùàþùåé ñèëîé ñèãíàë ïðåäâåñòíèêà ÀÝ.

Â ( , )x t -ïðåäñòàâëåíèÿõ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèö ñðåäû ñîãëàñíî [7]

è ïðèìåíèòåëüíî ê ýíåðãåòè÷åñêîìó ñïåêòðó ñèãíàëîâ ÀÝ â ñëîæíûõ ñðåäàõ

( , )k 	 -ïðåäñòàâëåíèé [9] èìåþò âèä

�( )��( , ) ( , ) ( , ) ( , )x u x t x x u x t dx q x t� � � � �� � ,

� � � � � ��
	

�
� 	 	 	

2

2
( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )k u k k k u k dk q x� .

Ââåäåíèå k- è 	-ïðåäñòàâëåíèé ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü ÷àñòîòíûé ñïåêòð ñèã-

íàëîâ ÀÝ. Ôîðìà ðàñïðîñòðàíÿþùåãîñÿ ñèãíàëà ÀÝ çàâèñèò íå òîëüêî îò âðåìåíè

ñìåùåíèÿ, íî è îò ÷àñòîòû 	. Ïîýòîìó íàðÿäó ñ ôóíêöèÿìè ñìåùåíèÿ u t( ) ðàñ-

ñìàòðèâàþòñÿ èõ Ôóðüå-îáðàçû.

Â ñèëó òîãî, ÷òî âñå óïðóãèå ñâÿçè ìåæäó àòîìàìè ñðåäû óñòîé÷èâû, áóäåì ñ÷è-

òàòü, ÷òî ÿäðî k x t( , ) ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì, íåïðåðûâíûì è îãðàíè÷åííûì, à ñâî-

áîäíûé ÷ëåí f x( ) — íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé ïðè a x bx x� � , a t bt t� � (ðèñ. 2).
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Ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

y x G x f d

a

b

( ) ( , ) ( )� � 	 	 	,

ãäå G x( , )	 — ôóíêöèÿ Ãðèíà. Îáîñíîâàíèå

ïðèìåíåíèÿ ôóíêöèè Ãðèíà ê îïðåäåëåíèþ

ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà ñèãíàëîâ ÀÝ â ñîïðÿ-

æåííûõ ñïëîøíûõ ñðåäàõ çàêëþ÷àåòñÿ â åå

ôèçè÷åñêîì ñìûñëå. Â [12] ïðåäëîæåíà ìîäåëü

ñèëîâîãî ïîëÿ çàðîæäåíèÿ èçìåíåíèé ñòðóêòó-

ðû ìàòåðèàëîâ, èíèöèèðóþùèõ âîçíèêíîâåíèå

ïðåäâåñòíèêîâ ñèãíàëîâ ÀÝ, ó÷èòûâàþùàÿ

âíóòðåííåå äâèæåíèå ñòðóêòóðíûõ ñîñòàâëÿþùèõ ñðåäû. Ïîêàçàíî, ÷òî â äè-

íàìèêå âîçíèêíîâåíèÿ ñèãíàëîâ ÀÝ ó÷åò èíåðöèè âðàùåíèÿ ïðèâîäèò ê ïîÿâ-

ëåíèþ â ôîðìóëå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ êâàäðàòà

ãðàäèåíòà ñêîðîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå ñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó àòîìàìè ïåðå-

ñòàþò áûòü öåíòðàëüíûìè. Ó íèõ íàðÿäó ñ ïðîäîëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ïîÿâëÿ-

åòñÿ è ïîïåðå÷íàÿ, îáóñëàâëèâàþùàÿ âîçíèêíîâåíèå ïðîäîëüíûõ è ñäâèãîâûõ

âîëí. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ôóíêöèÿ Ãðèíà — ïîëå ñìåùåíèé, ñîçäàííîå åäè-

íè÷íîé ñèëîé, âûçûâàþùåé îáðàçîâàíèå ñòðóêòóðíûõ äåôåêòîâ è ñèãíàëîâ

ÀÝ, äåéñòâóþùèõ íà îäèí àòîì ÿ÷åéêè.

Ôóíêöèÿ Ãðèíà — ÿäðî îïåðàòîðà, îáðàòíîãî îïåðàòîðó óïðóãîé ýíåðãèè � :

�� �
�

�
	

4

2u k k u k dk( ) ( ) ( ) .

Ïðåäñòàâèì ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ â âèäå ñóììû îáùåãî è ÷àñòíîãî ðå-

øåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî,

÷òîáû ôóíêöèÿ Ãðèíà G x( , )	 óäîâëåòâîðÿëà ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì G a( , )	 � 0,

G b( , )	 � 0 è óðàâíåíèþ

� � � � � � ���	 	 	 �2G x x x G x dx x( , ) ( ) ( , ) ( )� ,

ãäå �( )x — ôóíêöèÿ Äèðàêà.

Ïîñòðîåíèå ôóíêöèè Ãðèíà â òåîðèè áåçäåôåêòíûõ ñòðóêòóð âûïîëíåíî

â [7]. Ñ íåêîòîðûìè äîïóùåíèÿìè, èçëîæåííûìè â [9, 12], ýòîò ôîðìàëèçì

ìîæíî ïåðåíåñòè íà îïðåäåëåíèå ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà ñèãíàëîâ ÀÝ â ñîïðÿ-

æåííûõ ñïëîøíûõ ñðåäàõ

G x
e

k
dk

e

k
dk

ixk ixk

( , )
( , ) ( )

	
� 	 �� 	 	

� �
�

��
1

2

1

2 2 2�
.

Ñ ó÷åòîì ýòîãî ïðåñòàâëåíèÿ ôóíêöèè Ãðèíà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëü-

ìà ²²-ãî ðîäà èìååò âèä

u x G x x q x dx( , ) ( , ) ( , )	 	 	� � � � �� .

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îáùåãî ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ íåîáõîäèìî äî-

áàâèòü ê ýòîìó óðàâíåíèþ îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

u x a e m e mm
ik x

m
ik x

m

( , ) ( )( ) ( )	 	 	� � �

�

�

�
0

,
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t

bt

at

ax bx

x

Ðèñ. 2. Ïðîñòðàíñòâåííàÿ è âðåìåí-
íàÿ ëîêàëèçàöèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ
ñèãíàëîâ ÀÝ



ãäå � m è  m — ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Äàííîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ ñó-

ïåðïîçèöèåé ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ êàæäîìó êîðíþ km ( )	 .

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèö â ñîïðÿ-

æåííûõ ñðåäàõ ñâåäåì åãî ê êðàåâîé çàäà÷å äëÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, èñïîëüçî-

âàâ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

f y e f di t( ) ( )�
��

��

�
1

2�
	 		 .

Íàðÿäó ñ ôóíêöèåé u x( ) ðàññìîòðèì åå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, äëÿ êîòîðîãî

èñïîëüçóåì òå æå îáîçíà÷åíèÿ, íî ñ àðãóìåíòîì k :

� � � �� �q u q x u x dx q k u k dk| ( ) ( ) ( ) ( )
1

2�
,

ãäå q x q n x naB

n

( ) ( ) ( )� �� � , q k B k q n e inak

n

( ) ( ) ( )� �� . Çäåñü B k( ) — õàðàêòå-

ðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îòðåçêà B, íà êîòîðîì Ôóðüå-îáðàç îòëè÷åí îò íóëÿ,

B k B a k a( ) ( / / )� � � � �� � 1 ïðè k B k� ( ) è B k( ) � 0 ïðè k B� , k — îáëàñòü

ñóùåñòâîâàíèÿ ôóíêöèè u x( ), a — ðàññòîÿíèå ìåæäó åå óçëàìè, �B x na( )� —

ôóíêöèÿ, ïðåäñòàâëÿþùàÿ îäíîìåðíîå ÿäðî òîæäåñòâåííîãî îïåðàòîðà.

Ôóíêöèè q n( ), q x( ), q k( ) ÿâëÿþòñÿ ÿäðàìè ôóíêöèîíàëà � �q u| â n-, x- è

k-ïðåäñòàâëåíèÿõ:

q n n n u n

n

( ) ( , ) ( )� � ���
'

,

q x x x u x dx( ) ( , ) ( )� � � �� � ,

q k k k u k dk( ) ( , ) ( )� � � �� � .

Ýòè ôóíêöèè ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ôóíê-

öèè q è u, óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ � � � � �q u u q| | .

Ôóíêöèè �( )n , �( )x è �( )k ÿâëÿþòñÿ îäíîìåðíûìè ÿäðàìè ðàçíîñòíûõ

ôîðì îïåðàòîðà óïðóãîé ýíåðãèè � . Êàæäîé ôîðìå îïåðàòîðà óïðóãîé ýíåðãèè

� ìîæíî îäíîçíà÷íî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ëèíåéíûé îïåðàòîð, îïðåäåëèâ

åãî ñîîòíîøåíèåì � � � � �q u| | |� � � , ò.å. ÿäðî ôîðìû ÿâëÿåòñÿ òàêæå ÿäðîì îïðå-

äåëÿåìîãî åþ îïåðàòîðà óïðóãîé ýíåðãèè.

Îïåðàòîðó ñ ðàçíîñòíûì ÿäðîì �( )n n� � â n-ïðåäñòàâëåíèè ñîîòâåòñòâóåò

äèñêðåòíàÿ ñâåðòêà

q n n u n n n u n

n

( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � � � ��� �
def

'

,

à â x- è k-ïðåäñòàâëåíèÿõ — èíòåãðàëüíàÿ ñâåðòêà è ïðîèçâåäåíèå

q k k u k q x x u x x x u x dx( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � � � � ��� � �
def

.

Êàæäóþ äèíàìè÷åñêóþ ïåðåìåííóþ, õàðàêòåðèçóþùóþ äâèæåíèå ÷àñòèö

â ñðåäå ïîä íàãðóçêîé, ìîæíî ïðåäñòàâèòü ëèíåéíûì îïåðàòîðîì. Êàæäîìó ëè-

íåéíîìó îïåðàòîðó ñîîòâåòñòâóåò ëèíåéíîå óðàâíåíèå, íà îñíîâå êîòîðîãî

íàõîäÿòñÿ åãî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.

Ëèíåéíàÿ ôîðìà ñìåùåíèÿ ÷àñòèö u y( ) â áåçäåôåêòíîé ìîäåëè ñîïðÿæåíèÿ

ñïëîøíûõ ñðåä îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé y èìååò âèä [7]:
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u y P y P y P y P y P ya a a a a
n

b b b b
n

n n
( ) ( ) (� � � � � � � �

� �

�
0 1 1 0 10

1
� �

�1) ,

ãäå y y ya a a
n, , , ( )� � �1 ; y y yb b b

n, , , ( )� � �1 — çíà÷åíèÿ âåêòîð-ôóíêöèè è åå ïðî-

èçâîäíûõ, P P P P Pa a b b bn n0 1 0 1 1
, , , , , ,�

� �
� — ôèêñèðîâàííûå ëèíåéíûå îïåðà-

òîðû â êîìïëåêñíîì âåêòîð-ïðîñòðàíñòâå R m .

Îáîçíà÷èâ C n( ) ñîâîêóïíîñòü âñåõ âåêòîð-ôóíêöèé ñìåùåíèÿ, èìåþùèõ íå-

ïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå â ôèêñèðîâàííîì èíòåðâàëå [ , ]a b , ïîëó÷èì äëÿ ëþáîé

ôóíêöèè y C n� ( ) ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå âûðàæåíèå l y( ), êàê ðåçóëüòàò

ïðèìåíåíèÿ îïåðàòîðà P xj ( ) ê âåêòîðó y xn j( ) ( )� :

l y P x y P x y P x yn n
n( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )� � � ��

0 1
1

� ,

ãäå 1 0 1/ ( ), ( ), , ( )P x P x P xn� — îïåðàòîðíûå ôóíêöèè, íåïðåðûâíûå â èíòåð-

âàëå [ , ]a b .

Åñëè çàäàíî íåñêîëüêî ôîðì U y U y U yq1 2( ), ( ), , ( )� , òî êðàåâàÿ çàäà÷à áåç-

äåôåêòíîé ìîäåëè ñîïðÿæåíèÿ ñïëîøíûõ ñðåä ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå óðàâíåíèé

C U y C U y C U y

C U y C U y
n n1 1 1 2 1 2 1

1 2 1 2 2 2

0( ) ( ) ( ) ,

( ) ( )

� � � �
� �

�

� � �

� � �

C U y

C U y C U y

n n

m m

2

1 1 2 2

0( ) ,

( ) ( )

������������������

� C U yn m n( ) .�

�

�
�

�
�

0

Ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷å âîçíèêíîâåíèÿ ñèãíàëîâ ÀÝ, âûçâàííûõ èçìåíåíè-

ÿìè äåôåêòíîé ñòðóêòóðû â ñîïðÿæåíèè äâóõ ñïëîøíûõ ñðåä, ãðàíè÷íûìè óñëî-

âèÿìè áóäóò çíà÷åíèÿ y è åå ïåðâûõ ( )n�1 ïðîèçâîäíûõ â òî÷êàõ a è b. Òîãäà îä-

íîðîäíîé êðàåâîé çàäà÷åé îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè C n( ) áóäåò çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ

âåêòîð-ôóíêöèè y, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì U y v mv ( ) , , , ,� �0 1 2 � . Åå ðåøå-

íèå ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà L è ôóíêöèè, ïðè

êîòîðîé ýòîò îïåðàòîð îáðàùàåòñÿ â íîëü.

Îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ îïåðàòîðà ðàçâèâàþùåãîñÿ äåôåêòà â ïðåäëàãàåìîé ìî-

äåëè ñîïðÿæåííûõ ñðåä îïðåäåëÿåòñÿ çîíîé ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñèãíàëà ÀÝ â îáå-

èõ ãðàíè÷íûõ îáëàñòÿõ S è S * (ñì. ðèñ. 1), îãðàíè÷åííûõ, ñ îäíîé ñòîðîíû, çàòó-

õàíèåì êîëåáàíèé, îïðåäåëÿåìûõ ìåõàíè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè ñòðóêòóðû ìàòåðè-

àëîâ H è H � (ñì. ðèñ. 1), à ñ äðóãîé — ìîùíîñòüþ ñèãíàëà ÀÝ, îïðåäåëÿåìîé

ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè a t bt t� � ñóùåñòâîâàíèÿ ñèãíàëîâ ÀÝ è ãåîìåòðè÷åñêè-

ìè ðàçìåðàìè ñðåäû a x bx x� � (ñì. ðèñ. 2).

Îáîçíà÷èì y y yn1 2, , ,� ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ðåøåíèÿ

y C y C y C yn n� � � �1 1 2 2 � ,

ãäå Ñ Ñ Ñn1 2, , ,� — êîíñòàíòû.

Îäíî è òî æå äèôôåðåíöèàëüíîå âûðàæåíèå ìîæåò ïîðîæäàòü ðàçëè÷íûå

äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà êðàåâûõ óñëîâèé.

Îáîçíà÷èâ L ëèíåéíûé îïåðàòîð, ïîðîæäåííûé äèôôåðåíöèàëüíûì âûðà-

æåíèåì l y( ) è êðàåâûìè óñëîâèÿìè, ïîëó÷èì Ly ly� .

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà L ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðà 
 , ïðè

êîòîðûõ îäíîðîäíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à èìååò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ l y y( ) � 
 ,

v m�1 2, , ,� .

Ñïåêòðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè ñèãíàëîâ ÀÝ ìîæíî íàéòè, åñëè èçâåñòåí çà-

êîí èõ ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ÷àñòîòàì 	( )k . Ïðè îáùåì êîëè÷åñòâå àòîìîâ â öåïî÷-

êå N  � ñïåêòð êîëåáàíèé ñòàíîâèòñÿ íåïðåðûâíûì è ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

÷àñòîò � 	( ) èìååò âèä:

� 	
� 	

( ) �
a dk

d
.
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Äëÿ öåïî÷êè ñ âçàèìîäåéñòâèåì áëèæàéøèõ ñîñåäåé ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëå-

íèÿ ÷àñòîò ïðèíèìàåò âèä

� 	

� 	 	

( )

max

�
�

2

2 2
.

Ñèãíàëû ÀÝ ñ ÷àñòîòàìè 	 	! max áóäóò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ â îáåèõ ñðåäàõ,

à ñèãíàëû ñ âûñîêèìè ÷àñòîòàìè — ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàòü.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð ñèãíàëîâ ÀÝ îò ðàçâèâàþùèõñÿ äåôåêòîâ îïðåäåëÿåòñÿ

âíóòðåííèì ñòðîåíèåì ñîïðÿæåííûõ ñðåä è ñèëîâûìè êîíñòàíòàìè, óäåðæèâà-

þùèìè ñòðóêòóðó â ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè, îïðåäåëÿåìûìè ôèçèêî-ìåõàíè-

÷åñêèìè ñâîéñòâàìè ìàòåðèàëà.

Ïðåäñòàâëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìû ñîïðÿæåíèÿ ñïëîø-

íûõ ñðåä ïðè ðàçâèòèè âíóòðåííèõ äåôåêòîâ ñòðóêòóðû ïîçâîëÿåò îñóùåñòâèòü

ñïåêòðàëüíûé àíàëèç äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ óïðóãîé ýíåðãèè è èõ

ðàçëîæåíèå ïî ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì.

Àíàëèòè÷åñêèé àïïàðàò îïðåäåëåíèÿ ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà ïðåäâåñòíè-

êîâ âîçíèêíîâåíèÿ ÀÝ â ñîïðÿæåííûõ ñðåäàõ ïîçâîëÿåò â ðàìêàõ åäèíîãî ôîð-

ìàëèçìà ðàññìîòðåòü äèñêðåòíûå è íåïðåðûâíûå ìîäåëè ïðè îäíîâðåìåííîì èñ-

ïîëüçîâàíèè ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ è ÷àñòîòíî-âîëíîâûõ ïðåäñòàâëåíèé.
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Àíîòàö³ÿ. Ðîçãëÿíóòî ãðàíè÷í³ çàäà÷³ ïîøèðåííÿ ñèãíàë³â àêóñòè÷íî¿ åì³ñ³¿
äëÿ ñïîëó÷åííÿ äâîõ ñóö³ëüíèõ ñåðåäîâèù. ßê îñíîâí³ çì³íí³ îáðàíî ñèëó,
ÿêà âèçíà÷àº âèíèêíåííÿ àêóñòè÷íî¿ åì³ñ³¿, ³ çì³ùåííÿ ÷àñòèíîê ñåðåäîâè-
ùà, ùî âèçíà÷àº ïîÿâó ³ ïîøèðåííÿ ïðóæíèõ õâèëü. Íàâåäåíî ìåòîäè÷íå
îá´ðóíòóâàííÿ ðîçâ’ÿçàííÿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ â ñïîëó÷åíèõ ñåðåäîâèùàõ ç âè-
êîðèñòàííÿì ôóíêö³¿ Ãð³íà ³ ïåðåòâîðåíü Ôóð’º. Ïîêàçàíî, ùî åíåðãåòè÷íèé
ñïåêòð àêóñòè÷íî¿ åì³ñ³¿ ïîâí³ñòþ âèçíà÷àºòüñÿ ñèëîâèìè êîíñòàíòàìè ìà-
òåð³àëó ³ ñèëàìè, ùî ³í³ö³þþòü âèíèêíåííÿ ñèãíàë³â àêóñòè÷íî¿ åì³ñ³¿.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: àêóñòè÷íà åì³ñ³ÿ, ñèãíàëè, ñïåêòð, îïåðàòîð, ôóíêö³ÿ Ãð³íà.

V.V. Marasanov, A.V. Sharko, A.A. Sharko
BOUNDARY PROBLEMS OF DETERMINATION OF THE ENERGY SPECTRUM
OF SIGNALS OF ACOUSTIC EMISSION IN CONJUGATED CONTINUOUS MEDIA

Abstract. The boundary problems of the propagation of acoustic emission
signals with the conjugation of two continuous media are considered. The main
variables in the problems are the force, which determines the occurrence of
acoustic emission, and the displacement of medium particles, which determines
the occurrence and propagation of elastic waves. The methodological
substantiation of the solution of the boundary-value problem in adjoint media
using the Green function and Fourier transforms is presented. It is shown that
the energy spectrum of acoustic emission is completely determined by the force
constants of the material and the forces initiating the occurrence of acoustic
emission signals.

Keywords: acoustic emission, signals, spectrum, operator, Green function.
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