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ÑÈÑÒÅÌÛ ÎÁÑËÓÆÈÂÀÍÈß Ñ ÖÈÊËÈ×ÅÑÊÈÌ ÂÐÅÌÅÍÅÌ
ÂÎÇÂÐÀÙÅÍÈß ÇÀßÂÎÊ È ÄÈÑÏÅÒ×ÅÐÈÇÀÖÈÅÉ

Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåíû ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ ñ öèêëè÷åñêèì âîçâðàùå-
íèåì M D/ / 1 è GI D m/ / . Â îòëè÷èå îò ñèñòåì òèïà Ëàêàòîøà ââåäåíà äèñ-
ïåò÷åðèçàöèÿ çàÿâîê, îòïðàâëåííûõ íà îðáèòó, è íå ïðåäóñìîòðåíî óñëîâèå
îáñëóæèâàíèÿ â ïîðÿäêå î÷åðåäè. Äëÿ ýòèõ ñèñòåì ïîñòðîåíû âëîæåííûå
öåïè Ìàðêîâà è âûâåäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ èõ ýðãîäè÷íîñòè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ âîçâðàùåíèåì, ñèñ-
òåìû òèïà Ëàêàòîøà, îðáèòà, öèêë îðáèòû, óñòîé÷èâîñòü ñèñòåì îáñëóæè-
âàíèÿ, ýðãîäè÷íîñòü ñèñòåì îáñëóæèâàíèÿ, âëîæåííàÿ öåïü Ìàðêîâà, äèñ-
ïåò÷åðèçàöèÿ.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ (ÑÌÎ) ñ âîçâðàùåíèåì çàÿâîê íà÷àëè àê-

òèâíî èçó÷àòü ñ ñåðåäèíû XX ñòîëåòèÿ [1–3]. Ýòîìó ñïîñîáñòâîâàëî ñòðåìè-

òåëüíîå ðàçâèòèå èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé, ÷òî ïîâëåêëî çà ñîáîé ðîñò

èíòåíñèâíîñòè êàê ñåòåâîãî, òàê è òðàíñïîðòíîãî òðàôèêà. Â ñâîþ î÷åðåäü

óâåëè÷åíèå îáúåìà òðàôèêà ïðèâåëî ê âîçìîæíûì ïîâòîðåíèÿì ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ çàïðîñîâ íà îáñëóæèâàíèå. Ýòî îáóñëîâèëî ïîñòðîåíèå íîâûõ ìîäåëåé

â òåîðèè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ, à èìåííî ó÷èòûâàþùèõ ôàêòîð ïîâòîðåíèÿ

çàïðîñà (âîçâðàùåíèÿ çàÿâêè).

Âåíãåðñêèé ìàòåìàòèê Ëàñëî Ëàêàòîø â [4] ðàññìîòðåë èíòåðåñíóþ çàäà÷ó

ìîäåëèðîâàíèÿ ðåàëüíîé ñèòóàöèè ïðè çàõîäå âîçäóøíîãî ñóäíà íà ïîñàäêó,

êîãäà ïî òîé èëè èíîé ïðè÷èíå îíî èäåò íà âòîðîé êðóã. Ýòè ñèñòåìû Ëàêàòîø

íàçâàë ñèñòåìàìè ñ öèêëè÷åñêèì âðåìåíåì îæèäàíèÿ (âîçâðàùåíèÿ), à â ëèòåðà-

òóðå îíè èçâåñòíû êàê ñèñòåìû òèïà Ëàêàòîøà.

Ñïåöèôèêà ìîäåëè Ëàêàòîøà çàêëþ÷àåòñÿ, âî-ïåðâûõ, â òîì, ÷òî âíîâü ïî-

ñòóïèâøàÿ â ñèñòåìó çàÿâêà îáñëóæèâàåòñÿ â ïîðÿäêå î÷åðåäè, ò.å. åñëè íà îðáè-

òå íàõîäÿòñÿ çàÿâêè, îòïðàâëåííûå òóäà ðàíåå, òî âíîâü ïîñòóïèâøàÿ â ñèñòåìó

çàÿâêà òàêæå îòïðàâëÿåòñÿ â î÷åðåäü, äàæå åñëè êàíàë îáñëóæèâàíèÿ ñâîáîäåí.

Îòìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî òåðìèíîëîãèè ÑÌÎ ñ âîçâðàùåíèåì çàÿâîê îðáèòà — ýòî

âèðòóàëüíàÿ ñðåäà, ãäå íàõîäÿòñÿ çàÿâêè, îæèäàþùèå ïîâòîðíîãî çàïðîñà íà îá-

ñëóæèâàíèå. Îðáèòà â ìîäåëè Ëàêàòîøà — ýòî êðóã, ãäå âîçäóøíûå ñóäà æäóò

ñâîåé î÷åðåäè íà ïîñàäêó. Âî-âòîðûõ, âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ íà îðáèòå êðàòíî íåêî-

òîðîìó ïîñòîÿííîìó Ò , ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ðåàëüíîé ñèñòåìå, êîòîðóþ îí ðàñ-

ñìàòðèâàë, ò.å. âðåìÿ îáëåòà êðóãà âîçäóøíûì ñóäíîì (öèêëà îðáèòû) ìîæíî

ñ÷èòàòü ïîñòîÿííûì ( )Ò .

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ìîäåëü Ëàêàòîøà èçó÷àëàñü ñ âõîäÿùèì ïîòîêîì Ïóàññî-

íà ñ ïàðàìåòðîì �, à âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ èìåëî ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

ñ ïàðàìåòðîì �. Äëÿ òàêîé ñèñòåìû Ëàêàòîø ïîëó÷èë óñëîâèå ýðãîäè÷íîñòè
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Ìîäèôèöèðîâàííàÿ ìîäåëü Ëàêàòîøà ðàññìàòðèâàëàñü â [5–8]. Îñîáåííî

îòìåòèì ðàáîòó È.Í. Êîâàëåíêî [9], â êîòîðîé îðáèòà ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê äâà ïî-

ñëåäîâàòåëüíî ðàçìåùåííûõ êðóãà, êàæäûé ñî ñâîèìè âðåìåííûìè öèêëàìè.
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Îäíîé èç ñàìûõ âàæíûõ çàäà÷ â òåîðèè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ

óñòàíîâëåíèå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû. Îòìåòèì, ÷òî â òåîðèè ìàññîâîãî

îáñëóæèâàíèÿ ïîä óñòîé÷èâîñòüþ îáû÷íî ïîíèìàþò ñâîéñòâî, ñîñòîÿùåå â òîì,

÷òî âëîæåííàÿ öåïü Ìàðêîâà, îïèñûâàþùàÿ ïîâåäåíèå ñèñòåìû, èìååò ýðãîäè-

÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ óñòàíîâëåíèÿ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè ñèñòåì ñ âîçâðàùå-

íèåì ñëó÷àé îáùåãî ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè âîçâðàùåíèÿ çàÿâêè (âðåìåíè åå

ïðåáûâàíèÿ íà öèêëå îðáèòû) ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ, êîãäà

ðàñïðåäåëåíèå âðåìåíè öèêëà îðáèòû ýêñïîíåíöèàëüíîå. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî

â îáùåì ñëó÷àå íåîáõîäèìî èçó÷àòü ïðîöåññ ñ äîïîëíèòåëüíûìè ïåðåìåííûìè,

êîòîðûå îáîçíà÷àþò âðåìÿ, ïðîøåäøåå ñ ìîìåíòà îòïðàâëåíèÿ èìåþùèõñÿ

çàÿâîê íà îðáèòó, ëèáî îñòàòî÷íîå âðåìÿ äî âîçâðàùåíèÿ èõ ñ îðáèòû.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ÑÌÎ ñ âîçâðàùåíèåì çàÿâîê ðàññìàòðèâàþòñÿ â ñâÿçè

ñî çíà÷èòåëüíûì ðîñòîì èíòåíñèâíîñòè âõîäÿùåãî ïîòîêà, ïîýòîìó äëÿ òàêèõ

ñèñòåì âàæíà äèñïåò÷åðèçàöèÿ çàÿâîê.

Äàëåå îïèñàíû äâå ñèñòåìû, â êîòîðûõ íå ïðåäóñìîòðåíî óñëîâèå îáñëóæè-

âàíèÿ â ïîðÿäêå î÷åðåäè, ñîõðàíåíà öèêëè÷íîñòü îðáèòû è ââåäåíà äèñïåò÷åðè-

çàöèÿ çàäåðæàííûõ çàÿâîê.

CÈÑÒÅÌÀ M D/ / 1 Ñ ÖÈÊËÈ×ÅÑÊÈÌ ÂÎÇÂÐÀÙÅÍÈÅÌ È ÄÈÑÏÅÒ×ÅÐÈÇÀÖÈÅÉ

Ðàññìîòðèì îäíîêàíàëüíóþ ñèñòåìó îáñëóæèâàíèÿ ñ âõîäÿùèì ïîòîêîì Ïóàñ-

ñîíà ñ ïàðàìåòðîì �. Âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ â äàííîé ñèñòåìå — ïîñòîÿííàÿ âå-

ëè÷èíà �. Ïðè ïîñòóïëåíèè çàÿâêè â ñèñòåìó îíà ëèáî íåìåäëåííî ïðèíèìàåòñÿ

íà îáñëóæèâàíèå, ëèáî îòïðàâëÿåòñÿ íà îðáèòó è ïðè ýòîì çàäàåòñÿ âðåìÿ, êîã-

äà çàÿâêà äîëæíà âîçâðàòèòüñÿ è ïðèíÿòüñÿ íà îáñëóæèâàíèå. Òàêèì îáðàçîì,

âðåìÿ íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ çàÿâîê, îòïðàâëåííûõ íà îðáèòó, äåòåðìèíèðîâàíî.

Â ëþáîì ñëó÷àå âðåìÿ çàÿâêè íà îðáèòå êðàòíî çàäàííîìó T � �.

Íàçîâåì òàêèå ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñèñòåìàìè ñ öèêëè÷åñêèì

âîçâðàùåíèåì çàÿâîê.

Ïóñòü t si� — ìîìåíòû îêîí÷àíèÿ îáñëóæèâàíèÿ çàÿâîê, êîòîðûå â ìîìåíò t

íàõîäÿòñÿ ëèáî íà îðáèòå, ëèáî íà îáñëóæèâàíèè. Åñëè â ýòîò ìîìåíò ïîñòóïèò

íîâàÿ çàÿâêà, òî ìîìåíò t * ïðèíÿòèÿ åå íà îáñëóæèâàíèå îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

t t lT� � � , ãäå l k t t s s
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min : ( , ) ( , )� �� � . Òàêèì îáðàçîì, çàÿâêè,

âîçâðàùàÿñü â ñèñòåìó ñ îðáèòû, èìåþò ïðèîðèòåò ïî îòíîøåíèþ êî âíîâü ïîñòó-

ïèâøåé çàÿâêå. Ïîñëåäíÿÿ ïðèíèìàåòñÿ íà îáñëóæèâàíèå òîëüêî â òîì ñëó÷àå,

åñëè îíà íå áóäåò ïðåïÿòñòâîâàòü îáñëóæèâàíèþ çàÿâîê, íàõîäÿùèõñÿ íà îðáèòå.

Êàê ïðàâèëî, â òåîðèè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ îñíîâíîé èíòåðåñ ïðåäñòàâ-

ëÿåò óñëîâèå ýðãîäè÷íîñòè íåêîòîðîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà, êîòîðûé îïèñûâàåò

ïîâåäåíèå ñèñòåìû.

Äîêàæåì äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýðãîäè÷íîñòè ïðèâåäåííîé ñèñòåìû. Îíà îïèñû-

âàåòñÿ îäíîðîäíûì ìàðêîâñêèì ïðîöåññîì Z t Q t U t U tQ t( ) ( ( ); ( ), , ( ))( )� 1 � , ãäå

Q t( ) — ÷èñëî çàÿâîê íà îðáèòå è â êàíàëå îáñëóæèâàíèÿ, U ti ( ) — âðåìåíà äî

îêîí÷àíèÿ èõ îáñëóæèâàíèÿ. Â èíòåðâàëàõ ìåæäó ïîñòóïëåíèåì çàÿâîê ïåðåìåí-

íûå U tj ( ) óáûâàþò ñ åäèíè÷íîé ñêîðîñòüþ, à äîñòèãíóâ çíà÷åíèÿ 0, èñ÷åçàþò;

ïîðÿäêîâûå íîìåðà îñòàâøèõñÿ óìåíüøàþòñÿ íà åäèíèöó.

Äàëåå èñïîëüçóåì êîýôôèöèåíò íàãðóçêè ñèñòåìû � ��� , îáû÷íûé â òåîðèè

ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ, è íàçîâåì çàÿâêè, êîòîðûå ïîñòóïàþò â ñèñòåìó â ëþ-

áîì èíòåðâàëå ( , )t nT t nT� � � �� � , n � �0 1, ,� , çàÿâêàìè òèïà ( , )t t� �� � .

Òåîðåìà 1. Åñëè �� 1 2/ , òî ñëó÷àéíûé ïðîöåññ Z t( ) èìååò ýðãîäè÷åñêîå ðàñ-

ïðåäåëåíèå.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îñíîâíàÿ ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîèò â óñòàíîâëåíèè íå-

ðàâåíñòâà äëÿ íåêîòîðîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà L t( ), ñâîéñòâî êîòîðîãî çàêëþ÷àåò-

ñÿ â òîì, ÷òî ïðè L t( ) � 0 çàÿâîê íà îðáèòå è â êàíàëå îáñëóæèâàíèÿ íå èìååòñÿ,

ò.å. Z t( ) � 0. Îñòàëüíûå ýòàïû äîêàçàòåëüñòâà ââèäó èõ ñòàíäàðòíîñòè îïóñêàþòñÿ.

Ââåäåì ñëó÷àéíûé ïðîöåññ

L t l( ) min :� �{ 0 âñå çàÿâêè, ïîñòóïèâøèå ðàíåå t, áóäóò îáñëóæåíû

ðàíüøå t lT� }.

Ïóñòü L t i( )0 � . Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûé ïðîöåññ L t nT( )0 � . Îáîçíà÷èì
A L t nT i mm � � � �{ }( )0 , ãäå � � � �i m .

Ñîáûòèå Am ïðîèñõîäèò òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè â íåêîòîðûé ìîìåíò

t t t nT� �( , )0 0 ïîñòóïèò çàÿâêà, êîòîðàÿ íå áóäåò îáñëóæåíà äî ìîìåíòà

t n i m T0 � � �( ) .

Èìååì

P P{ } { }A Am

k

n

mk�
�
�

1

,

ãäå A A t k T t t kTmk m� � � � � ��{ }0 01( ) .

Ñîáûòèå Amk îçíà÷àåò, ÷òî äàííàÿ çàÿâêà íå ïðèíÿòà íà îáñëóæèâàíèå â ìî-

ìåíòû t t jTj � � ïðè 0 1� � � � � �j n i m k ; ñëåäîâàòåëüíî, íåêîòîðóþ çàÿâêó

òèïà ( , )t t� �� � , ïîñòóïèâøóþ äî ìîìåíòà t , íà÷íóò îáñëóæèâàòü â èíòåðâàëå

( , )t tj j� �� � . Òàê êàê âñå çàÿâêè, ïîñòóïèâøèå äî ìîìåíòà t0 , áóäóò îáñëóæåíû

äî ìîìåíòà t iT0 � , òî â èíòåðâàëàõ ( , )t tj j� �� � ïðè i k j n i m k� � � � � � � �2 1

íà÷íåòñÿ îáñëóæèâàíèå íîâûõ çàÿâîê òèïà ( , )t t� �� � , ïîñòóïèâøèõ äî ìîìåíòà t .

Îáùåå ÷èñëî çàÿâîê äàííîãî òèïà, ïîñòóïèâøèõ äî ìîìåíòà t , ðàñïðåäåëåíî

ïî çàêîíó Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì, íå áîëüøèì, ÷åì � �k k� �( )2 1 .

Òàêèì îáðàçîì,

P{ }A Te smk

s n m
k
sk� �

� � �

�

�� ��

2

/ ! ,

ãäå ìíîæèòåëü �T ó÷èòûâàåò âîçìîæíîñòü âûáîðà òî÷êè t â èíòåðâàëå äëèíû T .

Èñïîëüçóåì èçâåñòíîå íåðàâåíñòâî

P E{ } { }N c z zc N� � � , z �1,

äëÿ ëþáîé öåëî÷èñëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû N ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðàâàÿ

÷àñòü ýòîãî íåðàâåíñòâà êîíå÷íà.

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå

E{ } exp{ }z zN
k� �� ( )1 , c n m� � �2 .

Òîãäà ïðè z �1 2/ � ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

P{ } exp {A T e T nmk
n m k m� � � �� � � �� � � � ��( ) ( ) {( ) l( )2 2 1 22 1 2 2 n ( )} ( )( )2 1 2� �� � �n k }.

Äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè çàäàííîì ��( , / )0 1 2 èìååì

1 2 2 0� � � � �� � �ln ( ) ,
ñëåäîâàòåëüíî,

P{ } { }A T n n kmk
m� � � � ��� � � �( ) exp ( )( )2 1 22 .

Ñóììèðóÿ ïî 1� �k n, íàõîäèì

P{ }A
Te

em
m n�

�
� ��

�
� �

( )
( )

1 2
2 2 .

Îòñþäà

E P P{ } { } { }L t nT L t i A i A i
Te

m i

m m( ) | ( )
(

0 0 1 1� � � � � � � � �
��

�

�
�

1 2 2 3
1 �

�

��

�

�
� �

�

)
e n

m

.
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Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì n ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè âñåõ i n�

E{ }L t nT L t i i( ) | ( ) /0 0 1 2� � � � .

Íåðàâåíñòâî óñòàíîâëåíî.

CÈÑÒÅÌÀ GI D m/ / Ñ ÖÈÊËÈ×ÅÑÊÈÌ ÂÎÇÂÐÀÙÅÍÈÅÌ È ÄÈÑÏÅÒ×ÅÐÈÇÀÖÈÅÉ

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ìîäåëü. Êàæäîé çàÿâêå, ïîñòóïàþùåé â ñèñòåìó, îò-

âîäèòñÿ âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ íà îðáèòå, ðàâíîå kT , ãäå k îïðåäåëÿåòñÿ òåì, ÷òî

îáñëóæèâàíèå äàííîé çàÿâêè íå ìåøàåò îáñëóæèâàíèþ çàÿâîê, êîòîðûå ïîñòó-

ïèëè ðàíüøå. Óêàçûâàåòñÿ òàêæå êàíàë îáñëóæèâàíèÿ, â êîòîðûé íàïðàâëåíà

äàííàÿ çàÿâêà. Îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì, êîãäà âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ ðàâíî ïîñòî-

ÿííîé �� T . Îáîçíà÷èì z zi i
1 2
� � � âðåìåíà îò ìîìåíòà t äî îêîí÷àíèÿ îáñëó-

æèâàíèÿ çàÿâîê, êîòîðûå â äàííûé ìîìåíò íàõîäÿòñÿ â i-ì êàíàëå îáñëóæèâà-

íèÿ èëè íà îðáèòå è áóäóò íàïðàâëåíû â ýòîò êàíàë.

Îïðåäåëèì

k l j kT kT z t z ti j
i

j
i� � � � � � ��min : ( , ) ( ( ) , ( )){ }0 1 � ��

è ïîëîæèì k k km� min , ,{ }1 � .

Â ÷àñòíîñòè, åñëè k � 0, çàÿâêà ïðèíèìàåòñÿ íà îáñëóæèâàíèå íåìåäëåííî.

Íîìåð �i êàíàëà, êóäà íàïðàâëÿåòñÿ âíîâü ïîñòóïèâøàÿ çàÿâêà, ìîæíî äëÿ îïðå-

äåëåííîñòè çàäàòü òàê: � � �i i k kimin :{ }.

Ìîòèâàöèÿ îïèñàííîé äèñöèïëèíû îáñëóæèâàíèÿ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.

Âî-ïåðâûõ, îáñëóæèâàþùèåñÿ îáüåêòû ÷àñòî èíåðöèîííûå (êàê, íàïðèìåð,

â ñëó÷àå ïîñàäêè âîçäóøíûõ ñóäîâ). Âî-âòîðûõ, ïîâòîðíîå îòïðàâëåíèå íà îðáè-

òó ìîæåò áûòü íåöåëåñîîáðàçíûì ââèäó ýíåðãåòè÷åñêèõ çàòðàò. Â-òðåòüèõ,

â îïðåäåëåííûõ ñèñòåìàõ îáñëóæèâàíèÿ ïîòðåáèòåëþ âàæíåå çíàòü âðåìÿ ïî-

ñòóïëåíèÿ â êàíàë îáñëóæèâàíèÿ çàáëàãîâðåìåííî, ÷åì íåñêîëüêî ðàç

âîçâðàùàòüñÿ ÷åðåç âðåìÿ T .

Îáîáùèì ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé äëÿ ñèñòåìû M D/ /1 íà m-êàíàëüíóþ ñèñ-

òåìó ñ ðåêóððåíòíûì âõîäÿùèì ïîòîêîì çàÿâîê ñ ïàðàìåòîðì � . Îáîçíà÷èì A x( )

ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè ìåæäó ïîñòóïëåíèåì çàÿâîê; ïóñòü

a x dA x� � �

�

� ( )

0

è A x( ) — íåðåøåò÷àòàÿ ôóíêöèÿ.

Äîêàæåì äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýðãîäè÷íîñòè îïèñàííîé ñèñòåìû. Ââåäåì

ñëó÷àéíû ïðîöåññ

Z t z t z t t( ) ( ( ); ( ); ( ))� 0 � ,

ãäå z t0 ( ) — òåêóùåå ÷èñëî çàÿâîê â êàíàëàõ îáñëóæèâàíèÿ è íà îðáèòå,

z t z t j z tj( ) ( ( ), ( ))� � �1 0 — óïîðÿäî÷åííûé ïî âîçðàñòàíèþ êîìïîíåíò âåê-

òîð âðåìåí äî îêîí÷àíèÿ îáñëóæèâàíèÿ èìåþùèõñÿ çàÿâîê, �( )t — âðåìÿ îò

ìîìåíòà t äî ïîñòóïëåíèÿ ñëåäóþùåé çàÿâêè. Â òî÷êàõ ðàçðûâà Z t( ) äîîïðå-

äåëèì åãî ïî íåïðåðûâíîñòè ñëåâà. Ïðîöåññ Z t( ) — îäíîðîäíûé ìàðêîâñêèé

ïðîöåññ. Äîêàçàòåëüñòâà òðåáóåò òîëüêî òîò ôàêò, ÷òî ïðè ïîñòóïëåíèè íîâîé

çàÿâêè â ìîìåíò t íîâîå ñîñòîÿíèå Z t( )� ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Z t( ). Äëÿ ýòîãî

îòìåòèì, ÷òî êîëè÷åñòâî êàíàëîâ Q st ( ), êîòîðûå áóäóò çàíÿòû â ìîìåíò s t�
çàÿâêàìè, ïîñòóïèâøèìè ðàíåå t, îïðåäåëÿåòñÿ ïî Z t( ) îäíîçíà÷íî, à èìåííî

Q s j s z t st j( ) # : ( )� � � �{ }� ,

ãäå # — ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà.
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Ïóñòü k — ìèíèìàëüíîå öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî
Q s mt ( )� , kT s kT� � � �. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èíòåðâàëîì îáñëóæèâàíèÿ íîâîé çà-
ÿâêè ÿâëÿåòñÿ ( , )k kT t kT� � � � . Ñîñòîÿíèå Z t( )� îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì: z t z t0 0 1( ) ( )� � � (åñëè èñêëþ÷èòü ñîâïàäåíèå ìîìåíòà ïîñòóïëåíèÿ çàÿâêè
ñ ìîìåíòîì îêîí÷àíèÿ îáñëóæèâàíèÿ äðóãîé çàÿâêè); z t z tj j( ) ( )� � ïðè
z t kTj ( )� � �; z t kTj ( )� � � � ïðè j r z t kTr� � �# : ( ){ }� ; z t z tj j( ) ( )� � �1 äëÿ
äðóãèõ çíà÷åíèé j.

Ââåäåì ñëó÷àéíûé ïðîöåññ L t k z t kT jj( ) min { : ( ) , }� � � �0 1 . Ñëåäîâà-

òåëüíî, åñëè, íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà t , ïîòîê çàÿâîê ïðåêðàòèòñÿ, òî âñå èìåþùèåñÿ

çàÿâêè áóäóò îáñëóæåíû íå ïîçäíåå ìîìåíòà t TL t� ( ).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü A( )0 0� � ; A x( )� 1, x � 0 (ãðóïïîâîå ïîñòóïëåíèå çàÿâîê

èñêëþ÷àåòñÿ è èíòåðâàë ìåæäó çàÿâêàìè â ïîòîêå ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî

áîëüøèì). Òîãäà ïðè óñëîâèè
�

a

m
�

2
ìàðêîâñêèé ïðîöåññ Z t( ) èìååò ýðãîäè÷åñ-

êîå ðàñïðåäåëåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îñíîâíûì ýòàïîì äîêàçàòåëüñòâà ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå

óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ E { }L nT L i Z( ) | ( ) ;0 0� , ãäå Z0 — ëþáîå

âîçìîæíîå çíà÷åíèå Z ( )0 .

Ïî äàííûì s, 0� �s T , è � � 0 îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

A kT s kT sn
s

k

n

� � � � �
�

�

( , )

0

1

� � �

è îáîçíà÷èì N An
s( ) êîëè÷åñòâî çàÿâîê, êîòîðûå ïîñòóïàþò â ñèñòåìó ïðè t An

s� .

Äîêàæåì íåðàâåíñòâî

L nT L n
m

N A
j J

n
sj( ) ( ( ) ) max ( )� � � ��

� �
0 2

1

1
{ },

(1)

ãäå J � 1, s j T Jj � �( / ) /1 2 , � � �� T J/ ( )2 . Åñëè çàÿâêà ïîñòóïèëà â ìîìåíò

t lT� � 	, ãäå l n� �1 è | | / ( )	� �s T Jj 2 , òî ïðèìåì, ÷òî ýòî çàÿâêà òèïà j.

Òîãäà L nT L
j J

j( ) max�
� �1

, ãäå L j — íàèìåíüøåå ÷èñëî âèäà kT , ïðè êîòîðîì âñå

çàÿâêè òèïà j îáñëóæåíû ðàíüøå kT .

Ïóñòü t� — ìîìåíò îêîí÷àíèÿ îáñëóæèâàíèÿ ïðîèçâîëüíîé çàÿâêè òèïà j,

ïîñòóïèâøåé â ìîìåíò t lt� � 	. Åñëè t� 0, òî ïî îïðåäåëåíèÿì L( )0 èìååì

t L i� � �( )0 . Åñëè 0 � �t nT , òî

t

T
i U

�
� � �2 , (2)

ãäå U — ÷èñëî îòïðàâëåíèé äàííîé çàÿâêè íà îðáèòó ïîñëå ìîìåíòà iT . Ëåã-

êî âèäåòü, ÷òî â êàæäûé èç òàêèõ ìîìåíòîâ ïðîèñõîäèò îáñëóæèâàíèå m çàÿ-

âîê; âñå mU çàÿâîê ðàçíûå è ïîñòóïèëè âî ìíîæåñòâî An
j . Òàêèì îáðàçîì,

N A mU U N A mn
j

n
j( ) , [ ( ) / ]� � . (3)

Ïîñêîëüêó ïðàâàÿ ÷àñòü (2) — öåëîå ÷èñëî, à ðàññìàòðèâàåìàÿ çàÿâêà ïðîèç-

âîëüíîãî òèïà j, èç (2) è (3) ïîëó÷àåì L i n N A mj n
j� � � �(( ) [ ( ) / ])2 , îòêóäà

è ñëåäóåò (1).

Ëåììà 1. Ïóñòü N N J1, ,� — ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ ïîëîæèòåëüíûìè ìà-

òåìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè a aJ1, ,� , äèñïåðñèÿìè � �
1
2 2, ,�

J
è êîýôôèöèåíòà-

ìè âàðèàöèè c aj j j� � / , 1� �j J.
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Òîãäà

E { { }}max , , ( )N N a c JJ1 1� � � , (4)

ãäå a a aJ� max , ,{ }1 � , c c cJ� max , ,{ }1 � .

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåðàâåíñòâî (4) âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî ïðè 
� 0

max , , ( ) ( ( )) ( ) ( ({ }N N a N a a N aj j j j1 1 1 1 1� � � � � � � � � � ��
 
 
 
))�
��

���
j

J

j

J

11

� � � �
�
�a

a
N a

j
j j

j

J

( ) ( )1
1

4

1 2

1






,

÷òî ïðîâåðÿåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì. Îòñþäà

E { { }}max , ,N N a
J

cJ1
21

4
� � � �

�

�


�

�
�




,

èç ÷åãî âûòåêàåò (4) ïðè 
 �
1

2
c J .

Îäíîâðåìåííî ñî ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé N An
s( ) ðàññìîòðèì âåëè÷èíó

N An
s

0 ( ) — ÷èñëî òî÷åê ïðîöåññà âîññòàíîâëåíèÿ (áåç ñäâèãà) â ìíîæåñòâå An
s

ïðè óñëîâèè, ÷òî ïåðâàÿ èç íèõ ÿâëÿåòñÿ kT � � , ãäå | |� � �s � . Òîãäà ñïðàâåäëè-
âî íåðàâåíñòâî

N A N An
s

n
s( ) ( )� �

0
� . (5)

Ïðèìåì, ÷òî

A k l T s k l T sn
s

l

n
�

�

�

� � � � � � � � �� � �(( ) , ( ) )� �
0

1

� ,

è äëÿ îáùíîñòè ïîëîæèì � � s â ñëó÷àå, åñëè N An
s( ) � 0.

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà N An
s

0 ( )�� — ýòî ÷èñëî âîññòàíîâëåíèé íà n íåïåðåñå-

êàþùèõñÿ îòðåçêàõ Gl äëèíû 2� . Ïî ëîêàëüíîé òåîðåìå âîññòàíîâëåíèÿ [10]

E{ }N A
n

a
n
s

0
2

( ) ~�� �
, n � , (6)

ïîñêîëüêó

E { }N A dH tn
s

Gl

n

l

0

0

1

( ) ( )�

�

�

� ��
� ,

ãäå H t( ) — ôóíêöèÿ âîññòàíîâëåíèÿ,

H t A tk

k

( ) ( )( )� � �

�

�

�1

1

.

Àíàëîãè÷íî

E E{ } { }N A N A dH x dH yn
s

n
s

x y
x y G

l

k

( )) ( ) ( ) (

,

� �

�
�

�

� � ��
� �2

0

2
n

x
�

� � �
1

)

� ����
� � � �

2

0 1

dH x dH y x

GGk l n
lk

( ) ( ) . (7)

Âñå ñëàãàåìûå ñóìì â ïðàâîé ÷àñòè (7) îãðàíè÷åíû è ïî ëîêàëüíîé òåîðåìå

âîññòàíîâëåíèÿ

dH x dH y x
a

G Gk l

( ) ( )� � �  
�

�


�

�
�

2
2

�
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ïðè k  � , l k�  � . Ñëåäîâàòåëüíî,

E { }N A
n

a
nn

s
0

2
2

( ) ~ ,� �

�


�

�
�  �� �

. (8)

Îòñþäà êîýôôèöèåíò âàðèàöèè

� � �{ } { }N A N An
s

n
s

n0 0 0( ) / ( )� �
 �

!  !!E . (9)

Èç ëåììû 1, ôîðìóë (5), (6), (8) è (9) ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè n �

max ( ) ( )
1

2

� �
� �

j J
n
s

N A
n

a
o nj{ }

�
.

Òåïåðü íà îñíîâå íåðàâåíñòâà (1) èìååì

E { }L nT L i Z Z i n
n

ma
o n( ) | ( ) ; ( ) ( ) ( )0 0

2
0� � � � � ��

�
. (10)

Ïîñêîëüêó 2�� a è � � �� ( / )1 J , ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ J, n è ëþáûõ i n�
èç (10) âûòåêàåò, ÷òî

E { }L nT L L i Z Z( ) ( ) | ( ) ; ( )� � � � �0 0 0 0 � , (11)

ãäå �� 0 — çàäàííîå ÷èñëî, à òàêæå ïðè i n�

E{ }L nT L i Z Z C( ) | ( ) ; ( )0 0 0� � � , (12)

ãäå C — êîíñòàíòà ïðè äàííîì n.

Èç (11) è (12) âûòåêàåò, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì n

lim { ( ) | ( ) , ( ) }
k

L knT n L i Z Z
C �

� � � �
�

P 0 00 0
�

�
(13)

ïðè ëþáûõ i è Z0 .

Ïóñòü L i( )0 � , ìîìåíò ïîñòóïëåíèÿ ïåðâîé çàÿâêè  ( )0 0� , âðåìÿ ïîñòóï-

ëåíèÿ âòîðîé çàÿâêè ðàâíî  0 � y. Åñëè  0 1� � �y i T( ) , òî áóäåì èìåòü

Z x y( )� � 0. Òàêèì îáðàçîì, ñîáûòèå { }Z t( ) � 0 ðåêóððåíòíîå; òîãäà î÷åâèäíî

P P{ } { } 0 1 0� � � � � � �y t y t A t( ) . (14)

Äàëåå èç (13) è (14) ñòàíäàðòíûì ìåòîäîì ðåãåíåðèðóþùèõ ïðîöåññîâ, ó÷è-

òûâàÿ íåðåøåò÷àòîñòü A x( ), âûâîäèì ñóùåñòâîâàíèå ýðãîäè÷åñêîãî ðàñïðåäåëå-

íèÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà Z t( ).

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â ðàáîòå èçó÷àþòñÿ íîâûå òèïû ñèñòåì îáñëóæèâàíèÿ çàÿâîê ñ âîçâðàùåíèåì

M D/ /1 è GI D m/ / , êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ìîäèôèöèðîâàííûìè ñèñòåìàìè òèïà

Ëàêàòîøà, ò.å. ñèñòåìàìè ñ öèêëè÷åñêèì âîçâðàùåíèåì çàÿâîê è îáñëóæèâàíèåì

èõ â ïîðÿäêå î÷åðåäè. Â ðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòåìàõ äëÿ çàÿâîê, ïîïàâøèõ íà

îðáèòó, ââåäåíà äèñïåò÷åðèçàöèÿ, à òàêæå íå ïðåäóñìîòðåíî óñëîâèå îáñëóæèâà-

íèÿ â ïîðÿäêå î÷åðåäè: âíîâü ïîñòóïèâøàÿ çàÿâêà ìîæåò îáñëóæèâàòüñÿ íåìåä-

ëåííî ïðè íàëè÷èè õîòÿ áû îäíîãî ñâîáîäíîãî êàíàëà. Ïîñòðîåíû âëîæåííûå

öåïè Ìàðêîâà è âûâåäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ èõ ýðãîäè÷íîñòè.

Ïðèâåäåííûå ìîäåëè ñèñòåì îáñëóæèâàíèÿ ñ âîçâðàùåíèåì çàÿâîê ÿâëÿþò-

ñÿ ìîäåëÿìè íåêîòîðûõ ðåàëüíûõ ïðîöåññîâ îáñëóæèâàíèÿ; íàïðèìåð, â àâèàöèè

ïðè óïîðÿäî÷åíèè çàõîäà íà ïîñàäêó âîçäóøíûõ ñóäîâ, â èíôîðìàöèîííûõ è òå-

ëåêîììóíèêàöèîííûõ ñèñòåìàõ ïðè âûñîêîé èíòåíñèâíîñòè òðàôèêà.
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Î.Â. Êîáà
ÑÈÑÒÅÌÈ ÎÁÑËÓÃÎÂÓÂÀÍÍß Ç ÖÈÊË²×ÍÈÌ ×ÀÑÎÌ ÏÎÂÅÐÍÅÍÍß ÇÀßÂÎÊ
² ÄÈÑÏÅÒ×ÅÐÈÇÀÖ²ªÞ

Àíîòàö³ÿ. Ðîçãëÿíóòî ñèñòåìè îáñëóãîâóâàííÿ M D/ / 1 ³ GI D m/ / ç öèê-
ë³÷íèì ÷àñîì ïîâåðíåííÿ çàÿâîê. Íà â³äì³íó â³ä ñèñòåì òèïó Ëàêàòîøà,
ââåäåíî äèñïåò÷åðèçàö³þ çàÿâîê, ùî áóëè â³äïðàâëåí³ íà îðá³òó, òà çíÿòî
óìîâó îáñëóãîâóâàííÿ ó ïîðÿäêó ÷åðãè. Äëÿ öèõ ñèñòåì ïîáóäîâàíî âêëà-
äåí³ ëàíöþãè Ìàðêîâà òà âèâåäåíî äîñòàòí³ óìîâè ¿õíüî¿ åðãîäè÷íîñò³.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ñèñòåìè ìàñîâîãî îáñëóãîâóâàííÿ ç ïîâåðíåííÿì, ñèñòåìè
òèïó Ëàêàòîøà, îðá³òà, öèêë îðá³òè, ñò³éê³ñòü ñèñòåì îáñëóãîâóâàííÿ, åðãî-
äè÷í³ñòü ñèñòåì îáñëóãîâóâàííÿ, âêëàäåíèé ëàíöþã Ìàðêîâà, äèñïåò÷åðè-
çàö³ÿ.

E.V. Koba
CYCLIÑ-RETRIAL QUEUEING SYSTEMS WITH DISPATCHING

Abstract. Cyclic-retrial queueing systems M D/ / 1 and GI D m/ / are considered.
Unlike Lakatos-type systems, dispatching of customers sent to orbit is
introduced, and FIFO service is not considered. Embedded Markov chains are
constructed for these systems and their sufficient ergodicity conditions are
deduced.

Keywords: retrial queues, Lakatosh type systems, orbit, orbit cycle, stability of
queues, ergodicity of queues, embedded Markov chain, dispatching.
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