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Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåíû íåãëàäêèå íåâûïóêëûå çàäà÷è äèíàìè÷åñêîé
îïòèìèçàöèè, îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (â äèñêðåòíîì âðåìåíè), â òîì ÷èñ-
ëå óïðàâëåíèÿ ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ, è ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ. Ïðîñëåæåíà àíà-
ëîãèÿ ìåæäó çàäà÷àìè óïðàâëåíèÿ äèñêðåòíûìè äèíàìè÷åñêèìè ñèñòåìàìè
è çàäà÷àìè îáó÷åíèÿ ìíîãîñëîéíûõ íåéðîííûõ ñåòåé ñ íåãëàäêèìè öåëåâû-
ìè ôóíêöèîíàëàìè è ñâÿçÿìè. Îáîñíîâàíû ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ îáîáùåí-
íûõ ãðàäèåíòîâ äëÿ òàêèõ ñèñòåì íà îñíîâå ôóíêöèé Ãàìèëüòîíà–Ïîíòðÿ-
ãèíà. Ãðàäèåíòíûå (ñòîõàñòè÷åñêèå) àëãîðèòìû îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ è
îáó÷åíèÿ ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ íà íåâûïóêëûå íåãëàäêèå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèíàìè÷åñêàÿ îïòèìèçàöèÿ, îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå, ìà-
øèííîå îáó÷åíèå, ìíîãîñëîéíûå íåéðîííûå ñåòè, ãëóáîêîå îáó÷åíèå, íå-
ãëàäêàÿ íåâûïóêëàÿ îïòèìèçàöèÿ, ñòîõàñòè÷åñêàÿ îïòèìèçàöèÿ, ñòîõàñòè÷åñ-
êèé îáîáùåííûé ãðàäèåíò, ñòîõàñòè÷åñêîå ñãëàæèâàíèå.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Íåëèíåéíûå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì ìîæíî

ðàññìàòðèâàòü êàê çàäà÷è îïòèìèçàöèè áîëüøîé ðàçìåðíîñòè, äëÿ ðåøåíèÿ êî-

òîðûõ ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû ãðàäèåíòíîãî òèïà. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìû ôîðìó-

ëû è ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ ãðàäèåíòîâ öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà ïî óïðàâëåíèÿì.

Òàêèå ôîðìóëû äëÿ çàäà÷è ñî ñâîáîäíûì ïðàâûì êîíöîì ïîëó÷åíû, íàïðè-

ìåð, â [1–5] ìåòîäîì ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà â ïðåäïîëîæåíèè íåïðåðûâíîé

äèôôåðåíöèðóåìîñòè âõîäÿùèõ â çàäà÷ó ôóíêöèé (ññûëêè íà äðóãèå è áîëåå

ðàííèå ðàáîòû ïðèâåäåíû â [6, ðàçä. 5.5]. Â [2, 3] ýòè ðåçóëüòàòû ðàñïðîñòðà-

íåíû íà çàäà÷è ñòîõàñòè÷åñêîãî äèñêðåòíîãî îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Äëÿ

íåãëàäêèõ âûïóêëûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ëèíåéíûìè óðàâíåíèÿ-

ìè äâèæåíèÿ àíàëîãè÷íûå ôîðìóëû âû÷èñëåíèÿ ñóáãðàäèåíòîâ öåëåâîãî

ôóíêöèîíàëà ïîëó÷åíû â [2–4]. Ïðè íåëèíåéíûõ óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ çàâè-

ñèìîñòü öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà îò óïðàâëåíèé ìîæåò áûòü íåâûïóêëîé. Â [3]

ýòè ôîðìóëû òàêæå îáîñíîâàíû äëÿ ñëó÷àÿ ñëàáî âûïóêëîãî [7] öåëåâîãî

ôóíêöèîíàëà è ãëàäêèõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Äàííûå ôîðìóëû èñïîëüçóþò

ïðîöåäóðû ïðÿìîãî ðàñ÷åòà òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ è îáðàòíîãî ðàñ÷åòà âñïîìî-

ãàòåëüíûõ ñîïðÿæåííûõ ïåðåìåííûõ, ïî ñóòè, çàèìñòâîâàííûå èç ïðèíöèïà

ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà [8, 9]. Ïîäîáíûå ïðîöåäóðû âû÷èñëåíèÿ ãðàäèåíòîâ

â ïðîñòðàíñòâå âåñîâ øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ â ñèñòåìàõ îáó÷åíèÿ ìíîãîñëîé-

íûõ íåéðîííûõ ñåòåé [6, 10–12]. Îäíàêî ïðîáëåìà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî

ôóíêöèè êà÷åñòâà îáó÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ íå òîëüêî íåâûïóêëûìè, íî ÷àñòî îêà-

çûâàþòñÿ íåãëàäêèìè ôóíêöèÿìè ïàðàìåòðîâ ìîäåëè. Íåãëàäêîñòü, â ÷àñòíîñ-

òè, ìîæåò áûòü îáóñëîâëåíà ïðèìåíåíèåì íåãëàäêèõ ôóíêöèé àêòèâàöèè íåé-

ðîíîâ ñåòè. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ýòè ðåçóëüòàòû (ïî âû÷èñëåíèþ îáîáùåííûõ

ãðàäèåíòîâ) îáîáùåíû íà íåãëàäêèå íåâûïóêëûå çàäà÷è äèñêðåòíîãî îïòè-

ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ è çàäà÷è îáó÷åíèÿ ñ òàê íàçûâàåìûìè îáîáùåííî-äèô-
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ôåðåíöèðóåìûìè ôóíêöèÿìè [13]. Ïðè÷åì íåãëàäêèå ôóíêöèè ìîãóò âõîäèòü

êàê â öåëåâîé ôóíêöèîíàë, òàê è â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ.

Íåãëàäêèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ íåäèôôåðåíöèðóåìûì öåëå-

âûì ôóíêöèîíàëîì âîçíèêàþò, íàïðèìåð, ïðè èñïîëüçîâàíèè â êà÷åñòâå öåëåâîé

ôóíêöèè íîðìû îòêëîíåíèÿ îò öåëè, ïðèìåíåíèè íåãëàäêèõ øòðàôíûõ ôóíêöèé

äëÿ óñòðàíåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñâÿçåé [14] è ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé, à òàêæå

íàëè÷èè îïåðàöèé ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà â ôîðìóëèðîâêå çàäà÷è. Íåãëàäêèå

óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èìåþòñÿ, íàïðèìåð, ïðè îãðàíè÷åííîñòè îáëàñòè äâèæåíèÿ,

ïîðîãîâûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà òðàåêòîðèþ äâèæåíèÿ, òàêèõ êàê óñëîâèÿ íåîòðèöà-

òåëüíîñòè çàïàñà è îãðàíè÷åííîñòè ñêëàäà â òåîðèè çàïàñîâ [15], óñëîâèÿ íåðàçî-

ðåíèÿ â òåîðèè ïðîöåññîâ ðèñêà [16]. Íåãëàäêèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-

íèÿ, â ÷àñòíîñòè îáùèå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà äëÿ òàêèõ çàäà÷,

èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ [4, 14, 17–21] è äð. Îáçîð èòåðàöèîííûõ ãðàäèåíòíûõ è

áëèçêèõ ê íèì ìåòîäîâ äëÿ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíûõ óïðàâëåíèé äàí â [1–5, 22].

Çàìåòèì, ÷òî ìíîãîñëîéíóþ íåéðîííóþ ñåòü ìîæíî ôîðìàëüíî òðàêòîâàòü

êàê äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó, êîòîðàÿ ïîñòåïåííî (ïîñëîéíî) ïðåîáðàçóåò âõîäíîé

ñèãíàë â âûõîäíîé [23]. Çàäà÷à ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ ñîñòîèò â èäåíòèôèêàöèè

ïàðàìåòðîâ ìîäåëè, íàïðèìåð âåñîâ ìíîãîñëîéíîé íåéðîííîé ñåòè, ñ ïîìîùüþ

íàáîðà ïðèìåðîâ âèäà «âõîä–âûõîä». Íåãëàäêèå çàäà÷è ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ

èìåþò ìåñòî ïðè èñïîëüçîâàíèè íåãëàäêèõ ïîêàçàòåëåé êà÷åñòâà îáó÷åíèÿ (òèïà

ìîäóëÿ), ïðèìåíåíèè íåãëàäêèõ ôóíêöèé ðåãóëÿðèçàöèè, à òàêæå íåãëàäêèõ (íà-

ïðèìåð, êóñî÷íî-ëèíåéíûõ) ôóíêöèé àêòèâàöèè â ìíîãîñëîéíûõ íåéðîííûõ ñå-

òÿõ. Äëÿ ðåøåíèÿ ãëàäêèõ çàäà÷ îáó÷åíèÿ íåéðîííûõ ñåòåé øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ

ìåòîä îáðàòíîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ îøèáêè — BackProp-ìåòîä [6, 10–12, 23, 24],

ò.å. ñïåöèàëüíûé ìåòîä âû÷èñëåíèÿ ãðàäèåíòîâ öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà

îáó÷åíèÿ ïî ðàçíîîáðàçíûì è ìíîãî÷èñëåííûì ïàðàìåòðàì. Èñòîðèÿ ðàçðàáîò-

êè, ðàçâèòèÿ è ïðèìåíåíèé BackProp-ìåòîäà äåòàëüíî èññëåäîâàíà â [6]. Îäíàêî

â ïðèêëàäíûõ ñèñòåìàõ ãëóáîêîãî îáó÷åíèÿ íåéðîííûõ ñåòåé íàðÿäó ñ ãëàäêèìè

ñèãìîèäàëüíûìè ôóíêöèÿìè àêòèâàöèè íåéðîíîâ òàêæå ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ

íåãëàäêèå ôóíêöèè ëèíåéíîé ðåêòèôèêàöèè (íàïðèìåð, f x x( ) max ,� { }0 )

[12, ðàçä. 6.3.1; 24, ðàçä. 3.3]. Òàêèå ôóíêöèè ïîðîæäàþò ñóùåñòâåííî íåâû-

ïóêëûå íåãëàäêèå ôóíêöèîíàëû êà÷åñòâà îáó÷åíèÿ.

Ñóùåñòâóåò åùå îäíà îáëàñòü âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè, êîòîðàÿ ðàçðà-

áàòûâàåò è èçó÷àåò ñïîñîáû âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ è ãðàäèåíòîâ ñëîæíûõ

êîìïîçèòíûõ öåëåâûõ ôóíêöèé, — òåîðèÿ àâòîìàòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ,

ïðåäñòàâëåííàÿ, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [5, 25]. Â òàêîì ïîäõîäå àëãîðèòìè÷åñêèé

ïðîöåññ âû÷èñëåíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè ïðèâåäåí â âèäå ñåòåâîãî ãðàôèêà, â èñ-

õîäíûõ âåðøèíàõ êîòîðîãî íàõîäÿòñÿ ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè îò ïåðåìåííûõ

îïòèìèçàöèè ñ èçâåñòíûìè ãðàäèåíòàìè, à â ïðîìåæóòî÷íûõ âåðøèíàõ — îïåðà-

òîðû êîìïîçèöèè ôóíêöèé ñ èçâåñòíûìè ïðàâèëàìè âû÷èñëåíèÿ ãðàäèåíòîâ

êîìïîçèöèè. Ïðè ïðÿìîì ïðîõîäå ãðàôèêà âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå ñëîæíîé öåëå-

âîé ôóíêöèè, ïðè îáðàòíîì óäàåòñÿ âû÷èñëèòü ãðàäèåíòû öåëåâîé ôóíêöèè ïî

ïåðåìåííûì îïòèìèçàöèè. Ïðèìåíèòåëüíî ê íåéðîííûì ñåòÿì ìåòîä àâòîìàòè-

÷åñêîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, êîòîðûé âîñïðîèçâîäèò BackProp-ìåòîä, ðåàëèçî-

âàí â ìíîãî÷èñëåííûõ ïðîãðàììíûõ áèáëèîòåêàõ [24, ðàçä. 2.6; 25]. Îäíàêî

è â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò ïðîáëåìà îáîñíîâàíèÿ ìåòîäà äëÿ íåâûïóêëûõ

íåãëàäêèõ ôóíêöèé, êîòîðàÿ îáñóæäàåòñÿ ëèøü íà íåôîðìàëüíîì óðîâíå [25].

Ìåòîäû îáó÷åíèÿ ãëàäêèõ ìîäåëåé íåéðîííûõ ñåòåé ðàññìàòðèâàþòñÿ â ðà-

áîòàõ [10–12, 23, 24, 26–29]. Â îñíîâíîì ýòî ìåòîä ñòîõàñòè÷åñêèõ ãðàäèåíòîâ è

åãî ìîäèôèêàöèè, çàèìñòâîâàííûå èç òåîðèè ñòîõàñòè÷åñêîé àïïðîêñèìà-

öèè [30] è òåîðèè âûïóêëîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ [2, 31, 32], ïî-
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ñêîëüêó òîëüêî îíè ðåàëüíî ïðèìåíèìû äëÿ îáó÷åíèÿ ãëóáîêèõ íåéðîííûõ ñå-

òåé. Äàííûé ìåòîä ìîæíî îáîñíîâàòü è äëÿ îïòèìèçàöèè íåâûïóêëûõ íåãëàäêèõ

ôóíêöèé [33–35], òåì ñàìûì âîñïîëíÿÿ ïðîáåë â òåîðèè îáó÷åíèÿ íåãëàäêèõ

íåéðîííûõ ñåòåé. Òàêèì îáðàçîì, ðàçðàáîòêà è îáîñíîâàíèå ýôôåêòèâíûõ ñïîñî-

áîâ âû÷èñëåíèÿ îáîáùåííûõ ãðàäèåíòîâ äëÿ íåãëàäêèõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî

óïðàâëåíèÿ è îáó÷åíèÿ ðàñøèðÿåò êðóã ÷èñëåííî ðåøàåìûõ çàäà÷ è îòêðûâàåò

øèðîêîå ïîëå ïðèìåíåíèÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ íåâûïóêëîé íåãëàäêîé îïòèìèçà-

öèè, ðàçâèòûõ â [2, 36–48]. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ òàê íàçûâàåìûõ îáîáùåííî-äèôôå-

ðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ â íàñòîÿùåé ñòàòüå îáîñíîâûâàþòñÿ ïðàâè-

ëà âû÷èñëåíèÿ îáîáùåííûõ ãðàäèåíòîâ, â ðàáîòàõ [33–35, 42, 48–50] ðàññìîòðå-

íû ðàçíîîáðàçíûå ìåòîäû ëîêàëüíîé îïòèìèçàöèè ãðàäèåíòíîãî òèïà. Îòìåòèì,

÷òî îáîáùåííî-äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè âêëþ÷àþò â ñåáÿ âûïóêëûå, âîãíó-

òûå, ñëàáî âûïóêëûå, ñëàáî âîãíóòûå [7], ïîëóãëàäêèå [36, 39] è êóñî÷íî-ãëàä-

êèå [51] ôóíêöèè è çàìêíóòû ïî îòíîøåíèþ ê êîíå÷íûì îïåðàöèÿì ìàêñèìóìà,

ìèíèìóìà, ñóïåðïîçèöèè è âû÷èñëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ [13, 48, 50, 52].

ÎÁÎÁÙÅÍÍÎ-ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÐÓÅÌÛÅ ÔÓÍÊÖÈÈ

Îïðåäåëåíèå 1 [13, 50]. Ôóíêöèÿ f n: R R� 1 íàçûâàåòñÿ îáîáùåííî-äèôôå-

ðåíöèðóåìîé â òî÷êå x n�R , åñëè â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè x îïðåäåëåíî ïî-

ëóíåïðåðûâíîå ñâåðõó â x ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå �f ñ çàìêíóòûìè âûïóê-

ëûìè êîìïàêòíûìè çíà÷åíèÿìè è òàêîå, ÷òî

f y f x g y x o x y g( ) ( ) , ( , , )� � � 	 
 � , (1)

ãäå � � � 
, îáîçíà÷àåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ, g f y�� ( ) è îñòà-

òî÷íûé ÷ëåí o x y g( , , ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

lim ( , , ) / | | | |
k

k k ko x y g y x
��

	 � 0

äëÿ ëþáûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé g f yk k�� ( ), y xk � . Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ

îáîáùåííî-äèôôåðåíöèðóåìîé, åñëè îíà îáîáùåííî-äèôôåðåíöèðóåìà â êàæ-

äîé òî÷êå x n�R ; �f íàçûâàåòñÿ îáîáùåííî-ãðàäèåíòíûì îòîáðàæåíèåì ôóíê-

öèè f , �f x( ) — îáîáùåííûì ãðàäèåíòíûì ìíîæåñòâîì ôóíêöèè f ( )� â òî÷êå x,

âåêòîðû g f x�� ( ) íàçûâàþòñÿ îáîáùåííûìè ãðàäèåíòàìè ôóíêöèè f ( )� â òî÷êå x.

Ëþáàÿ îáîáùåííî-äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ f x( ) ëèïøèöåâà è åå ñóá-

äèôôåðåíöèàë Êëàðêà �C f x( ) [19] ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ïî âêëþ÷åíèþ îáîá-

ùåííî-ãðàäèåíòíûì îòîáðàæåíèåì äëÿ f x( ). Äëÿ ïî÷òè âñåõ x n�R èìååò ìåñòî

� � �f x f xC( ) ( ) [42]. Êëàññ îáîáùåííî-äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé ñîäåðæèò

íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìûå, âûïóêëûå, âîãíóòûå, ïîëóãëàäêèå [36] è íåêî-

òîðûå äðóãèå êóñî÷íî-ãëàäêèå ôóíêöèè [51] è çàìêíóò îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé

ìàêñèìóìà, ìèíèìóìà, ñóïåðïîçèöèè è âû÷èñëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

[13, 42, 48, 50, 52]. Â [53] ïîíÿòèå îáîáùåííî-äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé ðàñ-

øèðåíî íà âåêòîðíîçíà÷íûå ôóíêöèè. Ïîäîáíûé ïîäõîä ê äèôôåðåíöèðîâàíèþ

ôóíêöèé èñïîëüçîâàí â [54, ñ. 175, 444], ãäå ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðó-

åìîé â òî÷êå x, åñëè ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå f y f x y y x( ) ( ) ( ),� � � 	 
� ñ íå-

êîòîðîé íåïðåðûâíîé â x âåêòîð-ôóíêöèåé �( )y . Â îòëè÷èå îò ýòîãî îïðåäåëåíèÿ

â ðàçëîæåíèè (1) èìååòñÿ ìàëîå äîïîëíèòåëüíîå ñëàãàåìîå, à òàêæå äîïóñêàåòñÿ

ìíîãîçíà÷íîñòü ãðàäèåíòà (êàê è â áëèçêèõ ðàáîòàõ [51, 55, 56]). Ýòè ìîäèôèêà-

öèè çíà÷èòåëüíî ðàñøèðÿþò êëàññ ðàññìàòðèâàåìûõ ôóíêöèé.
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Òåîðåìà 1 (îáîáùåííàÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü ñîñòàâíûõ ôóíêöèé) [50].

Ïóñòü f z0 ( ), z m�R , è f xi ( ), x n�R , i m�1, ,� , — îáîáùåííî-äèôôåðåíöèðóå-

ìûå ôóíêöèè ñ îáîáùåííî-ãðàäèåíòíûìè îòîáðàæåíèÿìè � �z f 0 ( ) è � �f i ( ).

Òîãäà ôóíêöèè ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà f x f x f xm( ) max ( ), , ( )� { }1 � è

f x f x f xm( ) min ( ), , ( )� { }1 � îáîáùåííî-äèôôåðåíöèðóåìû ñ îáîáùåííî-ãðàäè-

åíòíûì îòîáðàæåíèåì � � � �f x f x f x f xi i( ) ( ): ( ) ( )conv.hull{ }, à ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ

f x f z x f f x f xm( ) ( ( )) ( ( ), , ( ))� �0 0 1 � òàêæå îáîáùåííî-äèôôåðåíöèðóåìà è åå

îáîáùåííî-ãðàäèåíòíîå îòîáðàæåíèå âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ öåïíîãî ïðàâèëà

� � � �� ��f x g g g g g f z x g fm z i i( ) [ ... ] : ( ( )),conv.hull{ 1 0 0 0 ( ), , ,x i m�1 � },

ãäå [ ... ]g gm1 — ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç âåêòîðîâ-ñòîëáöîâ g gm1, ,� ,

conv.hull — âûïóêëàÿ îáîëî÷êà, � z f z x0 ( ( )) — îáîáùåííî-ãðàäèåíòíîå ìíî-

æåñòâî ôóíêöèè f z0 ( ) â òî÷êå z x f x f xm( ) ( ( ), , ( ))� 1 � .

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âû÷èñëåíèÿ îáîáùåííûõ ãðàäèåíòîâ ñóììû, ïðîèçâåäå-

íèÿ, ÷àñòíîãî è äðóãèõ ñëîæíûõ ôóíêöèé ïðèìåíèìû îáû÷íûå ïðàâèëà äèôôå-

ðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíûõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 2 (îáîáùåííàÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäà-

íèÿ) [52]. Ïðåäïîëîæèì ÷òî ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

— ôóíêöèÿ f x( , )� îáîáùåííî-äèôôåðåíöèðóåìà ïî x V� è èíòåãðèðóåìà

ïî ��, ãäåV — îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî R n , à � — ýëåìåíòàðíîå ñîáûòèå âåðî-

ÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà ( , , ) � P ;

— îáîáùåííî-ãðàäèåíòíîå îòîáðàæåíèå � x f x( , )� ôóíêöèè f ( , )� � èçìåðè-

ìî ïî � äëÿ ëþáîãî x n�R ;

— äëÿ îòêðûòîãî ìíîæåñòâà V n� R ñóùåñòâóåò èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ

LV ( )� òàêàÿ, ÷òî

sup | | | | : ( , ), ( ){ }g g f x x V Lx V�� � �� � .

Òîãäà ôóíêöèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ F x f x f x d( ) ( , ) ( , ) ( )� � �E P� � �


îáîáùåííî-äèôôåðåíöèðóåìà íà V ñ îáîáùåííî-ãðàäèåíòíûì îòîáðàæåíèåì

� � �F x f xx( ) ( , )E � .

Òàêèì îáðàçîì, ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ (èí-

òåãðàëà Ëåáåãà) â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2 ìîæíî âíîñèòü îïåðàòîð äèôôåðåíöèðî-

âàíèÿ ïîä çíàê èíòåãðàëà. Çäåñü èíòåãðàë E� x f x( , )� îò ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæå-

íèÿ � ��� x f x( , ) ïîíèìàåòñÿ êàê ìíîæåñòâî èíòåãðàëîâ îò èçìåðèìûõ ïî � ñå-

ëåêòîðîâ ýòîãî îòîáðàæåíèÿ (ïðè ôèêñèðîâàííîì x).

Ïðèìåð 1 (ýâîëþöèÿ çàïàñîâ). Ýâîëþöèÿ çàïàñà íà ñêëàäå îïèñûâàåòñÿ ðå-

êóððåíòíûì äèíàìè÷åñêèì ñîîòíîøåíèåì

x x ut t t t� � � 	1 0max ,{ }� , t m� 0 1, , ,� , x a0 � ,

ãäå xt — óðîâåíü çàïàñà â íà÷àëå ïåðèîäà âðåìåíè [ , ]t t �1 , ut — çàÿâêà íà

ïîïîëíåíèå çàïàñà â íà÷àëå ïåðèîäà âðåìåíè [ , ]t t �1 , � t — ñëó÷àéíûé ñïðîñ

íà òîâàð â ïåðèîä âðåìåíè [ , )t t �1 , M — ìàêñèìàëüíûé îáúåì ñêëàäà, a —

íà÷àëüíûé çàïàñ íà ñêëàäå. Êà÷åñòâî ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñêëàäà ïðè ïðîãðàì-

ìíîì óïðàâëåíèè u u um� { }0 , ,� îïèøåì êðèòåðèåì

F a u( , ) �

� 	 	 � 	 	
�

��E { } {max ( ), ( ) max ( ), (� � � � � �x x x b b xt t t t

t

m

m m

0

1 �
�

�
�
�

�

�
�
��1 ) min} u ,
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ãäå � �, — øòðàôíûå êîýôôèöèåíòû çà èçáûòîê è íåäîñòà÷ó òîâàðà â ïåðèîä

âðåìåíè [ , )t t �1 , b — æåëàåìûé óðîâåíü òîâàðà íà ñêëàäå â êîíöå ïëàíîâîãî

ïåðèîäà, E — çíàê ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.

Çäåñü ñëîæíàÿ ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ

� � � � � � � �( , , , , ) max ( ), ( ) max (a u x x xk t t t t

t

m

0

0

� � 	 	 �
�
� { } { m mb b x� �	 	1 1), ( )� }

îáîáùåííî-äèôôåðåíöèðóåìà ïî ñâîèì àðãóìåíòàì ( , )a u è â óñëîâèÿõ òåîðå-

ìû 2 ôóíêöèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ F a u( , ) òàêæå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåí-

íî-äèôôåðåíöèðóåìîé ïî ñâîèì ïåðåìåííûì.

ÎÁÎÁÙÅÍÍÎ-ÃÐÀÄÈÅÍÒÍÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ ÍÅÂÛÏÓÊËÛÕ
ÍÅÃËÀÄÊÈÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

Íåäîñòàòî÷íî óìåòü âû÷èñëÿòü îáîáùåííûå ãðàäèåíòû íåãëàäêèõ ôóíêöèé,

íåîáõîäèìî îáîñíîâàòü âîçìîæíîñòü èõ ïðèìåíåíèÿ äëÿ àíàëèçà è îïòèìèçà-

öèè ýòèõ ôóíêöèé.

Îáîáùåííî-ãðàäèåíòíûé è ñòîõàñòè÷åñêèé îáîáùåííî-ãðàäèåíòíûé ìåòîäû

äëÿ ìèíèìèçàöèè îáîáùåííî-äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé îáîñíîâàíû â [13, 16,

33, 35, 42, 48–50, 52]. Îíè ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèÿìè íà íåâûïóêëûé íåãëàäêèé ñëó÷àé

ìåòîäîâ îáîáùåííîãî ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà [2, 40, 57] è ìåòîäà ñòîõàñòè÷åñêèõ êâàçè-

ãðàäèåíòîâ [2], ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ âûïóêëîé îïòèìèçàöèè.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

F x x X( ) min� � (2)

ìèíèìèçàöèè îáîáùåííî-äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè F x( ) íà êîìïàêòíîì

ìíîæåñòâå X n� R , çàäàííîì ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîé îáîáùåííî-äèôôåðåíöè-

ðóåìîé ôóíêöèè G x( ), ò.å.

X x G xn� � �{ R }: ( ) 0 . (3)

Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà äëÿ çàäà÷è (2), (3) èìååò âèä

0�� �F x N xX( ) ( ), ãäå êîíóñ íîðìàëåé N xX ( ) ê ìíîæåñòâó X â òî÷êå x X� çà-

äàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè N x g g G xX ( ) : ( ),� �� �{ }� � 0 , åñëè G x( ) � 0, è

N xX ( ) � 0, åñëè G x( )� 0. Â ñëó÷àå âûïóêëîãî ìíîæåñòâà X êîíóñ N xX ( ) ñîâïà-

äàåò ñ êîíóñîì íîðìàëåé ê X â òî÷êå x.

Áàçîâûé èòåðàöèîííûé îáîáùåííî-ãðàäèåíòíûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è

(2), (3) èìååò âèä

x x dk
X

k
k

k� � 	1 � ( )� , d F xk k�� ( ), x X0 � , k � 0 1, ,� , (4)

ãäå � X ( )� — (ìíîãîçíà÷íûé) îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ íà íåâûïóêëîå äîïóñòè-

ìîå ìíîæåñòâî X ; íåîòðèöàòåëüíûå âåëè÷èíû � k óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

lim
k

k
��

�� 0, � k

k�

�

� � ��
0

. (5)

Â äðóãîé ôîðìå ìåòîä (4) èìååò âèä

x x d x x dk
X

k
k

k
x X

k
k

k�
�� 	 � 	 	 �1 2� ( ) min | | ( )| |� �arg

� 	 � � 	 
 ��arg min (| | | | , )x X
k

k
k kx x d x x2 2�

� � 	 
 � 	
�

�
��

�

�
���arg min , | | | |x X

k k

k

kd x x x x
1

2

2

�
. (6)
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Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ îãðàíè÷åíèé ìåòîä (4)–(6) ïðåîáðàçóåòñÿ â îáû÷íûé

îáîáùåííûé ãðàäèåíòíûé ñïóñê

x x dk k
k

k� � 	1 � , d F xk k�� ( ), x X0 � , k � 0 1, ,�

Òåîðåìà 3 (ñõîäèìîñòü íåâûïóêëîãî îáîáùåííîãî ãðàäèåíòíîãî ìåòî-

äà) [33]. Ïðè óñëîâèÿõ (5) ìèíèìàëüíûå (ïî ôóíêöèè F ) ïðåäåëüíûå òî÷êè ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè { }x k ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó X x X F x N xX
* : ( ) ( )� � �� �{ }0

òî÷åê, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåîáõîäèìûì óñëîâèÿì ýêñòðåìóìà, è âñå ïðåäåëüíûå

òî÷êè ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè { }F x k( ) ñîñòàâëÿþò èíòåðâàë â ìíîæåñòâå

F F X* *( )� . Åñëè ìíîæåñòâî F * íå ñîäåðæèò èíòåðâàëîâ (íàïðèìåð, êîíå÷íî

èëè ñ÷åòíî), òî âñå ïðåäåëüíûå òî÷êè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè { }x k ïðèíàäëåæàò ñâÿ-

çàííîìó ïîäìíîæåñòâó èç X * è ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim ( ) *

k

kF x F
��

� .

Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî F F x F x* ( ): ( )� ��{ }0 íå ñîäåðæèò èíòåðâàëîâ äëÿ

äîñòàòî÷íî ãëàäêèõ ôóíêöèé â ñèëó òåîðåìû Ñàðäà [58, ðàçä. 2.3].

Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû î ñõîäèìîñòè îáîáùåííîãî ãðàäèåíòíîãî ìåòîäà

äëÿ íåâûïóêëûõ íåãëàäêèõ ôóíêöèé ñ èñïîëüçîâàíèåì ñóáãðàäèåíòîâ Êëàðêà

ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ [34, 35].

Ðàíäîìèçèðîâàííûé îáîáùåííûé ãðàäèåíòíûé ìåòîä çàäàåòñÿ ñëåäóþùèìè

ñîîòíîøåíèÿìè:

x x dk
X

k
k

k� � 	1 � (
~

)� ,
~

(~ )d F xk k�� , | | ~ | |x xk k
k	 � � , x X0 � , k � 0 1, , ,�

(7)

ãäå ~x k — ñëó÷àéíî (íàïðèìåð, ðàâíîìåðíî) âûáðàííàÿ òî÷êà â �k -îêðåñòíîñòè

òî÷êè xk . Îáîçíà÷èì X x X F x N x XC C X
* *: ( ) ( )� � �� � �{ }0 , ãäå �C F x( ) —

ñóáäèôôåðåíöèàë Êëàðêà ôóíêöèè F â òî÷êå x. Çàìåòèì, ÷òî � � �F x F xC( ) ( )

ïî÷òè äëÿ âñåõ x [42], ïîýòîìó â ðàíäîìèçèðîâàííîì ìåòîäå (7) ïî÷òè âñåãäà èñ-

ïîëüçóþòñÿ ñóáãðàäèåíòû Êëàðêà îáîáùåííî-äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè F ( )� .

Àíàëîãè÷íàÿ èäåÿ ðàíäîìèçàöèè àëãîðèòìà îáîáùåííîãî ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà

èñïîëüçóåòñÿ â ðàáîòå [59].

Òåîðåìà 4 (ñõîäèìîñòü ðàíäîìèçèðîâàííîãî îáîáùåííîãî ãðàäèåíòíîãî ìå-

òîäà) [16, 33, 49]. Ïðè óñëîâèÿõ (5) è lim
k

k
��

�� 0 ïî÷òè äëÿ âñåõ òðàåêòîðèé { }x k

ïðîöåññà (7) ìèíèìàëüíûå (ïî ôóíêöèè F ) ïðåäåëüíûå òî÷êè ïîñëåäîâàòåëüíîñ-

òè { }x k ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó X C
* òî÷åê, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåîáõîäèìûì

óñëîâèÿì ýêñòðåìóìà Êëàðêà, è âñå ïðåäåëüíûå òî÷êè ÷èñëîâîé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè { }F x k( ) ñîñòàâëÿþò èíòåðâàë â ìíîæåñòâå F F XC C
* *( )� . Åñëè ìíîæåñò-

âî FC
* íå ñîäåðæèò èíòåðâàëîâ (íàïðèìåð, êîíå÷íî èëè ñ÷åòíî), òî âñå ïðå-

äåëüíûå òî÷êè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè { }x k ïðèíàäëåæàò ñâÿçàííîìó ïîäìíîæåñ-

òâó èç X C
* è ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim ( ) *

k

k
CF x F

��
� .

Òàêèì îáðàçîì, ðàíäîìèçèðîâàííûé ìåòîä ñõîäèòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ê áîëåå

óçêîìó ìíîæåñòâó êðèòè÷åñêèõ òî÷åê X C
* , ÷åì X * , ïîñêîëüêó � � � � �C F F( ) ( ).

Ðàíäîìèçèðîâàííûé ñóáãðàäèåíòíûé ìåòîä äîïóñêàåò òàêæå ñëåäóþùóþ

èíòåðïðåòàöèþ. Ââåäåì òàê íàçûâàåìûå ñãëàæåííûå ôóíêöèè

F x
V

F x dxk

x x xk
k

( ) (~ ) ~

~:||~ ||

�
	 �
�

1

� �{ }

, (8)
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ãäå V
k� — îáúåì �k -îêðåñòíîñòè íóëÿ. Åñëè ââåñòè ñëó÷àéíûé âåêòîð ~x k ,

ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûé â �k -îêðåñòíîñòè òî÷êè x, òî ñãëàæåííóþ ôóíê-

öèþ F xk ( ) è åå ãðàäèåíò �F xk ( ) ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñîîòâåòñòâåííî â âèäå

F x F xk
k( ) (~ )� E è � � �F x F xk

k( ) (~ )E , ãäå E — ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïî

~x k , E�F x k(~ ) — ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîãî ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðà-

æåíèÿ ~ (~ )x F xk k�� .

Òàêèì îáðàçîì, ðàíäîìèçàöèÿ â ìåòîäå (7) èìååò òðîéíîå çíà÷åíèå: îíà ïîçâî-

ëÿåò ñóçèòü ìíîæåñòâî ñõîäèìîñòè îáîáùåííîãî ãðàäèåíòíîãî ìåòîäà äî ìíî-

æåñòâà X XC
* *� ; ïðèäàåò ìåòîäó (7) íåêîòîðûå ãëîáàëüíûå ñâîéñòâà çà ñ÷åò

òîãî, ÷òî â íåì ôàêòè÷åñêè ìèíèìèçèðóåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñãëàæåííûõ

ôóíêöèé (8); êðîìå òîãî, ðàíäîìèçàöèÿ îáåñïå÷èâàåò íåçàñòðåâàíèå ìåòîäà

â êðèòè÷åñêèõ òî÷êàõ, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíûìè ìèíèìóìàìè. Ïðè

� �k � ðàíäîìèçèðîâàííûé îáîáùåííûé ãðàäèåíòíûé ìåòîä (7) ïðåäñòàâëÿåò ñî-

áîé ñòîõàñòè÷åñêèé ãðàäèåíòíûé ìåòîä ìèíèìèçàöèè îäíîé è òîé æå ñãëàæåí-

íîé ôóíêöèè F xk ( ). Äëÿ óñèëåíèÿ ãëîáàëüíûõ ñâîéñòâ ìåòîäà (7) â íåì ìîæíî

èñïîëüçîâàòü îöåíêó ãðàäèåíòà ñãëàæåííîé ôóíêöèè ïî íåñêîëüêèì íåçàâèñè-

ìûì ðåàëèçàöèÿì ñëó÷àéíîé òî÷êè ~x èç �k -îêðåñòíîñòè òåêóùåé òî÷êè x k .

Ðàññìîòðèì òåïåðü àíàëîã ìåòîäîâ (4), (7) äëÿ ìèíèìèçàöèè îáîáùåí-

íî-äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

F x f x
x X

( ) ( , ) min� �
�

E � � (9)

íà íåâûïóêëîì ìíîæåñòâå X (çàäàííîì â (3)):

x x d xk
X

k
k

k k� � 	1 � ( (~ , ))� � , d x f xk k
x

k k(~ , ) (~ , )� ��� , (10)

| | ~ | |x xk k
k	 � � , k � 0 1, ,�

Çäåñü � X ( )� — (ìíîãîçíà÷íûé) îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ íà íåâûïóêëîå äî-

ïóñòèìîå ìíîæåñòâî X ; d x( , )� — ( , )x � -èçìåðèìîå ñå÷åíèå îòîáðàæåíèÿ

� x f x( , )� îáîáùåííî-äèôôåðåíöèðóåìîé ñëó÷àéíîé ôóíêöèè f ( , )� � ; �k — íå-

çàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå íàáëþäåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû �;

òî÷êè ~x k ñëó÷àéíî ðàâíîìåðíî âûáèðàþòñÿ èç ìíîæåñòâ { }x x x k
k:| | | |	 � � ;

íåîòðèöàòåëüíûå âåëè÷èíû � k , �k èçìåðèìû îòíîñèòåëüíî 	-àëãåáðû

	{ }x x k0 , ,� è ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

lim lim
k

k
k

k
�� ��

� �� � 0, � k

k�

�

� � ��
0

, �
k

k

2

0�

�

� � ��. (11)

Òåîðåìà 5 (ñõîäèìîñòü ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà íåâûïóêëîãî ìåòîäà ñòî-

õàñòè÷åñêèõ îáîáùåííûõ ãðàäèåíòîâ ïðè ðåøåíèè çàäà÷è (9)) [33, 48, 49]. Ïî÷òè

äëÿ âñåõ òðàåêòîðèé { }x k ìåòîäà (10), (11) èìåþò ìåñòî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 4.

Åñëè â àëãîðèòìå (10), (11) âñå �k � 0, òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû 5 âûïîë-

íÿåòñÿ äëÿ ìíîæåñòâà X x X F x N xX
* : ( ) ( )� � �� �{ }0 .

Â [42] ðàññìîòðåí ðÿä äðóãèõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ íåâûïóêëîé íåãëàä-

êîé îïòèìèçàöèè (ìåòîäû ñ óñðåäíåíèåì òðàåêòîðèè, óñðåäíåíèåì îáîáùåííûõ

ãðàäèåíòîâ, ìåòîäû îâðàæíîãî øàãà, ïðèâåäåííîãî ãðàäèåíòà, òÿæåëîãî øàðèêà

è äðóãèå).
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ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÅ ÎÁÎÁÙÅÍÍÛÕ ÃÐÀÄÈÅÍÒÎÂ Â ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÕ ÇÀÄÀ×ÀÕ
ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó îïòèìèçàöèè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ñî ñâî-

áîäíûì êîíå÷íûì ñîñòîÿíèåì â äèñêðåòíîì âðåìåíè:

J u F x u xi i

i

m

m u U( ) ( , ) ( ) min� � �
�

� ��
0

1� (12)

ïðè óñëîâèÿõ

x G x ui i i� �1 ( , ), i m� 0 1, , ,� , x
n

0
0�R , (13)

ãäå èíäåêñ i m� �0 1 1, , ,� îáîçíà÷àåò äèñêðåòíîå âðåìÿ; x x xi i i
n ni i� �( , , )1

�

T R —

ñîñòîÿíèå óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû â ìîìåíò i; u u ul l� �( , , )1
�

T R — âåêòîð

îïòèìèçèðóåìûõ ïàðàìåòðîâ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû; ôóíêöèè G G Gi i i
ni� �( , , )1 1

�

T ,

Fi , � çàäàíû; U — çàäàííîå ìíîæåñòâî â R l ; m � 1 — íàòóðàëüíîå ÷èñëî;

x0 — íà÷àëüíàÿ òî÷êà â R
n0 . Çàäà÷è ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå

èëè òðàåêòîðèþ ìîæíî ñâåñòè ê âèäó (12) ñ ïîìîùüþ íåãëàäêèõ øòðàôîâ.

Îòìåòèì, ÷òî â (12), (13) äîïóñêàåòñÿ èçìåíåíèå ðàçìåðíîñòè ni ôàçîâîãî ïðî-

ñòðàíñòâà ñ òå÷åíèåì äèñêðåòíîãî âðåìåíè i m� 0 1, , ,� .

Çàäà÷è òèïà (12), (13) èìåþò ìåñòî, íàïðèìåð, ïðè îïòèìèçàöèè ñèñòåì ñ îá-

ðàòíîé ñâÿçüþ, â êîòîðûõ â ñòàíäàðòíîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ x G x ui i i t� �1 ( , )

ïîäñòàâëÿåòñÿ óïðàâëåíèå u g x yt t� ( , ) îïðåäåëåííîãî ôóíêöèîíàëüíîãî âèäà

g( , )� � , çàâèñÿùåå îò òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû xt è êîíå÷íîìåðíîãî âåêòîðà

èñêîìûõ ïàðàìåòðîâ y, ïîäëåæàùèõ îïòèìèçàöèè. Ïîäîáíûå ïîñòàíîâêè òàêæå

âîçíèêàþò â çàäà÷àõ îáó÷åíèÿ ðåêóððåíòíûõ íåéðîííûõ ñåòåé (ñ îäíèìè è òåìè

æå âåñàìè äëÿ âñåõ ñëîåâ ñåòè) [11; 12, ãë. 10; 24, ãë. 6].

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ [4]:

G

G G

G G

G

G

ix

ix ix

ix

n

ix

n

ix

ix

n

n

�

�

�
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�
�
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�
�
�
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1

1

1 1 1
�

� � �

�

�

n

�
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��
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��

, G

G G

G G

G

G

iu

iu iu

iu

n

iu

n

iu

iu

l

l

�

�

�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�
1

1

1 1 1
�

� � �

�

�

n

�

�

�
�
��

�

�

�
�
��

,

( ) ( , , )F F Fix ix ixn
T � 1 � , ( ) ( , , )F F Fiu iu iul

T � 1 � , ( ) ( , , )� � �x x xn
T � 1 � ,

ãäå ( , )F Fix iu
T , ( , )G Gix

j
iu
j T — íåêîòîðûå îáîáùåííûå ãðàäèåíòû (ñóáãðàäèåí-

òû) ïî ( , )x u ôóíêöèé Fi , Gi
j ; �x — íåêîòîðûé îáîáùåííûé ãðàäèåíò ôóíê-

öèè �; A T îáîçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå ìàòðèöû A.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü ôóíêöèè Fi , Gi , � â çàäà÷å (12), (13) îáîáùåííî-äèôôå-

ðåíöèðóåìû ïî ñîâîêóïíîñòè ñâîèõ àðãóìåíòîâ ïðè xi
ni�R , u V� , ãäå V — îòêðû-

òàÿ îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà U , i m� 0 1, , ,� . Òîãäà ôóíêöèÿ J x u( , )0 îáîáùåí-

íî-äèôôåðåíöèðóåìà ïî ( , )x u V
n

0
0�  R , ïðè÷åì âåêòîðû ( , )J Jx u0

T �

� ( , , , , , )J J J J
x x u un l

0
1

0
0 1� �

T ñ êîìïîíåíòàìè

J H x u
x x

j j
0 0

0 0 0� ( , , )
 , J H x u
u iu i i

i

m

j j�
�
� ( , , )


0

(14)

ÿâëÿþòñÿ îáîáùåííûìè ãðàäèåíòàìè ôóíêöèè J x u( , )0 â òî÷êå ( , )x u0 , ãäå

H x u F x u G x ui i i i i i i i i i i( , , ) ( , ) ( , )
 
� � T , i m� 0 1, , ,� , — äèñêðåòíàÿ ôóíêöèÿ
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Ãàìèëüòîíà–Ïîíòðÿãèíà; x x xm� �( , , )0 1� — äèñêðåòíàÿ òðàåêòîðèÿ ïðîöåñ-

ñà (13), ñîîòâåòñòâóþùàÿ âûáðàííîìó ïàðàìåòðó u U� ; ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

âñïîìîãàòåëüíûõ (ñîïðÿæåííûõ) âåêòîð-ôóíêöèé ( , , )
 
 
m � 0 � îïðåäåëÿåò-

ñÿ èç óñëîâèé (îáðàòíîãî ñ÷åòà)


 
 
i ix i i ix i ix i i ixH x u F x u G x u F x
i i i i	 � � � �1 ( , , ) ( , ) ( , ) (T

i ix

j
i i

j

j

n

u G x u
i

i

, ) ( , )�
�
� 


1

,

(15)


 m x m x m x mm m m
nmx x x i� �

� � �
�� � �� � �

1 1
1

1
11 1 1( ) ( ( ), , ( )) ,�

T � 	m m, , ,1 1� .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

x x x u G x u1 1 0 0 0� �( , ) ( , ),

x x x u G x u G G x u u2 2 0 1 1 1 0 0� � �( , ) ( , ) ( ( , ), ),

�����������������

x G x u G G G G x u u u um m m m m� 	� �1 1 1 0 0( , ) ( (... ( ( , ), ), ..., ), );

J x u J x u F x u F x u F x u F xm m( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) (0 0 0 0 1 1 2 2� � � � � �� , ) ( )u xm� ��� 1

� � � �F x u F G x u u F G G x u u u0 0 1 0 0 2 1 0 0( , ) ( ( , ), ) ( ( ( , ), ), ) �

�� �	 	F G G G G x u u u u um m m( ( (... ( ( , ), ), ..., ), ), )1 2 1 0 0

� 	�( ( ( ( ( , ), ), ..., ), ), )G G G x u u u u um m 1 0 0� .

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: ( , )F Fix iui

T è ( , )G G
ix

j
iu
j

i

T , j ni�1, ,� , — êàêèå-ëèáî

îáîáùåííûå ãðàäèåíòû ôóíêöèé Fi è Gi
j , j ni�1, ,� , â òî÷êå ( , )x ui , i m�1, ,� ;

�x mm
x

� �1 1( ) — êàêîé-ëèáî îáîáùåííûé ãðàäèåíò ôóíêöèè � â òî÷êå xm�1;

{ }x x xm0 1 1, , ,� � — òðàåêòîðèÿ ïðîöåññà (13) ïðè çàäàííûõ ( , )x u0 .

Â ñèëó òåîðåìû 1 cëîæíûå (âåêòîð) ôóíêöèè x x xm1 2, , ,� è öåëåâàÿ ôóíê-

öèÿ J (ïîêîìïîíåíòíî) îáîáùåííî-äèôôåðåíöèðóåìû ïî ñâîèì (âåêòîðíûì) àð-

ãóìåíòàì ( , )x u0 , ïðè÷åì ñîãëàñíî ïðàâèëàì (òåîðåìà 1) îáîáùåííîãî äèôôåðåí-

öèðîâàíèÿ ñëîæíûõ ôóíêöèé âåêòîðû ( , ) ( , , , , , )J J J J J Jx u x x u un l
0 0

1
0

0 1
T T� � �

ÿâëÿþòñÿ íåêîòîðûìè îáîáùåííûìè ãðàäèåíòàìè ôóíêöèè J â òî÷êå ( , )x u0 , ãäå

êîìïîíåíòû J
xi

0
, i n�1 0, ,� , âû÷èñëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

J F x u
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0 00 0� �( , )

� �
�
� F x u G x u F x u G

x x

j

j

n

x x
j i j j1 1

0
0

1

2
11

1
0

1

1

1

2
2

1

( , ) ( , ) ( , )
1

2

0

1

1

1

2

2

1
0

0

11

j

x

j

j

n

j

n

x u G x u
i

( , ) ( , )

��
�� ��

!�
	

	
�	

	

	

	

�F x u G x u
mx m

m x

j
m

j

n

m
jm

m
jm

m

m

m

( , ) ( , )
( )1

1

11
1

2

2

� G x u G x u
x

j

x

j

j

n

j

n

j

n

j i

m

m

m
1

1
0

0

111 1
1

2

0

1

1

1

1

1

( , ) ( , )

���
��

	

	m

� �

�
�
�

	

�

	

	

�
�

��
x m

mx

j
m

j

n

xm
jm

m
jm

m

m

m

x G x u G
1
1

1

1

1

1

1

1

1
1

( ) ( , ) �
j i

m

m

m

m
j

x

j

j

n

j

n

j

n

x u G x u
1

2

0

1

1

1

1

1

1
0

0

111

( , ) ( , )

���
���

�

�

.

Ìåíÿÿ ïîðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ â ïðîèçâåäåíèÿõ è âûíîñÿ çà ñêîáêè îáùèå

ìíîæèòåëè, ïîëó÷àåì

ISSN 1019-5262. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2020, òîì 56, ¹ 2 97



J F x u G x u F x u G
x x x

j

x x

j
i i i j j
0 0 0

1

1
1

1
10 0

0
0 1 1

1
� � �( , ) ( , ) ( , ) 2

2
2

2

2

1

1

1
2

2

11

( , ) ( , )x u F x u
x

j

n

j

n

j
�

�

�

�
�

�

�

�
�

��
�� �

�� �
	

	
� 	
� G x u F x u G

m x

j
m

j

n

mx m
mx

m
jm

m

m

m

m
jm

m
jm( )

( , ) ( , )
1

1

1 1

j
m x m

j

n

m

m
jm

m

m

x u x�

�
�

�

�

�
�

�
�

�

�
�

�

�

�
�

�

�

�
�

�
1

1
1

1

1

1

1

( , ) ( )� �

�

�
�
.

Ïîñëåäîâàòåëüíî èñïîëüçóÿ âåêòîðû { }
 
 
m m, , ,	1 0� èç (15), ïîëó÷àåì

îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò äëÿ J
xi

0
:

J F x u G x u F x u G
x x x

j

x x

j
i i i j j
0 0 0

1

1
1

1
10 0

0
0 1 1

1
� � �( , ) ( , ) ( , ) 2

2
2

2

2

1

1

1 2 2

11

( , ) ( , )x u F x u
x

j

n

j

n

j �
�

�

�
�

�

�

�
�

��
�� �

�� �
	

	
	
	

G x u F x u G x
m x

j
m mx m

mx

T
m

m
jm

m

m
jm

m
jm( )

( , ) ( , ) ( ,
1

1
1
1

u m

j

n

m

m

) 

�
�
�

�
�
�

�

�
�
�

�

�
�
�

�
� �

1

� � �F x u G x u F x u G x
x x

j

x x

j
i i j j0 0

0
0 1 1

1
1

0 0

1

1
1

1
1

2( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )u F x u
x

j

n

j

n

j
2 2

11
2
2

2

2

1

1

�
�

�

�
�

�

�

�
�

��
�� �

��  
	

�

	
	

	

�
	

	�
j

n

m x

j
m

m

m

m
jm

mG x u

1

1

2
2

1

1
2

2
( )

( , )

 �
	 	

	
	 	

	
	

	
	

F x u G x u
m x m

m x

T
m m

m
jm

m
jm( ) ( )

( , ) ( , )
1 1

1
1

1
1

1
1


 1
�

�
��

�

�
��

�

�
��
�

�
�
���

� � � �� F x u G x u F x u G x
x x

j

x x

T
i i j j0 0

0
0 1 1

10 0

1

1
1

1
1

( , ) ( , ) ( , ) ( 1 1

11

1

, )u

j

n



�

�
�

�

�
� �

�
�

� � �F x u G x u H x u
x x

T
xi i i0 0

0
0 0 0 0 0

0 0 0
( , ) ( , ) ( , , )
 
 .

Êîìïîíåíòû J
ui , i m�1, ,� , âû÷èñëÿþòñÿ ïî ïðàâèëàì (òåîðåìà 1) îáîá-

ùåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíûõ ôóíêöèé:
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Òåîðåìà äîêàçàíà.

ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÅ ÎÁÎÁÙÅÍÍÛÕ ÃÐÀÄÈÅÍÒÎÂ Â ÇÀÄÀ×ÀÕ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (çàäà÷ó Ëàãðàíæà)

â äèñêðåòíîì âðåìåíè [1–5]:
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n0 .
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H x u F x u G x ui i i i i i i i i i i( , , ) ( , ) ( , )
 
� � T , i m� 0 1, , ,� , — äèñêðåòíàÿ ôóíêöèÿ

Ãàìèëüòîíà–Ïîíòðÿãèíà; x x xm� �( , , )0 1� — äèñêðåòíàÿ òðàåêòîðèÿ ïðîöåññà,

ñîîòâåòñòâóþùàÿ âûáðàííîìó óïðàâëåíèþ u U U U U m� �    0 1 � ; ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü âñïîìîãàòåëüíûõ (ñîïðÿæåííûõ) âåêòîð-ôóíêöèé ( , , )
 
 
0 � m �
îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèé (îáðàòíîãî ñ÷åòà)
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i ix i i i ix i i ix i i iH x u F x u G x u
i i i

	 � � �1 ( , , ) ( , ) ( , )T , i m m� 	, , ,1 1� ,


 m x mm
x�

� ��
1 1( ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äàííàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òåîðåìû 6 â ñèëó

òîãî, ÷òî çàäà÷ó (16), (17) ìîæíî òðàêòîâàòü êàê çàäà÷ó (12), (13) ñ âåêòîðíîé ïå-

ðåìåííîé u u u u U U Um m� � �   ( , , , )0 1 0� � . Òàê êàê ôóíêöèÿ Ãàìèëüòî-

íà–Ïîíòðÿãèíà H x ui i i( , , )
 ïðè ýòîì ôàêòè÷åñêè çàâèñèò òîëüêî îò ui , êîìïî-

íåíòû J H x u
x x

j j
0 0

0 0 0 0� ( , , )
 îáîáùåííîãî ãðàäèåíòíîãî ìíîæåñòâà ôóíêöèè

J x u( , )0 âû÷èñëÿþòñÿ òàê æå, êàê â òåîðåìå 6, à ïðè âû÷èñëåíèè êîìïîíåíò J
ui

j

ïî ôîðìóëå (14) îñòàåòñÿ òîëüêî îäíî ñëàãàåìîå H x u J
iu i i i ui

j
i
j( , , )
 � .

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 1. Â ðàáîòàõ [1–5] ôîðìóëà (18) ïîëó÷åíà êàê ñëåäñòâèå ïðàâèë

äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíûõ ãëàäêèõ ôóíêöèé. Äëÿ íåãëàäêèõ âûïóêëûõ çàäà÷

îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ àíàëîãè÷íûå

ôîðìóëû âû÷èñëåíèÿ ñóáãðàäèåíòîâ öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà ïîëó÷åíû â [2–4].

Â [3] ýòè ôîðìóëû îáîñíîâàíû òàêæå äëÿ ñëó÷àÿ ñëàáî âûïóêëîãî [7] öåëåâîãî

ôóíêöèîíàëà è ãëàäêèõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Â òåîðåìå 7 îáîáùàåì ýòè ðåçóëü-

òàòû íà çíà÷èòåëüíî áîëåå øèðîêèé êëàññ íåãëàäêèõ íåâûïóêëûõ çàäà÷ îïòè-

ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, â òîì ÷èñëå ñ íåãëàäêèìè óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ.

ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÅ ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÎÁÎÁÙÅÍÍÛÕ ÃÐÀÄÈÅÍÒÎÂ Â ÇÀÄÀ×Å
ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó ñòîõàñòè÷åñêîãî îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

â äèñêðåòíîì âðåìåíè [2, 3]:
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ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ïî ìåðå P. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü u u um� ( , , )0 �

T

íàçûâàåòñÿ ïðîãðàììíûì óïðàâëåíèåì ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì (20).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: F x u f x ui i i i i i( , ) ( , , )� E � , G x u g x ui i i i i i( , ) ( , , )� E � ;

g

g g

g g

g

g

ix

ix ix

ix

n

ix

n

ix

ix

n

n

�

�

�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�
1

1

1 1 1
�

� � �

�

�

n

�

�

�
�
��

�

�

�
�
��

, g

g g

g g

g

g

iu

iu iu

iu

n

iu

n

iu

iu

m

m

�

�

�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�
1

1

1 1 1
�

� � �

�

�

n

�

�

�
�
��

�

�

�
�
��

,

( ) ( , , )f f fix ix ixn
T � 1 � , ( ) ( , , )f f fiu iu ium

T � 1 � , ( ) ( , , )� � �x x xn
T � 1 � ,
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ãäå ( , )f fix iu
T , ( , )g gix

j
iu
j T — íåêîòîðûå îáîáùåííûå ãðàäèåíòû ïî ( , )x ui i

ôóíêöèé f i ( , , )� � � , gi
j ( , , )� � � ïðè ôèêñèðîâàííîì ïàðàìåòðå �; � �x ( , )� —

íåêîòîðûé îáîáùåííûé ãðàäèåíò ôóíêöèè � ïðè ôèêñèðîâàííîì �; ( )� T

îáîçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå ìàòðèöû ( )� .

Ïðåäïîëîæåíèå À. 1. Ïóñòü â çàäà÷å (19)–(21) ôóíêöèè f x ui i i( , , )� ,

g x ui
j

i i( , , )� è � �( , )xm�1 îáîáùåííî-äèôôåðåíöèðóåìû ïî ñîâîêóïíîñòè àðãó-

ìåíòîâ ( , )x ui i è xm�1 äëÿ xi
ni�R , u Vi i� ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì � è èçìå-

ðèìû ïî � ïðè ôèêñèðîâàííûõ ( , )x ui i è xm�1, i m� 0 1, , ,� . 2. Ïóñòü äëÿ êàæäîé

òî÷êè ( , )x ui i è xm�1 ñóùåñòâóþò îêðåñòíîñòè O Vi i è Om�1, â êîòîðûõ ôóíê-

öèè f i ( , , )� � � , gi
j ( , , )� � � è � �( , )� ëèïøèöåâû ñ èíòåãðèðóåìûìè êîíñòàíòàìè

Ëèïøèöà. 3. Ìíîãîçíà÷íûå îáîáùåííî-ãðàäèåíòíûå îòîáðàæåíèÿ � � �( , ) ( , , )x u ii i
f � ,

� � �( , ) ( , , )x u i
j

i i
g � è � �

�xm 1
� �( , ) èçìåðèìû ïî �; íàïðèìåð, ýòî ìîãóò áûòü ñóáäèô-

ôåðåíöèàëû Êëàðêà ôóíêöèé f i ( , , )� � � , gi
j ( , , )� � � è � �( , )� (âîïðîñû èçìåðèìî-

ñòè ñóáäèôôåðåíöèàëüíûõ è îáîáùåííî-ãðàäèåíòíûõ îòîáðàæåíèé ðàññìàòðè-

âàþòñÿ â [42, 52]).

Èç òåîðåì 1, 2 àíàëîãè÷íî òåîðåìå 7 âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 8. Â óñëîâèÿõ ïðåäïîëîæåíèÿ À öåëåâàÿ ôóíêöèÿ J a u( , )0 çàäà÷è

(19)–(21) îáîáùåííî-äèôôåðåíöèðóåìà ïî ( , ( , , ))a u u um0 0� � , ñëó÷àéíàÿ öåëå-

âàÿ ôóíêöèÿ f a u f x u xi i i

i

m

m( , , ) ( , , ) ( , )0

0

1� � � �� �
�

�� çàäà÷è (19)–(21) èçìåðèìà è

èíòåãðèðóåìà ïî � è îáîáùåííî-äèôôåðåíöèðóåìà ïî ( , ( , , ))a u u um0 0� � , ïðè-

÷åì âåêòîðû

h a u h x u h x ua u a u0 0 00 0 0 0 0 0 0 0, ( , , ) ( ( , , , ), ( , , , ), ,� 
 � 
 �� � h x uu m m mm
( , , , ))
 � T �

� ( ( , , , ), , ( , , , )h x u h x u
a a

n0 0 0 0 0 0 0 0
0
1

0
0
 � 
 �� ,

h x u h x u
u u

l0 0 0 0 0 0 0 0
0
1

0
0( , , , ), , ( , , , ),
 � 
 �� �

... , ( , , , ), , ( , , , ))h x u h x u
mu m m m mu m m m

m m
lm1 
 � 
 ��

T (22)

ÿâëÿþòñÿ ïðè ôèêñèðîâàííîì � îáîáùåííûìè ãðàäèåíòàìè ôóíêöèè f ( , , )� � �

â òî÷êå ( , )x u0 , ãäå h x u f x u g x ui i i i i i i i i i i( , , , ) ( , , ) ( , , )
 � � � 
� � T , i � 0 1, ,�

� , m, — ñòîõàñòè÷åñêàÿ äèñêðåòíàÿ ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà–Ïîíòðÿãèíà;

x x xm� �( , , )0 1� — äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ òðàåêòîðèÿ ïðîöåññà (20), ñîîòâåòñòâó-

þùàÿ âûáðàííîìó óïðàâëåíèþ u U U U U m� �    0 1 � ; ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

âñïîìîãàòåëüíûõ (ñîïðÿæåííûõ) âåêòîð-ôóíêöèé ( , , )
 
 
0 � m � îïðåäåëÿ-

åòñÿ èç óñëîâèé (îáðàòíîãî ñ÷åòà)


 � �m x mm
x�

� �1 1( , ),


 
 � � �i ix i i i ix i i ix i ih x u f x u g x u
i i i

	 � � �1 ( , , , ) ( , , ) ( , , )T 
 i , i m m� 	, , ,1 1� .

Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîðû h a ua u0 0, ( , , )� ÿâëÿþòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèìè îáîáùåííû-

ìè ãðàäèåíòàìè ôóíêöèè J a u( , )0 òàêèìè, ÷òî Eh a u J a ua u a u0 00 0, ,( , , ) ( , )� �� , è èõ

ìîæíî èñïîëüçîâàòü â ñòîõàñòè÷åñêèõ ãðàäèåíòíûõ ìåòîäàõ ìèíèìèçàöèè J a u( , )0 .
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Çàìå÷àíèå 2. Äëÿ ãëàäêèõ çàäà÷, à òàêæå âûïóêëûõ çàäà÷ ñòîõàñòè÷åñêîãî

îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ôîðìóëû âû÷èñëåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ ãðàäèåíòîâ öå-

ëåâîãî ôóíêöèîíàëà, ïîäîáíûå (22), ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ [2, 3].

Ïðèìåð 2 (ýâîëþöèÿ çàïàñîâ, ïðîäîëæåíèå ïðèìåðà 1). Ðàññìîòðèì ïàðà-

ìåòðè÷åñêóþ ñòðàòåãèþ ïîïîëíåíèÿ çàïàñà

u x y M y xt t t( , , ) min , max , ( )� �� 	{ { }}0 ,

ãäå èñêîìûå ïàðàìåòðû � � 0 è y � 0 òàêîâû, ÷òî 0 1� �� , 0 � �y M . Êà÷åñòâî

ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñêëàäà ïðè òàêîì óïðàâëåíèè (ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ) ìîæíî

îïèñàòü êðèòåðèåì

F a y( , , )� �

� 	 	 � 	 	
�

��E { } {max ( ), ( ) max ( ), (� � � � � �x x x b b xt t t t

t

m

m m

0

1 �
�

�
�
�

�

�
�
��1 ) min ,} � y ,

ãäå � �, — øòðàôíûå êîýôôèöèåíòû çà èçáûòîê è íåäîñòà÷ó òîâàðà â ïåðèîä

âðåìåíè [ , )t t �1 ; E — çíàê ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.

Çäåñü ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ

� � � �( , , , , , )a y m0 � �

� 	 	 � 	 	
�

� ��max ( ), ( ) max ( ), ({ } {� � � � � �x x x b b xt t t t

t

m

m m

0

1 1 )}

îáîáùåííî-äèôôåðåíöèðóåìà ïî ñâîèì àðãóìåíòàì ( , , )a y� è â óñëîâèÿõ òåî-

ðåìû 8 ôóíêöèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ F a y( , , )� òàêæå îáîáùåííî-äèô-

ôåðåíöèðóåìà ïî ñâîèì ïåðåìåííûì ( , , )a y� .

Îáîçíà÷èì

f x x xt t t t t t( , ) max ( ), ( )� � � � �� 	 	{ },

�( ) max ( ), ( )x x b b xm m m� � �� 	 	1 1 1{ }� � ,

g x y x M y xt t t t t t( , , , ) max , min , max , ( )� � � �� � 	 	 �{ { { }} }0 0

� 	 � 	 	 � 	max , min , max , ( ){ { { }}}0 x M x y x xt t t t t t t� � � � ,



�

��
m

m

m

x b

x b
�

"

	 �

#
$
%

�

�

, ,

,

1

1

f x
x

x
x t t

t t

t t
t
( , )

, ,

, .
�

� �

� �
�

"

	 �

#
$
%

Îáîáùåííûé ãðàäèåíò ( , , )g g gtx t tyt � ñëó÷àéíîé ôóíêöèè g x yt t t( , , , )� � âû-

÷èñëÿåòñÿ ñîãëàñíî òåîðåìå 1 ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî àëãîðèòìà:

if x M y x thent t t( min ,max , ( ) )� 	 	 �{ { }}0 0� �

g g gtx t tyt
� � �� 0,

else if x M x y x x thent t t t t t t( max , ( ) )	 � � 	 	 � 	� � � �{ }

g g gtx t tyt
� � �1 0, � ,

else if x y x x thent t t t t( ( ) )	 " 	 � 	� � �

g g gtx t tyt
� � �1 0, � ,

else g g y x gtx t t tyt
� 	 � 	 �1 � ��, , .

Ðåêóððåíòíî âû÷èñëèì


 � 
t x t t t txf x g
t t	 � �1 ( , ) , t m m� 	, , ,1 1� .
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Òîãäà â ñèëó òåîðåìû 4, ñ ó÷åòîì f x f xt t y t t� � �( , ) ( , )� � 0, ïîëó÷èì

� � � � � 
 � � �a m x m xa y f x g x( , , , , , ) ( , ) ( , , ) ( ,0 0 0 0 0 0 0 00 0
� �� � ),

� � � � 
� �( , , , , , )a y gm t t

t

m

0

0

� �
�
� , � � � � 
y m t ty

t

m

a y g( , , , , , )0

0

� �
�
� .

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå òåîðèÿ îáîáùåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íåãëàäêèõ ôóíê-

öèé ðàñïðîñòðàíåíà íà íåäèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèîíàëû íåãëàäêèõ äèñ-

êðåòíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Ïîëó÷åíû ôîðìóëû âû÷èñëåíèÿ îáîáùåííûõ

ãðàäèåíòîâ ýòèõ ôóíêöèîíàëîâ íà îñíîâå äèñêðåòíûõ ôóíêöèé Ãàìèëüòî-

íà–Ïîíòðÿãèíà è ïðîöåäóð ïðÿìîãî ìîäåëèðîâàíèÿ òðàåêòîðèé è îáðàòíîãî

ïåðåñ÷åòà ñîïðÿæåííûõ ïåðåìåííûõ. Ïðîñëåæåíà ñâÿçü ìåæäó çàäà÷àìè

óïðàâëåíèÿ äèñêðåòíûìè äèíàìè÷åñêèìè ñèñòåìàìè è çàäà÷àìè îáó÷åíèÿ

ìíîãîñëîéíûõ íåéðîííûõ ñåòåé, ïðè ýòîì äèíàìèêà â ìíîãîñëîéíûõ ñåòÿõ

òðàêòóåòñÿ êàê ïîñëîéíîå ðàñïðîñòðàíåíèå è ïðåîáðàçîâàíèå âõîäíîãî ñèãíàëà

â âûõîäíîé è îáðàòíîå ðàñïðîñòðàíåíèå ãðàäèåíòíîé èíôîðìàöèè îò âûõîäà

ñåòè ê âõîäó. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò ðàññìàòðèâàòü áîëåå îáùèå

íåãëàäêèå çàäà÷è óïðàâëåíèÿ è îáó÷åíèÿ, ðàñøèðÿþò îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ ìå-

òîäîâ íåãëàäêîé è ñòîõàñòè÷åñêîé îïòèìèçàöèè.

Â ïîñëåäóþùåé ñòàòüå BackProp-ìåòîä áóäåò ðàñøèðåí íà íåãëàäêèå íåâû-

ïóêëûå çàäà÷è îáó÷åíèÿ ìíîãîñëîéíûõ íåéðîííûõ ñåòåé, ñôîðìóëèðîâàí â òåð-

ìèíàõ îáîáùåííûõ ãðàäèåíòîâ íåãëàäêèõ ôóíêöèé Ãàìèëüòîíà–Ïîíòðÿãèíà,

à òàêæå ðàññìîòðåí åãî âàæíûé âàðèàíò äëÿ îáó÷åíèÿ òàê íàçûâàåìûõ ðåêóð-

ðåíòíûõ íåéðîííûõ ñåòåé, ò.å. ñåòåé ñ îáðàòíûìè ñâÿçÿìè è ïàìÿòüþ.
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Àíîòàö³ÿ. Ðîçãëÿíóòî íåãëàäê³ íåîïóêë³ çàäà÷³ äèíàì³÷íî¿ îïòèì³çàö³¿,
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çâ’ÿçêàìè. Îá´ðóíòîâàíî ìåòîäè îá÷èñëåííÿ óçàãàëüíåíèõ ãðàä³ºíò³â äëÿ òà-
êèõ ñèñòåì íà îñíîâ³ ôóíêö³é Ãàì³ëüòîíà–Ïîíòðÿã³íà. Ãðàä³ºíòí³ (ñòîõàñ-
òè÷í³) àëãîðèòìè îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ³ íàâ÷àííÿ ïîøèðþþòüñÿ íà íå-
îïóêë³ íåãëàäê³ äèíàì³÷í³ ñèñòåìè.
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V.I. Norkin
GENERALIZED GRADIENTS IN DYNAMIC OPTIMIZATION, OPTIMAL CONTROL,
AND MACHINE LEARNING PROBLEMS

Abstract. Problems of nonsmooth nonconvex dynamic optimization, optimal
control (in discrete time), including feedback control, and machine learning are
considered from a common point of view. An analogy between controlling
discrete dynamical systems and multilayer neural networks learning problems
with nonsmooth functionals and connections is traced. Methods for computing
subgradients for such systems based on the Hamilton–Pontryagin functions are
developed. Gradient (stochastic) algorithms for optimal control and learning are
extended to nonconvex nonsmooth systems.

Keywords: dynamic optimization, optimal control, machine learning, multilayer
neural networks, deep learning, nonsmooth noncovex optimization, stochastic
optimization, stochastic generalized gradient, stochastic smoothing.
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