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Àííîòàöèÿ. Ìåòîä ïðèìåíèì ê ðåãðåññèÿì, ïåðåìåííûå êîòîðûõ — âðå-
ìåííûå ðÿäû. Ìåòîä îöåíèâàíèÿ îñíîâàí íà òîì, ÷òî ýòè ðÿäû ðàññìàòðè-
âàþòñÿ êàê íàáëþäàåìûå çíà÷åíèÿ íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé âðåìå-
íè. Ýòî ñâîéñòâî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ðåøåíèå çàäà÷è îöåíèâàíèÿ, èñïîëü-
çóÿ ãðàäèåíòíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû
èñïîëüçîâàíèÿ ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðåãðåññèÿ, òî÷êè ïåðåêëþ÷åíèÿ, ïàðàìåòðû ðåãðåññèè,
íåïðåðûâíîå âðåìÿ, äèñêðåòíîå âðåìÿ, îöåíèâàíèå.

1. ÎÁÎÑÍÎÂÀÍÈÅ ÏÎÄÕÎÄÀ Ê ÐÅØÅÍÈÞ ÇÀÄÀ×È

Ðåãðåññèÿ ñ ïåðåêëþ÷åíèÿìè ñ íåèçâåñòíûìè òî÷êàìè ïåðåêëþ÷åíèÿ — âèä
ðåãðåññèè, êîòîðûé ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ â ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèÿõ, è ïîýòîìó
èññëåäîâàòåëè óäåëÿþò áîëüøîå âíèìàíèå ýòîìó âîïðîñó. Ìîæíî âûäåëèòü òðè
âèäà çàäà÷ â äàííîé îáëàñòè: òåñòèðîâàíèå òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ (ïðîâåðêà ãè-
ïîòåç î ÷èñëå òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ íà èíòåðâàëå íàáëþäåíèÿ); îöåíèâàíèå ïà-
ðàìåòðîâ ðåãðåññèè è òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ ïðè çàäàííîì èõ ÷èñëå; èçó÷åíèå
ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ îöåíîê ïàðàìåòðîâ ðåãðåññèè è òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ.
Â ðåøåíèå ýòèõ çàäà÷ âíåñëè âåñîìûé âêëàä Ï. Ïåððîí è åãî ñîàâòîðû (ñì.,
â ÷àñòíîñòè, [1–3]).

Â ðàáîòàõ Ï. Ïåððîíà è äðóãèõ èññëåäîâàòåëåé ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåãðåññèÿ

ñ ïåðåêëþ÷åíèÿìè, êîòîðàÿ ëèíåéíà îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ åå ïàðàìåòðîâ.

Îáùèé âèä òàêîé ðåãðåññèè

yt t ti t t� � � � �x z� �0 0 � , i k� �1 10, ,� , t T�1 2, , ,� , (1)

ãäå øòðèõ â èíäåêñå îçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå; x t
n�� è zt

m�� — íåçàâè-

ñèìûå ïåðåìåííûå (ðåãðåññîðû); � ti
n0 �� è �0 ��m — èñòèííûå íåèçâåñòíûå

âåëè÷èíû ïàðàìåòðîâ ðåãðåññèè; � t — ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà; k 0 — ÷èñëî òî÷åê

ïåðåêëþ÷åíèÿ; T — äëèíà èíòåðâàëà íàáëþäåíèÿ [ , ]1 T . Ïðè ýòîì

� �ti i
0 0� � const äëÿ t I t ti i i� � �

�
0

1
0 01[ , ], i k� �1 10, ,� , t

0
0 0� , t T

k0 1

0

�
� , (2)

ãäå ti
0 — i-ÿ òî÷êà ïåðåêëþ÷åíèÿ — öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.

Ñîãëàñíî (1), (2) âåêòîðíûé ïåðåêëþ÷àþùèéñÿ ïàðàìåòð � ti
0 ïðåäñòàâëÿåò

ñòóïåí÷àòóþ ôóíêöèþ âðåìåíè t íà èíòåðâàëå íàáëþäåíèÿ [ , ]1 T . Ýòà ôóíêöèÿ

ïîñòîÿííà íà èíòåðâàëàõ I i
0 , i k� �1 10, ,� , è ñêà÷êîì èçìåíÿåòñÿ â òî÷êàõ ïåðå-

êëþ÷åíèÿ. Âåêòîðíûé ïàðàìåòð �0 ïîñòîÿíåí íà èíòåðâàëå [ , ]1 T .

Îäíîé èç âàæíûõ ïðîáëåì ïîñòðîåíèÿ ðåãðåññèè (1) ÿâëÿåòñÿ îöåíèâàíèå åå

ïàðàìåòðîâ è òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ. Åñëè ïàðàìåòð �0 îòñóòñòâóåò, òî â [3], îñíî-

âûâàÿñü íà ðàáîòå [4], ïðåäëàãàåòñÿ îöåíèâàòü òî÷êè ïåðåêëþ÷åíèÿ ìåòîäîì

äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, êîòîðûé ïîçâîëÿåò íàéòè ãëîáàëüíûé ìèíè-
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ìóì â çàäà÷å îöåíèâàíèÿ. Íåäîñòàòîê òàêîãî ïîäõîäà — íåîáõîäèìîñòü ñïåöèàëüíîé

ïîäãîòîâêè äàííûõ äëÿ ðàñ÷åòà, ñëîæíîñòü êîòîðîé âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà òî-

÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ. Åñëè �0 — íå íóëåâîé âåêòîð, òî â [4] ïðåäëàãàåòñÿ ïðîöåäóðà

îöåíèâàíèÿ, îñíîâàííàÿ íà ñõåìå ìíîãîêðàòíîãî ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà. Îäíàêî ñõî-

äèìîñòü ýòîé ïðîöåäóðû íå ãàðàíòèðóåòñÿ è ïðèìåð åå ïðèìåíåíèÿ íå ïðèâîäèòñÿ.

Â ñëó÷àå, êîãäà íà ïàðàìåòðû ðåãðåññèè íàêëàäûâàþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ, îáóñëîâëåííûå,

íàïðèìåð, òðåáîâàíèåì íåïðåðûâíîñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ çàâèñèìîé ïåðå-

ìåííîé E yt{ }, èñïîëüçîâàíèå àëãîðèòìà èç [4] ñòàíîâèòñÿ íåâîçìîæíûì.

Â [5] îïèñàí ìåòîä ñâåäåíèÿ çàäà÷è (3) ê çàäà÷å ñìåøàííîãî ìàòåìàòè÷åñêî-

ãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ íåïðåðûâíûìè è äèñêðåòíûìè ïåðåìåííûìè, ÷òî ïîçâî-

ëÿåò èñïîëüçîâàòü èçâåñòíîå ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå ðåøåíèé çàäà÷ îïòèìèçà-

öèè. Îäíàêî íåñîâåðøåíñòâî ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè ïî ñìåøàííûì ïåðåìåííûì

ìîæåò îãðàíè÷èâàòü ïðèìåíåíèå ìåòîäà.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷è (3), êîòîðûé ïî-

çâîëÿåò ó÷åñòü ñïåöèôèêó ýòîé çàäà÷è è íàõîäèòü ðåøåíèå êàê äëÿ íóëåâîãî, òàê

è íåíóëåâîãî �0 . Ïðè ýòîì íå òðåáóåòñÿ ñïåöèàëüíîé ïîäãîòîâêè äàííûõ. Ìåòîä

ðåøåíèÿ îñíîâàí íà ñëåäóþùåì äîïóùåíèè.

Äîïóùåíèå 1. Âñå ôóíêöèè äèñêðåòíîãî âðåìåíè â ïðàâîé ÷àñòè (1) ÿâëÿþòñÿ

ìîìåíòíûìè âðåìåííûìè ðÿäàìè, ò.å. ïðåäñòàâëÿþò ðåçóëüòàò èçìåðåíèÿ íåïðåðûâ-

íîé âåëè÷èíû â îïðåäåëåííûå ìîìåíòû âðåìåíè, à íå çà íåêîòîðûé ïåðèîä âðåìåíè.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â (1) � t , t �1 2, ,� , — ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåêîððåëèðî-

âàííûõ âåëè÷èí, ïðè÷åì E t{ }� � 0, E t{ }� �2 2� , t �1 2, ,� Òîãäà îöåíêè òî÷åê ïå-

ðåêëþ÷åíèÿ è ïàðàìåòðîâ ðåãðåññèè ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è

s y

t t

t

t t i t

i

k

i

i

( , , ) ( ) min� � � �t x z� � � � � �
� ��

�

�

		
1 1

2

1

1

, (3)

ãäå � i
n�� , i k� �1 1, ,� ; ���m — âàðüèðóåìûå âåëè÷èíû ïàðàìåòðîâ, ñî-

îòâåòñòâåííî èçìåíÿþùèõñÿ è íå èçìåíÿþùèõñÿ â òî÷êàõ ïåðåêëþ÷åíèÿ;

ti , i k�1, ,� , — âàðüèðóåìûå òî÷êè ïåðåêëþ÷åíèÿ; � � � �� �[ ]1 2 1� k ',

t � [ ]t t tk1 2 � '.

Ìèíèìèçàöèÿ â (3) âûïîëíÿåòñÿ ïî � �, , t . Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ÷èñëî òî÷åê

ïåðåêëþ÷åíèÿ k çàäàíî. Âàðüèðóÿ k â çàäàííûõ ïðåäåëàõ ñ èñïîëüçîâàíèåì èí-

ôîðìàöèîííûõ êðèòåðèåâ, ìîæíî íàéòè îöåíêó k 0 [3, 5].

2. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Â ñîîòâåòñòâèè ñ äîïóùåíèåì 1 ðàññìîòðèì x t
n�� êàê íàáëþäàåìûå çíà÷åíèÿ

íåïðåðûâíîé âåêòîð-ôóíêöèè âðåìåíè x( )t n�� â ìîìåíòû âðåìåíè t T�1 2, , ,� .

Ñëåäîâàòåëüíî, x xt t� ( ) äëÿ t T�1 2, , ,� . Àíàëîãè÷íî èìååì z zt t� ( ), � �t t� ( ),

t T�1 2, , ,� , ãäå z( )t m�� , �( )t ��
1 — íåïðåðûâíûå ôóíêöèè t.

Îïðåäåëèì õàðàêòåð èçìåíåíèÿ çàâèñèìîé ïåðåìåííîé. Ñîãëàñíî (1), (2) îòðåçêè

ïîñòîÿíñòâà ïàðàìåòðîâ ðåãðåññèè èçîëèðîâàíû, ÷òî èëëþñòðèðóåò ðèñ. 1 è íàèáîëåå

ÿñíî âèäíî íà ðèñ. 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âðåìåííîé ðÿä yt , t �1 2, ,� , êîòîðûé ãåíå-

ðèðóåòñÿ ìîäåëüþ (1), ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè íåïðåðûâíîé ôóíêöèè y t( ) â äèñêðåòíûå

ìîìåíòû âðåìåíè. Òîãäà åå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå äîëæíî ðåçêî èçìåíÿòüñÿ

â îêðåñòíîñòè òî÷êè ïåðåêëþ÷åíèÿ, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 3. Ïðè ýòîì ïåðåõîä îò îä-

íîãî îòðåçêà ïîñòîÿíñòâà ïàðàìåòðîâ ðåãðåññèè ê äðóãîìó ïðîèñõîäèò çà ìàëîå âðå-

ìÿ 1 00
� h 
 , êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äëèòåëüíîñòü ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà èç

îäíîãî ðåæèìà ðàáîòû îáúåêòà ìîäåëèðîâàíèÿ â äðóãîé.
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Èç ïðèâåäåííûõ ïðåäïîëîæåíèé
âûòåêàåò, ÷òî ðåãðåññèÿ (1) ñëåäóåò èç
ðåãðåññèè ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì:

y t t t tti( ) ( ) ( ) ( )� � � � �x z� �0 0 � , (4)

t I i� 0 , i k� �1 10, ,� ,

â êîòîðîé îòðåçêè ïîñòîÿíñòâà ïàðà-
ìåòðîâ ðåãðåññèè èìåþò âèä

I t
1
0

1
00� [ , ] ; I t h ti i i

0
1

0 0 0� �
�

[ , ] , i � 2,�

... , k 0 1� ; � �ti i
0 0� � const äëÿ t I i� 0 ,

i k� �1 10, ,� ; ñòàöèîíàðíàÿ ñëó÷àéíàÿ

ôóíêöèÿ �( )t , t � 0, èìååò íóëåâîå ìà-

òåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ � 2 , à åå àâòîêîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ñîñðå-

äîòî÷åíà â íóëå. Çäåñü ti
0 , i k�1 0, ,� , — íåïðåðûâíûå âåëè÷èíû. Îíè ñâÿçàíû

ñ òî÷êàìè ïåðåêëþ÷åíèÿ â ðåãðåññèè (1) ïðîñòûìè ñîîòíîøåíèÿìè: ti
0 ïîëó÷å-

íà îêðóãëåíèåì ti
0 , i k�1 0, ,� , äî áëèæàéøåãî öåëîãî ÷èñëà.

Ïîñêîëüêó ïàðàìåòðû ðåãðåññèé (1) è (4) îäèíàêîâûå, à èõ òî÷êè ïåðåêëþ÷åíèÿ
îäíîçíà÷íî ñâÿçàíû, òî ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ïðèáëèæåííàÿ ïðîöåäóðà ïîñòðîå-
íèÿ ðåãðåññèè (1): îöåíèòü òî÷êè ïåðåêëþ÷åíèÿ â ðåãðåññèè (4), ïðèìåíèâ ìåòîä èç
[6], çàòåì îïðåäåëèòü òî÷êè ïåðåêëþ÷åíèÿ â ðåãðåññèè (1), à ïî íèì íàéòè îöåíêè
ïàðàìåòðîâ ýòîé ðåãðåññèè. Çàäà÷à îöåíèâàíèÿ â [6] èìååò âèä

S y t t t dt

t

i( , , ) ( ( ) ( ) ( ) )� � � �t x z� � � � � ��
0

2
1

� � � � � �

� ��

�

�	
t h

t

i

i

k

i

i

y t t t dt

1

2

2

1

( ( ) ( ) ( ) ) minx z� � , (5)

g t ti i i i( )t � �  ��1 � , i k� �1 1, ,� , t0 0� , t Tk� �1 ; t1 0� , t Tk  , (6)

ãäå h
 0 — ìàëàÿ âåëè÷èíà, � i � 0, i k� �1 1, ,� , — çàäàííûå âåëè÷èíû.

Àëãîðèòì ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè ãðàäèåíòà ïî t
ôóíêöèè S ( , , )� � t . Îí ñõîäèòñÿ, åñëè [6]: 1) ôóíêöèè y t t t( ), ( ), ( )x z óäîâëåòâî-
ðÿþò óñëîâèþ Ëèïøèöà; 2) êîìïîíåíòû âåêòîðà [ ( ) ( )]� �x zt t ' ëèíåéíî íåçàâèñè-
ìû äëÿ t T�[ , ]0 . Âòîðîå óñëîâèå îáåñïå÷èâàåò âû÷èñëåíèå îöåíîê ïàðàìåòðîâ
ðåãðåññèè ïðè ôèêñèðîâàííîì t . Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïåðâîå óñëîâèå âûïîëíÿåò-
ñÿ, à ïðîâåðêà âòîðîãî óñëîâèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ â ï. 3.2.
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t

y

Ðèñ. 1. Âðåìåííîé ðÿä çàâèñèìîé ïåðåìåííîé yt
ñ òî÷êîé ïåðåêëþ÷åíèÿ

t

Ì
àò

åì
àò

è
÷

åñ
ê
î

å
î

æ
è

ä
à
í

è
å

y

Ðèñ. 2. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå E yt{ }

t1
0

E
{

y
(t

)}

t

h0

Ðèñ. 3. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå íåïðåðûâíîé
ñëó÷àéíîé ôóíêöèè E y t{ ( )} , àïïðîêñèìèðóþ-
ùåé âðåìåííîé ðÿä íà ðèñ. 1; h0 — èíòåðâàë
ìåæäó ðåæèìàìè ðàáîòû îáúåêòîâ

t1
0



Â íàøåì ðàñïîðÿæåíèè èìåþòñÿ âðåìåííûå ðÿäû ïåðåìåííûõ â ðåãðåñ-

ñèè (1). Ïîýòîìó íåïîñðåäñòâåííî èñïîëüçîâàòü àëãîðèòì îöåíèâàíèÿ èç [6] íà-

ïðÿìóþ íåëüçÿ. Åãî íåîáõîäèìî èçìåíèòü, çàìåíèâ îïåðàöèè èíòåãðèðîâàíèÿ ñóì-

ìèðîâàíèåì, ÷òî ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííûì èçìåíåíèÿì íåêîòîðûõ âû÷èñëåíèé.

3. ÀËÃÎÐÈÒÌ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈß

3.1. Èñõîäíûå ñîîòíîøåíèÿ. Îáîçíà÷èì [ ]ti
� ìèíèìàëüíîå öåëîå ÷èñëî, êî-

òîðîå áîëüøå ti ; [ ]ti � — öåëàÿ ÷àñòü ti ; îïðåäåëèì ñëåäóþùèå âåëè÷èíû:

� t t ti i i� � �[ ] ; � t t ti i i� ��[ ] , � �t ti i� �1, i k� �1 1, ,� . (7)

Ïîñêîëüêó ñîãëàñíî (6) t Tk� �1 , òî � tk� �1 0.

Â îáùåì ñëó÷àå òî÷êè ïåðåêëþ÷åíèÿ íå áóäóò ñîâïàäàòü ñ ìîìåíòàìè âðå-

ìåíè 1, ,� T . Ïîýòîìó îïðåäåëèì çíà÷åíèÿ âñåõ ïåðåìåííûõ â ýòèõ òî÷êàõ, èñ-

ïîëüçóÿ ëèíåéíóþ èíòåðïîëÿöèþ:

y t y t y t y t ti i i i i( ) ([ ] ) [ ([ ] ) ([ ] )]� � ��
�

� � , i k�1, ,� ;

x x x x( ) ([ ] ) [ ([ ] ) ([ ] )]t t t t ti i i i i� � ��
�

� � , i k�1, ,� ; (8)

z z z z( ) ([ ] ) [ ([ ] ) ([ ] )]t t t t ti i i i i� � ��
�

� � , i k�1, ,� .

Åñëè ti — öåëîå ÷èñëî, òî t ti i� �[ ] è ñîãëàñíî (7) � ti � 0 . Ñîãëàñíî (8) ïîëó-

÷àåì y t y ti i( ) ([ ] )� � , x x( ) ([ ] )t ti i� � , z z( ) ([ ] )t ti i� � , i k�1, ,� .

Ïî çíà÷åíèÿì ïåðåìåííûõ â òî÷êàõ t T�1, ,� è â òî÷êàõ ïåðåêëþ÷åíèÿ (8)

íàéäåì ôóíêöèþ öåëè è åå ãðàäèåíò, èñïîëüçóÿ àïïðîêñèìàöèþ ñòóïåí÷àòûìè

ôóíêöèÿìè ïåðåìåííûõ ðåãðåññèè. Äëÿ ýòîãî ðàçîáüåì èíòåðâàë íàáëþäåíèÿ

[ , ]0 T íà èíòåðâàëû:

I t H ti i i i� ��[ , ]1 , i k� �1 1, ,� , t0 0� , t Tk� �1 ,
ãäå

H
h i k h

i
i �

� � 


�

�
�
�

, , , , ;

, .

åñëè

åñëè

2 1 1 0

0 1

� �
(9)

Êàæäûé èíòåðâàë ïðåäñòàâëÿåò ìíîæåñòâî ìîìåíòîâ âðåìåíè, â êîòîðûõ èç-

âåñòíû çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ. Òàêèì îáðàçîì,

I t t1 1 11� �{ }, , [ ] ,� ; I t t t ti i i i i� ��
�

�
�

�{ }[ ] , [ ] , , [ ] ,1 1 1 � ,
(10)

i k� 2, ,� ; I t Tk k�
��1 { }[ ] , ,� .

Íà âñåõ èíòåðâàëàõ â (10) íåïðåðûâíûå ôóíêöèè âðåìåíè — ïåðåìåííûå ðåãðåñ-

ñèè — çàìåíÿþòñÿ ñòóïåí÷àòûìè ôóíêöèÿìè, êîòîðûå îáîçíà÷èì ñâåðõó òèëü-

äîé. Îïðåäåëèì èõ äëÿ ïåðåìåííîé u t( ), êîòîðóþ áóäåì ñ÷èòàòü çàâèñèìîé ïåðå-

ìåííîé èëè ïðîèçâîëüíîé êîìïîíåíòîé âåêòîðà ðåãðåññîðîâ [ ( ) ( )]� �x zt t '. Èìååì

îðäèíàòû ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé äëÿ èíòåðâàëîâ â (10) ïðè t0 0� :

i �1: ~( ) ( )u t u t j� �0 , t j t t j0 01� � �  � , j t� �1 1, , [ ]� ;

~ ( ) ( )u t u t� 1 , [ ]t t ti � �  1; (11)

i k� 2, , :�
~( ) ([ ] ), [ ]u t u t t h t ti i i� � � �

�
� �

�
1 1 1 ;

~ ( ) ([ ] ), [ ] [ ] , , , [u t u t j t j t t j ji i i� � � � �  � ��
�

�
�

�
�

1 1 11 1 � t ti i] [ ] ;� �
�� 1 (12)

~( ) ( ), [ ]u t u t t t ti i i� � � ;
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i k u t u t t h t tk k k� � � � � � �1: ~( ) ([ ] ), [ ] ;
(13)

~( ) ([ ] ), [ ] [ ] , , , [ ]u t u t t j t t j j T tk k k k� � � �  � � �� � � �1 1 � .

Îïðåäåëèì ÷èñëî ñòóïåíåê Li ó ôóíêöèè ~( )u t íà èíòåðâàëå I i , i k� �1 1, ,� ,
çàäàííîì â (10):

L t1 1 1� ��[ ] ; L t ti i i� � �� �
�[ ] [ ]1 2 , i k� 2, ,� ; L T tk k�

�� � �1 1[ ] . (14)

Øèðèíà ñòóïåíåê ôóíêöèè ~( )u t íà èíòåðâàëå âðåìåíè I i , i k� 2, ,� , ðàâíà
åäèíèöå âðåìåíè, ïðèíÿòîé â êîíêðåòíîé çàäà÷å, êðîìå ñòóïåíåê â íà÷àëå
è êîíöå èíòåðâàëà. Èíòåðâàëû âðåìåíè I1 è I k�1 èìåþò ïî îäíîé ñòóïåíüêå,
äëèíà êîòîðîé íå ðàâíà åäèíèöå; òàêàÿ ñòóïåíüêà íàõîäèòñÿ â êîíöå èíòåðâà-
ëà I1 è â íà÷àëå èíòåðâàëà I k�1. Îáîçíà÷èì wij øèðèíó j-é ñòóïåíüêè i-ãî èí-
òåðâàëà. Òîãäà, èñïîëüçóÿ (7), (10) è (14), ïîëó÷àåì

w j t w tj L1 1 1 11 1
1

� � �
�

, , , [ ] , ,� � ;

w t t h w j t ti i i ij i i1 1 1 11 2 1� � � � � � ��
�

� � �
�[ ] ( ); , , , [ ] [ ] ;� (15)

w t i ki L ii, , , ,� �� 2 � .

Ñîãëàñíî (7) è (15) ïîëó÷àåì w t h t hi i i1 1 11� � � � �� �� � , i k� 2, ,� . Òîãäà ïî-

ñêîëüêó 0 1� h� , îêîí÷àòåëüíî èìååì

w ti i1 11� � �� ; wij �1, j t ti i� � �� �
�2 11, , [ ] [ ]� ; w ti L ii, � � , i k� 2, , .� (16)

Àíàëîãè÷íî ðàññóæäàÿ, ïîëó÷àåì

w tk k� � �1 1 1, � ; wk j� �1 1, , j T tk� � ��2 1, , [ ]� ; w tk L ki� �� �1 1 0, � . (17)

Ñ÷èòàåì, ÷òî íà èíòåðâàëå âðåìåíè I i âàðüèðóåìûé âåêòîðíûé ïåðåêëþ÷àþ-

ùèéñÿ ïàðàìåòð � i ( )t , i k� �1 1, ,� , ïîñòîÿííûé äëÿ âñåõ òî÷åê ýòîãî

ìíîæåñòâà.

3.2. Âû÷èñëåíèå ôóíêöèè öåëè. Âû÷èñëèì ïåðâûé èíòåãðàë â (5). Îí ñîîòâåò-

ñòâóåò çíà÷åíèþ ôóíêöèè öåëè íà èíòåðâàëå I1. Ñ ó÷åòîì ôîðìóë (10), (11), (14)

èìååì

S y t t t dt S

t

1 1
2

0

1

1

( , , ) ( ( ) ( ) ( ) )
~

( , , )� � � � � �t x z t� � � � � � ��

� � � � � � � �
�

�

	 ( ( ) ( ) ( ) ) ( ( ) ( )

[ ]

y j j j w y t tj

j

t

x z x� � �1
2

1

1

1 1

1

1 1
2

1 1
� �z ( ) ) ,t w L� .

Îòñþäà ñ ó÷åòîì øèðèíû ñòóïåíåê (15) ïîëó÷àåì

~
( , , ) ( ( ) ( ) ( ) )

[ ]

S y j j j

j

ti

1 1
2

1

� � � �t x z� � � � � �
�

�

	

� � � � �( ( ) ( ) ( ) )y t t t t1 1 1 1
2

1x z� � � . (18)

Ïîëîæèì

Y t1 1 1 11( ) [ ( ) ([ ] ) ( ) ]� �y y t y t t� � ', M t x x xx
1 1 1 11( ) [ ( ) ([ ] ) ( ) ]� �� t t t� ',

M t z z zz
1 1 1 11( ) [ ( ) ([ ] ) ( ) ]� �� t t t� ', M t M t O M tx z

1 1 11
( ) [ ( ) ( )],� L kn .

Òîãäà èç (18) ïîëó÷àåì

~
( , , )

~
( , ) | | ( ) ( ) | |S S i1 1 1

2� � � �t t Y t M t� � � , ãäå �
�

�
�

�

�
�

�

�
� � �

�
n m .
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Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, c èñïîëüçîâàíèåì (10), (13), (14) äëÿ k �1-ãî èíòåãðà-

ëà â (5) ïîëó÷àåì

S y t t t dt Sk

t h

T

k

k

�

�

�� � � � � ��1 1
2

1( , , ) ( ( ) ( ) ( ) )
~

(� � � � �t x z , , )� t �

� � � � � �� �
�

�
�( ([ ] ) ([ ] ) ([ ] ) ) ,y t t t wk k k k kx z� �1

2
1 1

� � � � �
� �

� �
�

�

	
j t

L

k k j

k

k

y j j j w

[ ]

,( ( ) ( ) ( ) )

1

1
2

1

1

x z� � .

Ñ ó÷åòîì øèðèíû ñòóïåíåê (17) èìååì

~
( , , ) ( ([ ] ) ( [ ] ) ([ ] ) ) (S y t t tk k k k k�

� �
�

�� � � � �1 1
2� � � �t x z 1� �� tk )

� � � � �
�

�

�

	 ( ( ) ( ) ( ) )y j j j

j

L

k

k

2

1
2

1

x z� � .

Îòñþäà íàõîäèì
~

( , , )
~

( , ) | | ( ) ( ) | |S Sk k k k� � � �� � �1 1 1 1
2� � � �t t Y t M t , ãäå

M t O M t M tx z
k L kn k kk� � �

�
�1 1 11

( ) [ ( ) ( )], . Çäåñü

Y tk k k kt y t y t y T�
� �� � �1 1 1( ) [( ) ([ ] ) ([ ] ) ( )]� � ',

M t x x xx
k k k kt t t T
�

� �� � �
1

1 1( ) [( ) ([ ] ) ([ ] ) ( )]� � ',

M t z z zz
k k k kt t t T
�

� �� � �
1

1 1( ) [( ) ([ ] ) ([ ] ) ( )]� � ', L T tk k�
�� � �1 1[ ] .

Äëÿ i k� 2, ,� èç (5) ñ ó÷åòîì (10), (12), (14) èìååì

S y t t t dt Si

t h

t

i i

i

i

( , , ) ( ( ) ( ) ( ) )
~

( ,� � � � �t x z� � � � � �

� �
�
1

2 �, )t �

� � � � � ��
�

�
�

�
�( ([ ] ) ([ ] ) ([ ] ) )y t t t wi i i i i1 1 1

2
1x z� �

� � � � � �
� ��

�
	

t t

t

i i i

i

i

y t t t w y t

[ ]

[ ]
*

( ( ) ( ) ( ) ) ( ( )

1 1

2
1x z� � � � � �x z( ) ( ) ) ,t t wi i i i Li

� � 2 .

Ñ ó÷åòîì âûðàæåíèÿ (16) ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà ïðèìåò âèä

~
( , , ) ( ([ ] ) ([ ] ) ([ ] ) )S y t t ti i i i i� � � �t x z� � � � ��

�
�

�
�

�
1 1 1

2
11( )� ��� ti

� � � � � � � �
� ��

�

�

	
t t

t

i i

i

i

y t t t y t

[ ]

[ ]

( ( ) ( ) ( ) ) ( ( )

1 1

2x z x� � ( ) ( ) )t t ti i i i� �� �z 2 � , (19)

i k� 2, ,� .
Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

M t O M t O M tx z
i L i n i L k i n ii i
( ) [ ( ) ( )], ( ) , ( )� � � �1 1 , L t ti i i� � �� �

�[ ] [ ]1 2 ,

Y ti i i i i it y t y t y t y t( ) [( ) ([ ] ) ([ ] ) [ ] ( )� � �� �
�

�
�

�1 11 1 1� � �ti ]',

M t x x x xx
i i i i it t t t( ) [( ) ([ ] ) ([ ] ) ([ ] ) (� � �� �

�
�

�
�1 11 1 1� � t ti i) ]� ',

M t z z z zz
i i i i i it t t t t( ) [( ) ([ ] ) ([ ] ) [ ] (� � �� �

�
�

�
�1 11 1 1� � ) ]� ti '.
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Ñ èñïîëüçîâàíèåì ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé èç (19) èìååì

~
( , , )

~
( , ) | | ( ) | |S Si i i i� � � �t t Y M t� � � 2 .

Èç ïîëó÷åííûõ ôîðìóë âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ, âõîäÿùèõ â ôîðìóëó ôóíê-

öèè öåëè (5), íàõîäèì åå ïðèáëèæåííîå âûðàæåíèå

S S S S S i

i

k

( , , ) ( , )
~

( , , )
~

( , )
~

( , )� � � � � � �t t t t t� � � � �
�

�

	
1

1

| | ( ) ( ) ) | | ,Y t M t� � 2 (20)

ãäå Y t Y t Y t( ) [ ( ) ( )]� � � �1 1� k
', M t M t M t( ) [ ( ) ( )]� � � �1 1� k '.

Èç ìèíèìèçàöèè (20) ïî � âûòåêàåò

� ( ) ( ) ( ) ( )t r t M t Y t� ��1 , (21)
ãäå r t M t M t( ) ( ) ( )� � .

Ôîðìóëà (21) ñïðàâåäëèâà, åñëè ìàòðèöà r t( ) îáðàòèìà. Äîñòàòî÷íûì óñëî-

âèåì åå íåâûðîæäåííîñòè, êîòîðîå ñëåäóåò èç [5, òåîðåìà 1], ÿâëÿåòñÿ âûïîëíå-

íèå ñëåäóþùèõ äâóõ óñëîâèé:

à) ìàòðèöà m t

M t M t

M t M t

M

x z

x z

x

( )

( ( )) ( ( ))

( ( )) ( ( ))

(

�

1 1

2 2

' '

' '

�

�

� � �

L
( )) ( ( ))t M tz' '�

L

�

�

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

ðàçìåðà L n m� �( ), L L j

j

k

�
�

�

	
1

1

,

èìååò ïîëíûé ðàíã;

á) âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

L n mi � � , i k� �1 1, ,� . (22)

Çäåñü Li — ÷èñëî ïåðèîäîâ âðåìåíè, äëÿ êîòîðûõ èçâåñòíû çíà÷åíèÿ âñåõ ïå-

ðåìåííûõ ðåãðåññèè íà i-ì èíòåðâàëå ïîñòîÿíñòâà ïåðåêëþ÷àþùèõñÿ ïàðàìåò-

ðîâ ðåãðåññèè. Âåëè÷èíû Li , i k� �1 1, ,� , îïðåäåëåíû â (14).

Óñëîâèå à) âûïîëíÿåòñÿ, åñëè êîìïîíåíòû âåêòîðà-ñòðîêè [ ( ) ( )]� �x zt t äëÿ

t L�1, ,� ëèíåéíî íåçàâèñèìû, ÷òî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ

çàäà÷è îöåíèâàíèÿ â íåïðåðûâíîì âðåìåíè (5), (6). Ðàíã ìàòðèöû m t( ) ìîæåò

áûòü îïðåäåëåí íåïîñðåäñòâåííî ïî íàáëþäàåìûì çíà÷åíèÿì ðåãðåññîðîâ.

Óñëîâèå á) âûïîëíÿåòñÿ, åñëè â (6)

�q m n� � , q k� �{ }1 1, ,� ; � i n� , i k� �1 1, ,� , i q� . (23)

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à îöåíèâàíèÿ (5), (6) çàìåíÿåòñÿ çàäà÷åé îöåíèâàíèÿ

ñ ôóíêöèåé öåëè
~

( , ) minS � t � è îãðàíè÷åíèÿìè (6), â êîòîðîé èñïîëüçóþòñÿ

çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ â äèñêðåòíûå ìîìåíòû âðåìåíè, à â îãðàíè÷åíèÿõ âåëè÷è-
íû � i , i k� �1 1, ,� , çàäàíû â ñîîòâåòñòâèè ñ (23).

3.3. Âû÷èñëåíèå ãðàäèåíòà ôóíêöèè öåëè �t tS( , )� ïðè � �� ( )t . Îáîçíà-

÷èì � � �( ) [ ( ) ( )]t t t� � � ' ðåøåíèå çàäà÷è (5), (6) ïðè ôèêñèðîâàííîì t . Ñîãëàñ-

íî [6] êîìïîíåíòû � t tS ( , )� ïðè � �� ( )t èìåþò âèä

�

�
� � � � � �

S

t
y t t y t h t

i
i i i i i i

( ( ), )
( ( ) ( ) ( )) ( ( ) (

�
�

t t
X t X2

1 � h ) ( ))� t 2 , i k�1, , ,� (24)

ãäå

X O x O zi i i n i k i n it t t( ) [ ( ) ( )]( ) ( )� � � � �� � �1 1 ,

X O x O zi i in i k i n it h t h t h� �� � � � � � � �1 ( ) [ ( ) ( )]( ) .

Çäåñü Oq — íóëåâîé q-ìåðíûé âåêòîð; â ñëó÷àå, åñëè q � 0, �O0 îçíà÷àåò, ÷òî

íóëåâàÿ ñòðîêà îòñóòñòâóåò.
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Èç (24) ñëåäóåò âûðàæåíèå äëÿ êîìïîíåíò ãðàäèåíòà

�

�
� � � � �

�S

t
d y t t y t

i
i i i i i

( ( ), )
( ) ( ( ) ( ) ( )) ( ([ ]

�
�

t t
t X t 2

1 ) ([ ] ) ( )) ,� � �
�X ti it1 1

2� (25)

i k�1, ,� ,

òàê êàê ñîãëàñíî (12) è (13) ~( ) ([ ] )u t u ti� �
�

1 , t h t ti i� �
�� � 1 1[ ] , i k� �2 1, ,� ,

ãäå u t( ) — ëþáàÿ ïåðåìåííàÿ ðåãðåññèè (çàâèñèìàÿ è íåçàâèñèìàÿ), ~ ( )u t — åå
ñòóïåí÷àòàÿ àïïðîêñèìàöèÿ.

Ñ ãðàäèåíòîì �t tS ( , )� ñâÿçàíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ìèíèìóìà äëÿ çàäà÷è
îöåíèâàíèÿ. Â ðåàëüíûõ ñèòóàöèÿõ ÷àñòî âåëè÷èíû � i , i k� �1 1, ,� , â ïðàâûõ ÷àñ-
òÿõ îãðàíè÷åíèé (6) äîñòàòî÷íî ìàëû, åñëè îíè çàäàþòñÿ êàê ìèíèìàëüíûå âåëè÷è-
íû, óäîâëåòâîðÿþùèå íåðàâåíñòâàì (23), à â òî÷êå ìèíèìóìà S ( , )� t ðàññòîÿíèÿ
ìåæäó òî÷êàìè ïåðåêëþ÷åíèé ïðåâûøàþò ýòè âåëè÷èíû. Òîãäà îãðàíè÷åíèÿ (6) áó-
äóò íåàêòèâíûìè, ÷òî ñîãëàñíî [6] ñîîòâåòñòâóåò ïðîñòîìó íåîáõîäèìîìó óñëîâèþ
ìèíèìóìà � �t t OS k( , )� . Â äàííîì ñëó÷àå âìåñòî âåêòîðà �t tS ( , )� èìååì åãî

ïðèáëèæåíèå d t( ) ��
k , êîìïîíåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè di ( )t ,

i k�1, ,� , îïðåäåëÿåìûå èç (25). Òîãäà äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ íåîáõîäèìîå
óñëîâèå ìèíèìóìà òðàíñôîðìèðóåì â íåðàâåíñòâî

| | ( ) | |d t � �, � 
 0, (26)

êîòîðîå ìîæíî èñïîëüçîâàòü êàê âñïîìîãàòåëüíîå ñðåäñòâî êîíòðîëÿ îêîí÷à-

íèÿ ïðîöåññà îöåíèâàíèÿ.

3.4. Àëãîðèòì âû÷èñëåíèé. Çàäàòü ïîëîæèòåëüíóþ âåëè÷èíó � è íà÷àëü-

íûå ïðèáëèæåíèÿ äëÿ òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ — âåêòîð t t0 �� , ãäå � t — îáëàñòü

â k-ìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå, çàäàâàåìàÿ îãðàíè÷åíèÿìè (6).

1. Ïîëîæèòü j � 0.

2. Âû÷èñëèòü �( )t j ïî (21) è
~

( ( ), )S j j� t t ïî (20).

3. Íàéòè ðåøåíèå � j âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è

1

2

2| | | | ( ) min� �� � �d t j ; (27)

g t gj j1 1 1 1 1 1( ) ( ) ;t t� � � � � �  �� � � �

g t T gk j kj k k j k k� � �� � � � � �  �1 1 1( ) ( )t t� � � � ; (28)

g t t g ii j i j i ij i i j i i i( ) ( ) ,,t t� � � � � � � �  � �� � �� 1 1 1 2� � � � � , ,� k ,

ãäå �i , i k�1, ,� , — êîìïîíåíòû �.

4. Ïðîâåðèòü óñëîâèÿ îñòàíîâà ïðîöåññà âû÷èñëåíèé. Êàê è â çàäà÷àõ îïòè-
ìèçàöèè, èñïîëüçóåòñÿ íà ñîñåäíèõ èòåðàöèÿõ áëèçîñòü âåêòîðîâ òî÷åê ïåðåêëþ-
÷åíèé è (èëè) ôóíêöèè öåëè. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ ýòè óñëîâèÿ è óñëîâèå (26), òî
îñòàíîâ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïåðåõîä ê øàãó 5.

5. Îïðåäåëèòü øàãîâûé ìíîæèòåëü � j èç óñëîâèÿ
~

( ( ), )
~

( ( ), ) | | | |S Sj j j j j j j j j j� � � � �t t t t� � �  �� � �� 2 , � �( , ),0 1 (29)

ãäå �
	

j
j�

�
2 , 	 j — ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 	 � 0 1 2, , , ... ,

äëÿ êîòîðîé óäîâëåòâîðÿåòñÿ ýòî óñëîâèå.

6. Ïîëîæèòü t tj j j j� � �1 � � . Ïåðåõîä ê øàãó 7.

7. Ïîëîæèòü j j� �1 è ïåðåéòè ê øàãó 2.

Èç àëãîðèòìà âûòåêàåò ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ � â (26). Îí îñíîâàí íà ñëåäóþ-

ùåì ðåçóëüòàòå.

Ëåììà 1. Ðåøåíèå � j çàäà÷è (27), (28) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

| | | | | | ( ) | |� j j d t .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì � j
� ðåøåíèå çàäà÷è (27). Ïóñòü ïðîèçâîëüíûé âåê-

òîð � ïðèíàäëåæèò � � � �� �  � � �{ }: ( ) , , ,g i ki jt �1 1 1� . Òàê êàê ôóíêöèÿ

öåëè (27) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé øàð, òî � j — ïðîåêöèÿ � j
� íà âûïóêëîå ìíîæåñòâî� � .

Ðàññòîÿíèå îò ïðîåêöèè ïðîèçâîëüíîé òî÷êè A, íå ïðèíàäëåæàùåé íåêîòî-

ðîìó âûïóêëîìó ìíîæåñòâó � , íà ýòî ìíîæåñòâî äî ïðîèçâîëüíîé òî÷êè B ��

íå ïðåâûøàåò ðàññòîÿíèÿ îò A äî B. Ïîýòîìó | | | | | | | |� � � �j j�  �� . Èç (28) ïðè

� � Ok ïîëó÷àåì ñîãëàñíî (6) � �� �Ok � . Òîãäà, ïîäñòàâëÿÿ � � Ok â ïîëó÷åí-

íîå íåðàâåíñòâî, òàê êàê � j j
* ( )� d t , èìååì óòâåðæäåíèå ëåììû.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 0 1 � j , èìååì | | | | | | | | | | | |t tj j j j j� � � 1 � � � . Îòñþäà

ñîãëàñíî ëåììå 1, ïîëîæèâ â (26) � �1, ïîëó÷àåì | | | |t tj j� � �1 1. Ïîýòîìó, èñ-

ïîëüçóÿ (26) ïðè � �1êàê ïðèáëèæåííîå íåîáõîäèìîå óñëîâèå ìèíèìóìà ïðè íå-

àêòèâíûõ îãðàíè÷åíèÿõ (6) â òî÷êå t j , â îöåíêå îäíîé òî÷êè ïåðåêëþ÷åíèÿ ìî-

æåò áûòü äîïóùåíà îøèáêà ìàêñèìóì íà åäèíèöó, íî ýòà îøèáêà ìèíèìàëüíà:

âñå òî÷êè ïåðåêëþ÷åíèÿ â ðåãðåññèè (1) — öåëî÷èñëåííûå.

Âìåñòî (26) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìåíåå æåñòêîå óñëîâèå

| ( ) |di t � �, i k�1, ,� ,

êîòîðîå ïðè � �1 ñîãëàñíî øàãó 6 àëãîðèòìà îçíà÷àåò, ÷òî îöåíêà i-é òî÷êè

ïåðåêëþ÷åíèÿ, i k�1, ,� , íå ìîæåò èçìåíèòüñÿ áîëåå ÷åì íà åäèíèöó.

3.5. Óëó÷øåíèå ðåøåíèÿ. Íà÷àëüíûå òî÷êè. Ïóñòü ââèäó íåâîçìîæíîñòè

óìåíüøåíèÿ ôóíêöèè öåëè
~

( ( ), )S � t t îñòàíîâ ïðîèçîøåë â íåêîòîðîé òî÷êå t �

ïðè íåâûïîëíåííîì óñëîâèè (26). Òîãäà | | ( ) | |*d t ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîé

âåëè÷èíîé, è ïîýòîìó
~

( ( ), )S � t t ìîæíî óìåíüøèòü äâóìÿ ñïîñîáàìè: 1) ïîêîîð-

äèíàòíûé ñïóñê â íàïðàâëåíèè ïðèáëèæåíèÿ ê àíòèãðàäèåíòó �d t( ) , ò.å. ïîèñê â

îêðåñòíîñòè t � ; 2) ïåðåáîð. Ïåðâûé ñïîñîá ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïî àíàëîãèè ñ [6]

èñïîëüçóåòñÿ îïèñàííûé â ï. 3.4 àëãîðèòì, ãäå ôîðìóëû âû÷èñëåíèé íà øàãàõ 5

è 6 ñëåäóåò èçìåíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü óìåíüøåíèå ôóíêöèè
~

( ( ), )S � t t ïðîâîäèòñÿ ïî tq . Òîãäà òî÷êè ïåðåêëþ÷åíèÿ óòî÷íÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

t t pi j ij j i ij, � � �1 � � , i k�1, ,� , j � 0 1 2, , ,� , (30)

à øàãîâûé ìíîæèòåëü íà j-é èòåðàöèè äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ

~
( ( ), )

~
( ( ), )S S pj j j j j j j j j i

i

k

� � � �t p t p t t� � �  �
�
	� � �� �

1

ij
2

 

!

"
"

#

$

%
%
, (31)

ãäå pi � 0, i k�1, ,� , i q� , pq �1; p � diag ( , , , )p p pk1 2 � — äèàãîíàëüíàÿ

ìàòðèöà ïîðÿäêà k.

Åñëè êîððåêòèðîâêà òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèé ïî ôîðìóëàì (30), (31) íå óìåíü-

øàåò ôóíêöèþ öåëè
~

( ( ), )S � t t , òî öåëåñîîáðàçíî ïðîâåñòè ïîèñê íîâîé íà÷àëü-

íîé òî÷êè t 0 . Îí ìîæåò áûòü âûïîëíåí ðàçíûìè ñïîñîáàìè, â òîì ÷èñëå è ïåðå-

áîðîì. Îäíà èç åãî ðàçíîâèäíîñòåé — ñêàíèðîâàíèå òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèé, êîòî-

ðîå ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïóñòü íåîáõîäèìî íàéòè íîâîå çíà÷åíèå òî÷êè

ïåðåêëþ÷åíèÿ ti . Ôèêñèðóþòñÿ âñå îñòàëüíûå k �1 òî÷êà. Íà èíòåðâàëå

t t ti i i i i� � ��   �1 1 1� � (32)

âûïîëíÿåòñÿ ìèíèìèçàöèÿ
~

( ( ), )S � t t ïî îäíîé ïåðåìåííîé. Äëÿ ýòîãî ïðîâîäèòñÿ
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ïåðåáîð öåëî÷èñëåííûõ ïåðèîäîâ âðåìåíè â èíòåðâàëå (32) ñ øàãîì åäèíèöà.

Ïîèñê íà÷èíàåòñÿ ñ i �1 è ïðîäîëæàåòñÿ äî i k� . Ìîæíî íà÷èíàòü ïîèñê ñ òî÷êè

ïåðåêëþ÷åíèÿ, êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò íàèáîëüøàÿ ïî ìîäóëþ êîìïîíåíòà d t( )� .

Çàòåì ïåðåõîä ê ñëåäóþùåé ïî óáûâàíèþ ìîäóëÿ êîìïîíåíòå è ò.ä.

Ïîëó÷åííàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ íà÷àëüíîé äëÿ ñëåäóþùåãî öèêëà îöåíèâàíèÿ

òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ è ïàðàìåòðîâ ðåãðåññèè (4) ñîãëàñíî ï. 3.4. ×òîáû íàéòè

ãëîáàëüíûé ìèíèìóì, òðåáóåòñÿ íà÷èíàòü èòåðàöèîííûé ïðîöåññ îöåíèâàíèÿ

òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ èç ðàçíûõ òî÷åê, àíàëèçèðóÿ, íàïðèìåð, ãðàôèê èçìåíåíèÿ

çàâèñèìîé ïåðåìåííîé.

Ðàññìîòðåííûé àëãîðèòì îöåíèâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ãðàäèåíòíûì. Êàê è äëÿ âñåõ

ìåòîäîâ òàêîãî òèïà, åãî ýôôåêòèâíîñòü çàâèñèò îò âûáîðà íà÷àëüíîé òî÷êè: ÷åì

îíà áëèæå ê ðåøåíèþ çàäà÷è îöåíèâàíèÿ, òåì ëó÷øå ñõîäèìîñòü.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ íà÷àëüíîé òî÷êè t 0 ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìåòîä ïîñëåäîâà-
òåëüíîãî ïðîñìîòðà ñ øàãîì åäèíèöà âñåõ òî÷åê íà èíòåðâàëå íàáëþäåíèÿ [ , ]1 T .
Îí ñîñòîèò â òîì, ÷òî â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ àïðèîðíîé èíôîðìàöèè î òî÷êàõ ïåðå-
êëþ÷åíèÿ èíòåðâàë [ , ]1 T ðàçáèâàåòñÿ íà k �1 ïîäûíòåðâàë (k çàäàíî), äëèíà êîòî-
ðûõ îäèíàêîâà è ðàâíà öåëîìó ÷èñëó. Îòêëîíåíèå âîçìîæíî ïðè äëèíå, ðàâíîé
T k/ ( )�1 — íå öåëîìó ÷èñëó. Óêàçàííûå ïîäûíòåðâàëû èìåþò âèä (32). Îáà
êîíöà ïîäûíòåðâàëà ôèêñèðóþòñÿ, à âûáðàííàÿ òî÷êà ïåðåêëþ÷åíèÿ ti ïîñëåäî-
âàòåëüíî ïðèíèìàåò öåëûå çíà÷åíèÿ íà (32). Ïðè ýòîì îñòàëüíûå òî÷êè ïåðåêëþ-
÷åíèÿ tl , l k�1, ,� , l i� , ôèêñèðîâàíû. Â êàæäîé ïðåäïîëàãàåìîé òî÷êå ïåðå-
êëþ÷åíèÿ âûïîëíÿåòñÿ ïðîâåðêà âîçìîæíîé çàìåíû äâóõ ðåãðåññèé (ñëåâà
è ñïðàâà îò ýòîé òî÷êè) îäíîé ðåãðåññèåé. Òî÷êà ti ñ÷èòàåòñÿ çíà÷èìîé ïî êðèòå-
ðèþ [7] ñ çàäàííûì óðîâíåì äîâåðèÿ, åñëè òàêóþ çàìåíó íåëüçÿ âûïîëíèòü,
è ñ÷èòàåòñÿ íåçíà÷èìîé â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî k ðàñ÷åò íà÷è-
íàåòñÿ ñ i �1 è çàêàí÷èâàåòñÿ i k� . Ýòîò ìåòîä ïîçâîëÿåò òàêæå îöåíèòü ÷èñëî

ïåðåêëþ÷åíèé k 0 , åñëè ðàñ÷åòû íà÷èíàòü ñ k �1.

4. ÂÛ×ÈÑËÈÒÅËÜÍÛÉ ÝÊÑÏÅÐÈÌÅÍÒ

Ñóòü ýêñïåðèìåíòà çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè ýôôåêòèâíîñòè íàõîæäåíèÿ ëî-
êàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè öåëè çàäà÷è îöåíèâàíèÿ äëÿ ðåãðåññèè (1) ïðè

÷èñëå òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ k k� 0 , ÷òî èñêëþ÷àåò âëèÿíèå íà îöåíèâàíèå íå-

çíàíèÿ k 0 . Â êà÷åñòâå èñõîäíûõ äàííûõ èñïîëüçîâàëèñü ðåãðåññèÿ è ðåçóëüòà-
òû íàáëþäåíèé, îïèñàííûå â [5], à èìåííî ÷èñëî íàáëþäåíèé T � 58, ÷èñëî òî-

÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ k k� �0 5, ðàñïðåäåëåíèå øóìà � �t N~ ( , )0 2 , t T�1 2, , ,� .

Óðîâåíü øóìà â ðåãðåññèè (1) îïðåäåëÿëñÿ îòíîøåíèåì ( / ) %y � &100 , ãäå y —
ñðåäíåå çíà÷åíèå çàâèñèìîé ïåðåìåííîé íà èíòåðâàëå íàáëþäåíèÿ [ , ]1 T . Âåê-

òîð èñòèííûõ òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ t 0 6 22 34 38 44� [ ]'. Ïîëîæåíî âî âñåõ

ðàñ÷åòàõ ñîãëàñíî (23) � i � 3, i �1 5, ,� ; � � 0.1 â (29). Êðèòåðèé áëèçîñòè ðå-

çóëüòàòîâ îöåíèâàíèÿ: |
~

( ( ), )
~

( ( ), ) |S Sj j j j� �t t t t� � �1 1 0.05.

Çàäà÷à 1. Ïîñòðîåíèå ðåãðåññèè ñ ïåðåêëþ÷åíèÿìè âèäà (1) äëÿ ñëó÷àÿ, êîã-

äà íåò ðåãðåññîðîâ, ïðè êîòîðûõ ïàðàìåòðû íå ïåðåêëþ÷àþòñÿ. Â ðàññìàòðèâàå-

ìîé ðåãðåññèè n � 2, x t t tx x� [ ]1 2 ', � � 0.5, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò äîñòàòî÷íî âûñî-

êîìó óðîâíþ øóìà 11.12 %. Êàæäàÿ íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

ñóììó ëèíåéíîãî òðåíäà è íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííîãî øóìà. Âñå íåçàâèñèìûå

ïåðåìåííûå ìåæäó ñîáîé ñèëüíî êîððåëèðîâàííû — êîýôôèöèåíòû êîððåëÿöèè

ðàâíû 0.996, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î ñèëüíîé ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòè. Îáà ðåãðåñ-

ñîðà x1 è x2 èçîáðàæåíû íà ðèñ. 4. Çàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ èçîáðàæåíà íà ðèñ. 5.

Èç ãðàôèêà âèäíî, ÷òî çàêîí èçìåíåíèÿ çàâèñèìîé ïåðåìåííîé ìåíÿåòñÿ âî âðå-

ìåíè, îäíàêî ââèäó âûñîêîãî óðîâíÿ øóìà âèçóàëüíî ïðèáëèæåííî ìîæíî îïðå-

äåëèòü òîëüêî íåêîòîðûå òî÷êè ïåðåêëþ÷åíèÿ.
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Â òàáë. 1, 2 ïðåäñòàâëåíû õàðàêòåðèñòèêè èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ îöåíèâàíèÿ

äëÿ ðàçíûõ íà÷àëüíûõ òî÷åê. Â òàáë. 1 íà÷àëüíàÿ òî÷êà t 0 6 32 35 38 50� [ ]' ïî-

ëó÷åíà ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðîñìîòðà òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ, à â òàáë. 2

t 0 10 20 30 40 50� [ ]', ÷òî ïðåäñòàâëÿåò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå òî÷åê ïå-

ðåêëþ÷åíèÿ ïî èíòåðâàëó íàáëþäåíèÿ. Â ýòèõ òàáëèöàõ ïðèíÿòû ñëåäóþùèå

îáîçíà÷åíèÿ: j — íîìåð èòåðàöèè; � j

i

k

ij i ik t t t� � &
�
	( / ) (| | / ) %1 100

1

0 0 — îòíîñè-

òåëüíîå îòêëîíåíèå t j îò t 0 ; v j — ÷èñëî äðîáëåíèé øàãà íà j-é èòåðàöèè.

ISSN 1019-5262. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2020, òîì 56, ¹ 3 107

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

1 4 7 10 13 16 19 22 25 28 31 34 37 40 43 46 49 52 55 58

z

x1

x2

t

z, x1, x2,

Ðèñ. 4. Íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå â çàäà÷å 1 è â çàäà÷å 2 (ðåãðåññîð z èìååòñÿ òîëüêî â çàäà÷å 2)

0

5

10

15

20

25

30

35

40

1 4 7 10 13 16 19 22 25 28 31 34 37 40 43 46 49 52 55 58 t

y

Ðèñ. 5. Çàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ â çàäà÷å 1

Ò à á ë è ö à 1. Îöåíèâàíèå òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ, � � Om , t 0 6 32 35 38 50� [ ]'

j � j

~
( ( ), )S j j� t t v j || ( ) ||d t j j � j

~
( ( ), )S j j� t t v j || ( ) ||d t j

0 0.13636 71.491 — 7.752913 7 0.107625 55.899 4 1.3337

1 0.116554 60.843 3 99.36055 8 0.105119 55.061 3 1.265112

2 0.11925 60.732 9 4.023967 9 0.101755 54.776 1 1.159452

3 0.111337 57.323 3 2.55687 10 0.001869 13.645 — 1.25772

4 0.110447 56.916 4 1.703658 11 0.002309 13.09 3 1.229188

5 0.106132 55.946 2 97.37849 12 0.003809 12.952 3 1.098771

6 0.107625 55.901 10 1.332963 13 0.004424 12.933 4 0.975112



Ïîñëå 9-é èòåðàöèè ïðîöåññ âû÷èñëåíèé îñòàíîâèëñÿ: ôóíêöèÿ öåëè íå

óìåíüøàëàñü, à óñëîâèå (26) ïðè � �1 íå âûïîëíÿëîñü. Ïîýòîìó ñíà÷àëà áûë âû-

ïîëíåí ïîêîîðäèíàòíûé ñïóñê â íàïðàâëåíèè �d t( ) , êîòîðûé íå ïðèâåë

ê óìåíüøåíèþ ôóíêöèè öåëè. Çàòåì ìåòîäîì ñêàíèðîâàíèÿ èíòåðâàëîâ (32) äëÿ

i �1 5, ,� ïîëó÷åíà íîâàÿ íà÷àëüíàÿ òî÷êà t 0 � [6.011 22 34.071 38.206 44]',

â êîòîðîé áûëè èçìåíåíû âòîðàÿ è ïÿòàÿ êîìïîíåíòû ïî ñðàâíåíèþ ñ 9-é èòåðà-

öèåé, ÷òî óìåíüøèëî ôóíêöèþ öåëè. Äàëåå çà òðè èòåðàöèè äîñòèãíóòî âûïîë-

íåíèå (26) ïðè áëèçêèõ çíà÷åíèÿõ ôóíêöèè öåëè. Ïîëó÷åíà îöåíêà
�t � [6.021 22.212 34.077 38.01 44.284]'.

Ïîñêîëüêó èñòèííûå òî÷êè ïåðåêëþ÷åíèÿ â ðåãðåññèè (1) — öåëûå ÷èñëà, òî

êîìïîíåíòû �t — îöåíêè òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ �ti íåîáõîäèìî îêðóãëèòü äî áëè-

æàéøåãî áîëüøåãî èëè ìåíüøåãî öåëîãî ÷èñëà �ti , i �1 5, ,� . Â ðåçóëüòàòå ïîëó-

÷èì òî÷êó �t . Âñåãî èìååì 2 325 � âàðèàíòà îêðóãëåíèé. Âûáåðåì èç íèõ òîò, êî-

òîðîìó ñîîòâåòñòâóåò íàèìåíüøàÿ âåëè÷èíà ôóíêöèè öåëè S ( (� ), � )� t t . Îïòèìàëü-

íûé âûáîð �t ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåí ïî àëãîðèòìó èç [5] ïîñëå åãî íåáîëüøîé

ìîäèôèêàöèè, ÷òî ïîçâîëÿåò ïåðåéòè ê çàäà÷å îöåíèâàíèÿ ñ áóëåâûìè ïåðåìåí-

íûìè. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ðàñ÷åòà ïîëó÷åíî �t t� 0 , ÷òî ïðèâåëî

ê íåçíà÷èòåëüíîìó óâåëè÷åíèþ ôóíêöèè öåëè äî 13.255, ò.å. íà 2.43 %.

Â òàáë. 2 íà 12-é èòåðàöèè ïðîöåññ âû÷èñëåíèÿ îñòàíîâèëñÿ. Ïîêîîðäèíàòíûé

ñïóñê íå óìåíüøèë ôóíêöèþ öåëè. Äàëåå ìåòîäîì ñêàíèðîâàíèÿ èíòåðâàëîâ (32) äëÿ

i �1 5, ,� ïîëó÷åíà íîâàÿ íà÷àëüíàÿ òî÷êà t 0 � [6.017 22.310 34.108 38.164 44]',

êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îò t12 ïîñëåäíåé êîìïîíåíòîé. Çàòåì ïîñëå òðåõ èòåðàöèé

íàéäåíà îöåíêà �t � [6.022 22.313 34.135 38.024 44.411]', êîòîðàÿ áûëà îêðóãëå-

íà äî öåëûõ ÷èñåë. Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ öåëè âîçðàñëà äî 13.255, ò.å. íà 1.11 %.

Ïîëó÷åííàÿ òî÷êà �t ñîâïàëà ñ t 0 .

Çàäà÷à 2. Ïîñòðîåíèå ðåãðåññèè ñ ïåðåêëþ÷åíèÿìè âèäà (1), â êîòîðîé n � 2,

m �1, x t t tx x� [ ]1 2 ', zt tz� ��
1, �0 0 7� �
 , � � 2, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò óðîâíþ

øóìà 9.25 %. Òàêèì îáðàçîì, ïàðàìåòð ïðè ðåãðåññîðå zt íå ïåðåêëþ÷àåòñÿ.

Ðåãðåññîð x t òàêîé æå, êàê è â çàäà÷å 1; ðåãðåññîð zt , êàê è êîìïîíåíòû x t , ïðåä-

ñòàâëÿåò ñóììó ëèíåéíîãî òðåíäà ñ íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûì øóìîì

(ñì. ðèñ. 4) è çàâèñèò îò x t . Â ðàññìàòðèâàåìîé ðåãðåññèè, êàê è â çàäà÷å 1, èìååò

ìåñòî ñèëüíàÿ ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòü, ïîñêîëüêó êîýôôèöèåíòû êîððåëÿöèè

ìåæäó âñåìè íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè ðàâíû 0.996. Âðåìåííîé ðÿä çàâèñè-

ìîé ïåðåìåííîé ïðèâåäåí íà ðèñ. 6, èç êîòîðîãî ñëîæíî îïðåäåëèòü òî÷êè ïåðå-

êëþ÷åíèé. Äëÿ íà÷àëüíîé òî÷êè t 0 10 20 30 40 50� [ ]' (ñì. çàäà÷ó 1) ïðîöåññ
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Ò à á ë è ö à 2. Îöåíèâàíèå òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ, � � Om , t 0 10 20 30 40 50� [ ]'

j � j

~
( ( ), )S j j� t t v j || ( ) ||d t j j � j

~
( ( ), )S j j� t t v j || ( ) ||d t j

0 0.212844 237.538 — 20.17849 9 0.033272 30.309 5 18.68279

1 0.069629 69.037 1 15.82126 10 0.033272 30.165 9 1.067454

2 0.058829 65.093 4 18.1473 11 0.032643 29.594 2 2.295149

3 0.047843 56.898 4 12.04073 12 0.033065 29.555 5 1.594041

4 0.042647 49.951 4 73.08385 13 0.004965 13.281 — 0.857375

5 0.045653 48.601 8 6.487022 14 0.005298 13.183 2 33.79028

6 0.040646 46.858 3 11.84202 15 0.006378 13.151 7 1.125228

7 0.040846 46.538 1 3.717392
16 0.006367 13.108 3 0.560379

8 0.034019 37.095 6 19.13595



îïðåäåëåíèÿ îöåíîê èñòèííûõ òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèé ïðåäñòàâëåí â òàáë. 3. Â ðå-

çóëüòàòå øåñòè èòåðàöèé áûëî äîñòèãíóòî çíà÷èòåëüíîå óìåíüøåíèå ôóíêöèè

öåëè. Íà 6-é èòåðàöèè ïðîöåññ âû÷èñëåíèé îñòàíîâèëñÿ. Ïîýòîìó íà 7-é èòåðà-

öèè â ñîîòâåòñòâèè ñ (30), (31) ïðîâîäèëàñü ïîñëåäîâàòåëüíàÿ ìèíèìèçàöèÿ ïî

òî÷êàì ïåðåêëþ÷åíèé, ðàññòàâëåííûõ ïî óáûâàíèþ ìîäóëåé ñîîòâåòñòâóþùèõ

êîìïîíåíò d t( )6 . Ïîëó÷åííîé òî÷êå t 7 ñîîòâåòñòâóåò ìåíüøàÿ âåëè÷èíà ôóíê-

öèè öåëè. Óìåíüøèòü åå ãðàäèåíòíûì ñïóñêîì íå óäàëîñü. Ïîýòîìó íà 8-é èòå-

ðàöèè èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä ñêàíèðîâàíèÿ ïî èíòåðâàëàì (32).

Ïîëó÷åíà íîâàÿ òî÷êà t 8 � [6.064 22.539 35 38.005 50.168]', ïðè÷åì
~

( ( ), )
~

( ( ), )S S� �t t t t8 8 7 7� , à d t( ) [8 � � 0.928 � 7.066 0.493 � 1.12 � 0.7]'. Ãðà-

äèåíòíûé ñïóñê èç t 8 îêàçàëñÿ íåâîçìîæíûì. Ïîýòîìó ïåðåáîðîì áûëà ïîëó÷å-

íà íîâàÿ íà÷àëüíàÿ òî÷êà t 9 � [6.064 22.779 35 38.005 50.168]', äëÿ êîòîðîé

d t( ) [9 � � 0.573 0.167 0.335 � 1.087 � 0.68]', ïðè÷åì | | ( ) | | | | ( ) | |d t d t9 8� . Òî÷êè t
8

è t
9

ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò, à ôóíêöèÿ öåëè
~

( ( ), )S � t t9 9 ïðåâûøàåò

~
( ( ), )S � t t8 8 íà 2.9 %. Èç òî÷êè t 9 ïðîâîäèëñÿ ãðàäèåíòíûé ñïóñê (èòåðà-

öèè 10–12). Íà ïîñëåäíåé èòåðàöèè — îñòàíîâ ââèäó ìàëîãî èçìåíåíèÿ ôóíêöèè

öåëè è âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (26) èìååì t12 � [6.132 22.762 35 38.182 50.252]'.

Èç ñðàâíåíèÿ òî÷åê t 8 è t12 âûòåêàåò, ÷òî t t12 8� . Ñëåäîâàòåëüíî, èòåðà-

öèè 9–12 èñïîëüçîâàëèñü äëÿ âûïîëíåíèÿ âñåõ óñëîâèé îñòàíîâà.

Ïðè äàëüíåéøåì óìåíüøåíèè ôóíêöèè öåëè, îêðóãëèâ êîìïîíåíòû t12 äî öå-

ëûõ âåëè÷èí, ïîëó÷àåì � [ ]t � 6 22 35 38 50 ',
~

( (� ), � )S � t t � 186.579 (óìåíüøåíèå

ôóíêöèè öåëè íà 1.1 %). Òàêèì îáðàçîì, âñå îöåíêè òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèé, êðîìå ïÿ-

òîé, ñîâïàëè ñ èñòèííûìè âåëè÷èíàìè. Çäåñü ïðîöåññ îöåíèâàíèÿ ñëîæíåå è èìååò
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Ðèñ. 6. Çàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ â çàäà÷å 2

Ò à á ë è ö à 3. Îöåíèâàíèå òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ, �0 0 7� �
 , t 0 10 20 30 40 50� [ ]'

j t j

~
( ( ), )S j j� t t v j || ( ) ||d t j j t j

~
( ( ), )S j j� t t v j || ( ) ||d t j

0 0.212844 354.585 — 22.5822 7 0.044247 193.572 — 5.432931

1 0.091045 246.845 1 11.20468 8 0.040978 183.539 — 7.264777

2 0.067764 234.046 3 9.900952 9 0.04316 188.990 — 1.453414

3 0.067009 231.23 3 23.83304 10 0.046224 188.852 3 9.789503

4 0.043334 209.371 3 14.32377 11 0.046575 188.643 7 10.48025

5 0.045193 198.177 3 22.02089
12 0.046586 188.635 — 0.796118

6 0.047163 195.173 5 9.57554



ìåíüøóþ òî÷íîñòü, ÷åì äëÿ çàäà÷è 1 ââèäó íàëè÷èÿ ïàðàìåòðà ðåãðåññèè (êîòîðûé
ïîñòîÿíåí íà èíòåðâàëå íàáëþäåíèÿ) â ñî÷åòàíèè ñ áîëüøèì óðîâíåì øóìà. Âî
âñåõ ñëó÷àÿõ ðàñ÷åòû îöåíîê áûëè ïîëó÷åíû çà íåáîëüøîå ÷èñëî èòåðàöèé.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî îöåíèâàíèå òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ ëèíåéíîé ðåãðåñ-
ñèè ïðåäñòàâëÿåò ñëîæíóþ çàäà÷ó äèñêðåòíîé èëè ñìåøàííîé íåëèíåéíîé îïòè-
ìèçàöèè â çàâèñèìîñòè îò îòñóòñòâèÿ èëè íàëè÷èÿ ïîñòîÿííûõ âî âðåìåíè ïàðà-
ìåòðîâ ðåãðåññèè. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïðåäïðèíÿòà ïîïûòêà íàéòè ïðèáëèæåííîå
ðåøåíèå òàêîé çàäà÷è, èñïîëüçóÿ ãðàäèåíòíûå ìåòîäû â ñî÷åòàíèè ñ îäíîìåðíîé
ìèíèìèçàöèåé ïî êàæäîé òî÷êå ïåðåêëþ÷åíèÿ. Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò äëÿ
íåïðîñòûõ óñëîâèé îöåíèâàíèÿ — ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòü è äîñòàòî÷íî âûñîêèé
óðîâåíü øóìà äàë óäîâëåòâîðèòåëüíûé ðåçóëüòàò. Ïðè÷åì ïåðåõîä îò îöåíîê òî-
÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ ðåãðåññèè (4) ê èõ îöåíêàì äëÿ ðåãðåññèè (1) ñëàáî âëèÿë íà
ñóììó êâàäðàòîâ îñòàòêîâ. Îäíàêî îöåíêè ïàðàìåòðîâ ýòèõ ðåãðåññèé çàìåòíî îò-
ëè÷àëèñü, ÷òî ìîæíî îáúÿñíèòü ñèëüíîé ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòüþ.
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À.Ñ. Êîðõ³í
ÍÀÁËÈÆÅÍÈÉ ÌÅÒÎÄ ÏÎÁÓÄÎÂÈ ÐÅÃÐÅÑ²¯ Ç ÏÅÐÅÌÈÊÀÍÍßÌÈ Ç ÍÅÂ²ÄÎÌÈÌÈ
ÒÎ×ÊÀÌÈ ÏÅÐÅÌÈÊÀÍÍß

Àíîòàö³ÿ. Ìåòîä ìîæíà çàñòîñîâóâàòè äî ðåãðåñ³é, çì³íí³ ÿêèõ — ÷àñîâ³
ðÿäè. Ìåòîä îö³íþâàííÿ áàçóºòüñÿ íà òîìó, ùî òàê³ ðÿäè ðîçãëÿäàþòüñÿ ÿê
ñïîñòåðåæóâàí³ çíà÷åííÿ íåïåðåðâíèõ âèïàäêîâèõ ôóíêö³é ÷àñó. Öÿ âëàñ-
òèâ³ñòü äàº çìîãó îòðèìàòè ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ îö³íþâàííÿ, âèêîðèñòîâóþ÷è
ãðàä³ºíòí³ ìåòîäè ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ îïòèì³çàö³¿. Íàâåäåíî ïðèêëàäè âèêî-
ðèñòàííÿ çàïðîïîíîâàíîãî ìåòîäó.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ðåãðåñ³ÿ, òî÷êè ïåðåìèêàííÿ, ïàðàìåòðè ðåãðåñ³¿, íåïåðåðâíèé
÷àñ, äèñêðåòíèé ÷àñ, îö³íþâàííÿ.

A.S. Korkhin
AN APPROXIMATE METHOD OF CONSTRUCTING A SWITCHING REGRESSION
WITH UNKNOWN SWITCHING POINTS

Abstract. The method is applicable to regressions whose variables are time
series. The estimation method is based on the fact that these series are
considered as observed values of continuous random functions of time. This
property makes it possible to solve the estimation problem using gradient
methods for optimization problems. Examples of using the proposed method are
given.

Keywords: regression, switching points, regression parameters, continuous time,
discrete time, estimation.
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