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ÔÓÍÊÖÈÅÉ ÖÅËÈ ÍÀ ÌÍÎÆÅÑÒÂÅ ÏÅÐÅÑÒÀÍÎÂÎÊ

Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è ñ äðîáíî-êâàäðàòè÷íîé
ôóíêöèåé öåëè íà ìíîæåñòâå ïåðåñòàíîâîê. Ïðåäñòàâëåí àëãîðèòì åå ðåøå-
íèÿ, êîòîðûé çàêëþ÷àåòñÿ â ïðåîáðàçîâàíèè äðîáíî-êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè
â ñèñòåìó äâóõ ôóíêöèîíàëîâ. Ðåøåíèå äàííûõ ôóíêöèîíàëîâ îáåñïå÷èâàåò
íàõîæäåíèå îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëè-
òåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óñëîâíàÿ îïòèìèçàöèÿ, äðîáíî-êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ,
ìíîæåñòâî ïåðåñòàíîâîê, òðàíñïîçèöèÿ ýëåìåíòîâ, ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ
ðåøåíèé, ìíîæåñòâî îïîðíûõ ðåøåíèé, îïòèìàëüíîå ðåøåíèå.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ â îáëàñòè èññëåäîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ êîìáèíàòîðíûõ

ìîäåëåé, ðàçðàáîòêè íîâûõ ìåòîäîâ èõ ðåøåíèÿ áîëüøîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ìå-

òîäàì, îñíîâàííûì íà èñïîëüçîâàíèè ñòðóêòóðíûõ ñâîéñòâ êîìáèíàòîðíûõ ìíî-

æåñòâ [1–4]. Èçó÷åíèå ñâîéñòâ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ òåñíî ñâÿçàíî ñ òåîðèåé

ìíîãîãðàííèêîâ è ãðàôîâ [5–10]. Èñïîëüçîâàíèå èíôîðìàöèè î ñòðóêòóðå âûïóê-

ëîé îáîëî÷êè äîïóñòèìûõ ðåøåíèé — ìíîãîãðàííèêîâ, ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé äëÿ

ðàçðàáîòêè ìíîãèõ ìåòîäîâ è îäíèì èç íàèáîëåå óñïåøíûõ íà ñåãîäíÿøíèé äåíü

ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè [11–17]. Íî ïðè ðåøå-

íèè òàêèõ çàäà÷ âîçíèêàþò ïðîáëåìû, ñâÿçàííûå ñî ñëîæíîñòüþ ìàòåìàòè÷åñêèõ

ìîäåëåé, áîëüøèì îáúåìîì èíôîðìàöèè è ò.ä.

Ïðèêëàäíûå çàäà÷è, êîòîðûå ìîäåëèðóþòñÿ ýêñòðåìàëüíûìè äèñêðåòíûìè

çàäà÷àìè, ÷àñòî èìåþò áîëüøóþ ðàçìåðíîñòü, ïîýòîìó ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî

ñëîæíûìè ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ. Ñëîæíîñòü çàäà÷è âî ìíîãîì çàâèñèò

îò âõîäíûõ äàííûõ, à èìåííî îò íàáîðà öåëåâûõ ôóíêöèé, äîïîëíèòåëüíûõ

îãðàíè÷åíèé, êîìáèíàòîðíîãî ìíîæåñòâà [5]. Â ñâÿçè ñ ýòèì îñîáûé èíòåðåñ

ïðåäñòàâëÿþò çàäà÷è ñ äðîáíî-êâàäðàòè÷íûìè ôóíêöèÿìè. Äðîáíî-êâàäðàòè÷-

íûå êðèòåðèè ÷àñòî ïðèìåíÿþòñÿ â îáëàñòè ôèíàíñîâîé äåÿòåëüíîñòè, ÷òî èë-

ëþñòðèðóþò ñëåäóþùèå ïðèìåðû: ïëàíèðîâàíèå äåÿòåëüíîñòè êîðïîðàöèé, ãäå

íåîáõîäèìî ìèíèìèçèðîâàòü îòíîøåíèå äîëãà ê ñîáñòâåííûì ñðåäñòâàì, ìàêñè-

ìèçèðîâàòü îòíîøåíèå âûïóñêà ïðîäóêöèè íà îäíîãî ðàáîòàþùåãî; óïðàâëåíèå

ñòàòüÿìè áàíêîâñêîãî áàëàíñà, ãäå ìèíèìèçèðóåòñÿ îòíîøåíèå ðèñêîâàííûõ

âëîæåíèé ê êàïèòàëó, ìàêñèìèçèðóåòñÿ îòíîøåíèå ðåàëüíîãî êàïèòàëà ê òðåáóå-

ìîìó êàïèòàëó, îòíîøåíèå èíîñòðàííûõ ññóä ê ñóììàðíûì ññóäàì, îòíîøåíèå

çàêëàäíûõ íà æèëüå ê îáùåé ñóììå çàêëàäíûõ è ò.ä. Ïðèìåðû ïðèêëàäíûõ çàäà÷

äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè è èõ ñâîéñòâà ðàññìîòðåíû â ðàáîòàõ [18–25]. Îñîáîå

âíèìàíèå â ðàáîòàõ [20–22] óäåëÿåòñÿ èññëåäîâàíèþ çàäà÷ îïòèìèçàöèè ñ äðîá-

íî-ëèíåéíûìè öåëåâûìè ôóíêöèÿìè è èõ ïðèìåíåíèþ, à â [23–26] îïèñûâàþòñÿ

çàäà÷è ñ êâàäðàòè÷íûìè ôóíêöèÿìè öåëè.

Öåëü íàñòîÿùåé ñòàòüè — ïîñòðîåíèå ìåòîäà ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìèçàöèè
ñ äðîáíî-êâàäðàòè÷íûìè öåëåâûìè ôóíêöèÿìè íà îñíîâàíèè óñòàíîâëåííîé
ñâÿçè ñâîéñòâ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâàõ, à òàêæå ñ èñïîëüçîâàíèåì îïòèìèçà-
öèîííûõ çàäà÷ íà íåïðåðûâíîì äîïóñòèìîì ìíîæåñòâå. Èçó÷åííûå ñâîéñòâà
êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ, èõ âûïóêëûõ îáîëî÷åê äàþò âîçìîæíîñòü ïðèìåíÿòü
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êëàññè÷åñêèå ìåòîäû íåïðåðûâíîé îïòèìèçàöèè äëÿ ðåøåíèÿ êîìáèíàòîðíûõ
çàäà÷ íà ðàçëè÷íûõ ìíîæåñòâàõ, à òàêæå ðàçâèâàòü íîâûå îðèãèíàëüíûå ïîäõî-
äû èõ ðåøåíèÿ. Äàííàÿ ñòàòüÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ðàáîòû [26], ãäå ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ ëèíåéíûìè öåëåâûìè ôóíêöèÿ-
ìè íà êîìáèíàòîðíîì ìíîæåñòâå ðàçìåùåíèé. Ñòàòüÿ ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé; â
ïåðâîé îïèñûâàåòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è îïòèìèçàöèè ñ äðîáíî-êâàäðàòè÷íûìè
öåëåâûìè ôóíêöèÿìè è åå ñâîéñòâà; âòîðàÿ ÷àñòü ïîñâÿùåíà èçëîæåíèþ ïîäõîäà
ê ðåøåíèþ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è, ðàññìàòðèâàþòñÿ ÷èñëåííûå ïðèìåðû.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È È ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈß

Ðàññìîòðèì îïòèìèçàöèîííóþ çàäà÷ó âèäà

Z P A a a P A( , ( )): max{ ( )| ( )}� � � , (1)

êîòîðàÿ ñîñòîèò â ìàêñèìèçàöèè �( )a íà åâêëèäîâîì ìíîæåñòâå ïåðåñòà-

íîâîê P An ( ) .

Ïóñòü çàäàíî ìóëüòèìíîæåñòâî A a a aq� { , , ..., }1 2 , åãî îñíîâàíèå S A( ) �

� { , , ..., }e e ek1 2 , ò.å. íàáîð åãî ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ, ãäå e Rj � 1 � �j N k , è êðàò-

íîñòü ýëåìåíòîâ

k e j N qj j k k( ) , ,� � � � � �� � � �1 2 � .

Ìóëüòèìíîæåñòâî B ñ îñíîâàíèåì S B( ) íàçûâàåòñÿ ïîäìóëüòèìíîæåñòâîì
ìóëüòèìíîæåñòâà A ñ îñíîâàíèåì S A( ) , åñëè S B S A( ) ( )� è äëÿ êàæäîãî ýëå-
ìåíòà a S B� ( ) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî k a k aB A( ) ( )� [12].

Óïîðÿäî÷åííîé n-âûáîðêîé èç ìóëüòèìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ íàáîð

a a a ai i in
� ( , , ..., )

1 2
, (2)

ãäå a A i Ni j nj
� � � , � � 	j N i in s t, , åñëè s t s N t Nn n	 � � � �, .

Îïðåäåëåíèå 1 [12]. Ìíîæåñòâî ïåðåñòàíîâîê ñ ïîâòîðåíèÿìè èç n äåéñòâè-

òåëüíûõ ÷èñåë, èç êîòîðûõ k ðàçëè÷íûõ, íàçûâàåòñÿ îáùèì ìíîæåñòâîì ïåðåñòà-

íîâîê è îáîçíà÷àåòñÿ P Ank ( ) . Îíî ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì óïîðÿäî÷åííûõ n-âûáî-

ðîê âèäà (1) èç ìóëüòèìíîæåñòâà A ïðè óñëîâèè n q k� 
 .

Îïðåäåëåíèå 2 [12]. Ïðè n q k� � èìååì ìíîæåñòâî ïåðåñòàíîâîê áåç ïîâòîðå-

íèé Pn . Î÷åâèäíî, ÷òî P A P An nk( ) ( )� . Åñëè êîíêðåòíî íå óêàçàí âèä ìíîæåñòâà

ïåðåñòàíîâîê, òî îíî çàïèñûâàþòñÿ êàê Pn . Ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà ïåðåñòàíîâîê Pn

ÿâëÿþòñÿ óïîðÿäî÷åíûå íàáîðû a a a an� ( , , ..., )1 2 èç n ñèìâîëîâ. Êàæäûé ñèìâîë

âõîäèò â íàáîð òîëüêî îäèí ðàç è ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâèòåëåì ìíîæåñòâà A i Ni n, � .

Îïðåäåëåíèå 3 [9]. Ïåðåñòàíîâêó a a an1 2, , ..., íàçûâàþò ëåêñèêîãðàôè÷åñ-

êè ñëåäóþùåé çà � � �a a an1 2, , ..., , åñëè íå ñóùåñòâóåò ïåðåñòàíîâêè �� �� ��a a an1 2, , ...,

òàêîé, ÷òî ( , , ..., ) ( , , ..., )� � � � �� �� ��a a a a a an n1 2 1 2 è ( , , ..., ) ( , , ..., )�� �� �� �a a a a a an n1 2 1 2 .

Èçâåñòíî [10–12], ÷òî âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà ïåðåñòàíîâîê ÿâëÿåòñÿ
ìíîãîãðàííèêîì ïåðåñòàíîâîê  � convP A( ) , ìíîæåñòâî âåðøèí P A( ) êîòîðîãî
ðàâíî ìíîæåñòâó ïåðåñòàíîâîê: vert( ) ( )A P A� . Óïîðÿäî÷èì ýëåìåíòû ìóëü-
òèìíîæåñòâà A â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ: a a aq1 2� � �� , à ýëåìåíòû åãî îñíîâà-
íèÿ — â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ: e e ek1 2� � �� . Òîãäà âûïóêëàÿ îáîëî÷êà îáùåãî
íàáîðà ïåðåñòàíîâîê P A( ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáùèé ìíîãîãðàííèê
( ) ( )A P A� conv , êîòîðûé îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ
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Êîëè÷åñòâî òðàíñïîçèöèé ýëåìåíòîâ êîìáèíàòîðíîãî ìíîæåñòâà ïåðåñòàíî-

âîê â ìíîãîãðàííèêå ïåðåñòàíîâîê îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

C
n n

pn
2 1

2
�

�
�

( )
. (4)

Ïðè îòîáðàæåíèè ìíîæåñòâà P An ( ) â åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî R n ñôîðìó-

ëèðóåì çàäà÷ó ìàêñèìèçàöèè Z F X( , ) íà ìíîæåñòâå X , ïðè÷åì êàæäîé òî÷êå

a P An� ( ) áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü òî÷êà x X� òàêàÿ, ÷òî �( ) ( )a F x� :

Z F X F x x X( , ): max{ ( )| }� , (5)

ãäå

F x
c x c

d x d
i N l

i i

i i l( )
( , )

( , )
, { , ..., }�

�

�
� �

2
0

2
0

1 , (6)

à X — íåïóñòîå ìíîæåñòâî â R n , êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ êàê

X A� vert ( ) ,  � conv P A( ) .

Ñîîòâåòñòâåííî ìàêñèìóì äðîáíî-êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè öåëè ÿâëÿåòñÿ îäíîé

èç âåðøèí ìíîãîãðàííèêà ïåðåñòàíîâêè  � conv P A( ) , à âåðøèíû ìíîãîãðàí-

íèêà ïåðåñòàíîâîê P An ( ) ñîâïàäàþò ñ âåðøèíàìè ãðàôà ïåðåñòàíîâîê G Pn( ) .

ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÄÐÎÁÍÎ-ÊÂÀÄÐÀÒÈ×ÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

Ôóíêöèÿ âèäà F x
Q

D

c x c

d x d
i N l

i i

i i l( )
( , )

( , )
, { , ..., }� �

�

�
� �

2
0

2
0

1 , îïðåäåëÿåìàÿ îòíî-

øåíèåì äâóõ êâàäðàòíûõ òðåõ÷ëåíîâ Q è D, ÿâëÿåòñÿ äðîáíî-êâàäðàòè÷íîé.

Ïðè ýòîì ïîëàãàåì, ÷òî êîýôôèöèåíòû âåùåñòâåííû è òàêèå, ÷òî õîòÿ áû

îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ ñ di i, îòëè÷åí îò íóëÿ.

Äðîáíî-êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ F x
Q

D

c x c

d x d
i N l

i i

i i l( )
( , )

( , )
, { , ..., },� �

�

�
� �

2
0

2
0

1

íå ÿâëÿåòñÿ íè âîãíóòîé, íè âûïóêëîé. Îäíàêî ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ ëþáîé ôóíê-

öèè F x( ) , ò.å. ìíîæåñòâà L x R F xn
�

�� � �{ | ( ) }, ÿâëÿþòñÿ ãèïåðïëîñêîñòüþ.

Ëþáîé ëîêàëüíûé ìèíèìóì çàäà÷è ñ äðîáíî-êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèåé öåëè

ÿâëÿåòñÿ ïðè ýòîì ãëîáàëüíûì; è åñëè îïòèìàëüíîå ðåøåíèå êîíå÷íî, òî ñóùå-

ñòâóåò êðàéíÿÿ òî÷êà ìíîãîãðàííèêà � � �M D, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé.

Ýòî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ, åñëè ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü äðîáíî-êâàäðàòè÷íîé

ôóíêöèè íå ïðåîáðàçóåòñÿ îäíîâðåìåííî â íóëü äëÿ x X� .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

( , )d x di i2
0

0� 
 � �x X .

Òàêîå óñëîâèå ñóùåñòâåííî óïðîùàåò äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùèõ òåîðåì,

ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü åãî âûïîëíèìûì.

Òåîðåìà 1. Íà ëþáîì ïðÿìîëèíåéíîì îòðåçêå, êîòîðûé ïðèíàäëåæèò ìíî-

ãîãðàííèêó  � conv P A( ) , äðîáíî-êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ F x( ) èçìåíÿåòñÿ ìî-

íîòîííî, åñëè êîýôôèöèåíòû öåëåâîé ôóíêöèè óïîðÿäî÷åíû â ÷èñëèòåëå ïî âîç-

ðàñòàíèþ èëè ïî óáûâàíèþ.

Òåîðåìà 2. Äðîáíî-êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ F x( ) â çàäà÷å (5), (6), äîñòèãàåò

ìèíèìóìà (ìàêñèìóìà) òîëüêî â âåðøèíàõ ìíîãîãðàííèêà ïåðåñòàíîâîê

 � conv P A( ) .
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ÀËÃÎÐÈÒÌ ÐÅØÅÍÈß ÊÎÌÁÈÍÀÒÎÐÍÎÉ ÇÀÄÀ×È Ñ ÄÐÎÁÍÎ-ÊÂÀÄÐÀÒÈ×ÍÎÉ
ÔÓÍÊÖÈÅÉ ÖÅËÈ ÍÀ ÌÍÎÆÅÑÒÂÅ ÏÅÐÅÑÒÀÍÎÂÎÊ

Àëãîðèòì ðåøåíèÿ âêëþ÷àåò ÷åòûðå øàãà.

Øàã 1. Ïðèâåäåíèå ôîðìóëû (6) â ñèñòåìó óðàâíåíèé

F x
Q

D

c x c

d x d
c d R c d R

Qn tr
F

( )
( , )

( , )
, , ; ,

,
max

� �
�

�
� � �

2
0

2
0

0 0
Dtr

Denmin

.

�
�
�

��
(7)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ (5), (6) íåîáõîäèìî ðåøèòü çàäà÷è

Qtr
F max

è Dtr
Denmin

, èñïîëüçóÿ ñîîòâåòñòâåííî ôóíêöèîíàëû

Q c x c c R c Rn� � � �( , ) , ;2
0 0 ,

D d x d d R d Rn� � � �( , ) , ;2
0 0 .

Øàã 2. Çàäà÷à 1. Ðåøåíèå Qtr
F max

çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè òî÷êè ìíîæåñòâà

ïåðåñòàíîâîê, ïîëó÷åííîé ïðè òðàíñïîçèöèþ ýëåìåíòîâ äàííîãî ìíîæåñòâà, êîãäà

èìååì max ( )F x .

Ñîãëàñíî ôîðìóëå (4) êîëè÷åñòâî âîçìîæíûõ òðàíñïîçèöèé ýëåìåíòîâ ìíî-

æåñòâà ïåðåñòàíîâîê ðàâíî p . Äàëåå ðàññìàòðèâàåì êàæäóþ òðàñïîçèöèþ ýëå-

ìåíòîâ ìíîæåñòâà ïåðåñòàíîâîê, èñïîëüçóÿ ôóíêöèîíàë Q:

x x i ki1 2� �( , ..., ):

x x1 2� : Q x x a x a x a xk k12 1 2 12 1 12 2 2� � � � �( )( )� ;

x x1 3� : Q x x a x a x a x a xk k13 1 3 13 1 23 2 13 3 3� � � � � �( )( )� ;

… … …

x xk1 � : Q x x a x a x a xk k k k k k1 1 1 1 2 2 1� � � � �( )( )� ; (8)

… … …

x x i kk2 3� �( , ..., ) : Q x x a x a x a xk k k k k k2 2 1 1 2 2 2� � � � � � � �( )( )� ;

… … …

x xk k� �1 : Q x x a x a x a x ak k k k k k kk k k� � � � � �� � � � � � � � � �1 1 1 1 1 2 1 2 1 1( )( � k kx�1 ).

Äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ ôîðìèðóåì íà îñíîâàíèè ôîðìóë (8):

x xk k� �1 , max ( )(Q x x a x a x a xk k k k k k kk k� � � � � �� � � � � � � � �1 1 1 1 1 2 1 2 1 1� a xkk k�1 ) :

x x

x x

x x

x x

x x

k

k k

1 2

1 3

1

2 3

1


 �

 �


 �

 �

� 


�

�

( ) ,

( ) ,

( ) ,

( ) ,

( ) .

�

�

�

�
�
�

�

�
�
�

(9)

Ðàññìîòðåâ âñå òðàíñïîçèöèè, ôîðìèðóåì ïîäìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ

ðåøåíèé

Z Z Z Z n N p
q

tr

q

tr

q

tr

q

tr

i n

� � � � � �
1 2

1� , [ , ..., ] . (10)
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Äëÿ êàæäîé òî÷êè ïîäìíîæåñòâà íàõîäèì çíà÷åíèå ÷èñëèòåëÿ Num qn
è ôóíê-

öèè öåëè Fqn
. Äàëåå âûáèðàåì òî÷êó ïîäìíîæåñòâà ïðè max Fqn

è âû÷èñëÿåì

çíà÷åíèå çíàìåíàòåëÿ â äàííîé òî÷êå Den
qi

max .

Òàêèì îáðàçîì, íàõîäèì ïåðâîå îïîðíîå ðåøåíèå xQ
max :

max ( )maxF xq
Q

n
, Den

q

Q

n

xmax
max( ) , Num

q

Q

n

xmax
max( ) .

Øàã 3. Çàäà÷à 2. Äëÿ ðåøåíèÿ Dtr
Denmin

íåîáõîäèìî íàéòè òî÷êó ìíîæåñòâà

ïåðåñòàíîâîê, ïîëó÷åííóþ ïðè òðàíñïîçèöèè ýëåìåíòîâ P An ( ) , ïðè êîòîðîé

çíà÷åíèå çíàìåíàòåëÿ Den di
áóäåò ìèíèìàëüíûì.

Àíàëîãè÷íî øàãó 2 êîëè÷åñòâî âîçìîæíûõ òðàíñïîçèöèé ýëåìåíòîâ ìíî-

æåñòâà ïåðåñòàíîâîê ðàâíî p. Êàæäóþ òðàñïîçèöèþ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà ïåðå-

ñòàíîâîê ðàññìàòðèâàåì ñîãëàñíî (8), èñïîëüçóÿ ïðè ýòîì ôóíêöèîíàë (9).

Ïðè íàõîæäåíèè ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ çíàìåíàòåëÿ x xk k� �1 ,

min ( )(D x x a x a x a xk k k k k k kk k� � � � � �� � � � � � � � �1 1 1 1 1 2 1 2 1 1� a xkk k�1 ) íåîáõîäèìî

ó÷åñòü äâà óñëîâèÿ:

x x

x x

x x

x x

x x

x

x

k

k k

i

i

1 2

1 3

1

2 3

1













�

� �

�

�

,

,

,

,

,

max,

min;

�

�

�

�
�
�
��

�

�
�
�
�
�

x x

x x

x x

x x

x x

x

x

k

k k

i

i

1 2

1 3

1

2 3

1

�
�

�
�

�
�

� �

�

�

,

,

,

,

,

min,

max.

�

�

�

�
�
�
��

�

�
�
�
�
�

(11)

Òîãäà ïîäìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé èìååò âèä

Z Z Z Z n N p
d

tr

d

tr

d

tr

d

tr

i n

� � � � � �
1 2

1� , [ , ..., ] . (12)

Äëÿ êàæäîé òî÷êè ïîäìíîæåñòâà íàõîäèì çíà÷åíèå çíàìåíàòåëÿ Den dn
, âûáè-

ðàåì íàèìåíüøåå èç íèõ è âû÷èñëÿåì çíà÷åíèÿ ÷èñëèòåëÿ â äàííîé òî÷êå x D
min

:

Den
d

D

i

xmin
min

( ) , Num
d

D

i

xmin
min

( ) .

Øàã 4. Íàõîäèì îïòèìàëüíîå ðåøåíèå. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðè ðåøåíèè

çàäà÷ íà øàãàõ 2, 3 ìíîæåñòâîì äîïóñòèìûõ ðåøåíèé ÿâëÿåòñÿ P An ( ) , ïîýòîìó

ïîäìíîæåñòâà Z
d
tr

i
è Z

q
tr

i
ìîãóò èìåòü â ñâîåì íàáîðå îäèíàêîâûå òî÷êè.

Äëÿ äàëüíåéøåãî ïîèñêà ðåøåíèé íåîáõîäèìî èñêëþ÷èòü èç ìíîæåñòâà

P An ( ) ïîäìíîæåñòâà Z
d

tr

i

è Z
q

tr

i

, çà èñêëþ÷åíèåì òî÷êè xQ
max . Òîãäà ìíîæåñòâî

äîïóñòèìûõ ðåøåíèé áóäåò èìåòü âèä

Z P A Z Z xn q

tr

d

tr Q

i i

sup � � �( ) / ( ) max
1

. (13)

Òî÷êà � �x Zi
sup áóäåò îïòèìàëüíîé ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé

�

�

Den Den Den

Num

( ) ( ) ( ),

( )

max
max

min
min

x x x

x

i q

Q

d

D

i

n n

� �

� Num Num
q

Q

d

D

i

n n

x x

F x

max
max

min
min

( ) ( ),

max ( ).

�

�

�

�
�

�

�
�

(14)
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Ïåðâûå äâà íåðàâåíñòâà ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íûìè, à òðåòüå óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ

íåîáõîäèìûì äëÿ ïîëó÷åíèÿ îïòèìàëüíîñòè òî÷êè. Â ñëó÷àå íåâûïîëíå-

íèÿ (14) îïòèìàëüíîé áóäåò òî÷êà xQ
max .

Ðàññìîòðèì ðàáîòó àëãîðèòìà íà ñëåäóþùåì ïðèìåðå.

Ïðèìåð 1. Íàéòè òî÷êó ìíîæåñòâà ïåðåñòàíîâîê èç ýëåìåíòîâ À = (1, 2, 3, 4),

â êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè

max ( )F x
x x x x

x x x x
�

� � �

� � � �

�

�
��

�

 
!!

4 9 5 11

10 7 3 2

1 2 3 4

1 2 3 4

2

.

Ðåøåíèå. Ïðåäñòàâèì óñëîâèå çàäà÷è â âèäå (7):

max ( )F x
Q

D

x x x x

x x x x
� �

� � �

� � � �

�

�
��

�

 

4 9 5 11

10 7 3 2

1 2 3 4

1 2 3 4

!! �

2

�
� � � �

� � � �

Q x x x x

D x x

tr
F

tr
Den

max

min

( ) ,

(

4 9 5 11

10 7

1 2 3 4
2

1 2 3 23 4
2x x�

�
�
�

�� ) .

Ñîãëàñíî øàãó 2 ðåøèì çàäà÷ó 1. Íàéòè òî÷êó ìíîæåñòâà ïåðåñòàíîâîê, ïî-

ëó÷åííóþ òðàíñïîçèöèåé ýëåìåíòîâ äàííîãî ìíîæåñòâà, ïðè êîòîðîé èìååì

max ( )F x , èñïîëüçóÿ ôóíêöèîíàë Qtr
F max

.

Ñîãëàñíî ôîðìóëå (4) êîëè÷åñòâî âîçìîæíûõ òðàíñïîçèöèé ýëåìåíòîâ ìíî-

æåñòâà ïåðåñòàíîâîê ðàâíî øåñòè, ò.å. Ñ4 6� . Ðàññìîòðèì ïåðâóþ òðàíñïîçèöèþ

ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà ïåðåñòàíîâîê x x1 2� , ïðåäñòàâëÿÿ öåëåâóþ ôóíêöèþ

â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ (8):

Q x x x x x x12 1 2 1 2 3 45 5 10 22� � � � � �( )( ) .

Ïðè ïîèñêå ïåðâîãî ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî ó÷åñòü ñëåäóþùèå óñëîâèÿ (9):

x x

x x

x

1 2

3 1

4





�

�

�
�

��

,

,

max.

Ïîäìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé Zq
tr ïðè ðàññìîòðåíèè äàííîé òðàíñïî-

çèöèè ýëåìåíòîâ ïðåäñòàâëÿåòñÿ îäíîé òî÷êîé: Z x x x xtr
12 2 1 3 4� ( , , , ) = ( , , , )2 1 3 4 .

Íàõîäèì çíà÷åíèå ÷èñëèòåëÿ Num12 è ôóíêöèè öåëè F12 â äàííîé òî÷êå:
Num12 2 1 3 4 3364( , , , ) � , F12 2 1 3 4 23 36( , , , ) ,� .

Ðàññìîòðèì cëåäóþùóþ òðàíñïîçèöèþ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà ïåðåñòàíîâîê

x x1 3� :

Q x x x x x x13 1 3 1 2 3 413 9 18 9 22� � � � �( )( ) .

Òîãäà ïðè ïîèñêå ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü óñëîâèÿ

x x

x

x

3 1

2

4



�
�

�

�
�

��

,

min,

max.

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåé òðàíñïîçèöèè ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà ïåðåñòàíîâîê Zq
tr

áóäåò òàêæå ïðåäñòàâëÿòüñÿ îäíîé òî÷êîé: Z x x x xtr
13 2 1 3 4� ( , , , ) . Ïîñêîëüêó

Z Ztr tr
13 12

� , òî äàííóþ òî÷êó íå ðàññìàòðèâàåì.
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Ñëåäóþùàÿ òðàíñïîçèöèÿ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà ïåðåñòàíîâîê x x1 4� :

Q x x x x x x14 4 1 1 2 3 47 15 18 10 15� � � � �( )( ) ,

ïðè ýòîì íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

x x

x

x

4 1

2

4



�
�

�

�
�

��

,

min,

max.

Òîãäà Z x x x x x x x xtr
14 2 1 3 4 2 3 1 4� �( , , , ) ( , , , ) .

Ïåðâàÿ òî÷êà ( , , , )x x x x2 1 3 4 ïðèíàäëåæèò Z tr
12

, ïîýòîìó çíà÷åíèå ÷èñëèòåëÿ

Num14 è ôóíêöèè öåëè F14 íàõîäèì òîëüêî â òî÷êå ( , , , ) ( , , , )x x x x2 1 3 4 3 1 2 4� :

Num14 3 1 2 4 3249( , , , ) � , F14(3, 1, 2, 4) = 5,1984.

Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåì îñòàëüíûå òðàíñïîçèöèè ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà

ïåðåñòàíîâîê.

Ñëåäóþùàÿ òðàíñïîçèöèÿ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà ïåðåñòàíîâîê x x2 3� :

Q x x x x x x23 3 2 1 2 3 428 4 2 2 11� � � � �( )( ) ,

ïðè ýòîì íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü óñëîâèÿ

x x

x x

x

3 2

1 3

4





�

�

�
�

��

,

,

max.

Òîãäà Z x x x xtr
23 2 3 1 4� ( , , , ) . Äàííóþ òî÷êó èìååì ïðè òðàíñïîçèöèè ýëåìåíòîâ

òî÷êè x x1 4� .

Ðàññìîòðèì cëåäóþùóþ òðàíñïîçèöèþ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà ïåðåñòàíîâîê

x x2 4� :

Q x x x x x x24 4 2 1 2 3 420 8 2 10 2� � � � �( )( ) ;

ïðè ïîèñêå ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî ó÷åñòü óñëîâèÿ

x x

x
4 2

3



�

�
�
�

,

max.

Òîãäà ïîäìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé áóäåò ñîñòîÿòü èç ñëåäóþùèõ òî-

÷åê: Z x x x x x x x x x x x xtr
24 1 2 4 3 2 1 4 3 2 4 1 3� � �( , , , ) ( , , , ) ( , , , ) .

Íàõîäèì çíà÷åíèå ÷èñëèòåëÿ Num 24 è ôóíêöèè öåëè F24 â äàííûõ òî÷êàõ:

Num
24
1 1 2 4 3 1521( , , , ) � , F

24
1 1 2 4 3 15 21( , , , ) ,� ,

Num
24
2 2 1 4 3 2704( , , , ) � , F

24
2 2 1 4 3 55 1837( , , , ) ,� ,

Num
24
2 3 1 4 2 2025( , , , ) � , F

24
2 3 1 4 2 9( , , , ) � .

Ðàññìîòðèì òðàíñïîçèöèþ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà ïåðåñòàíîâîê x x3 4� :

Q x x x x x x34 4 3 1 2 3 46 8 18 16 16� � � � �( )( )

ïðè óñëîâèÿõ
x x

x
4 3

2



�

�
�
�

,

min .
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Òîãäà ïîäìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé áóäåò ñîñòîÿòü èç ñëåäóþùèõ òî÷åê:

Z x x x x x x x x x x x xtr
34 2 3 4 1 2 3 1 4 2 1 3 4� � �( , , , ) ( , , , ) ( , , , ) . Ïîñêîëüêó äâå ïîñëåä-

íèå òî÷êè áûëè ðàññìîòðåíû ïðè òðàíñïîçèöèè ýëåìåíòîâ x x1 4� , òî çíà÷åíèå

Num 34 è F34 íåîáõîäèìî íàéòè òîëüêî â òî÷êå ( , , , ) ( , , , )x x x x2 3 4 1 4 1 2 3� :

Num 34 ( , , , )4 1 2 3 2500� , F34 4 1 2 3 2 29( , , , ) ,� .

Òàêèì îáðàçîì, íàèáîëüøåå ÷èñëîâîå çíà÷åíèå F24 ïîëó÷àåì ïðè òðàíñïî-

çèöèè ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà ïåðåñòàíîâîê x x2 4� , ò.å. â òî÷êå ( , , , )2 1 4 3 :

Num
24
2 2 1 4 3 2704( , , , ) � , F

24
2 2 1 4 3 55 1837( , , , ) ,� . Âû÷èñëÿåì ÷èñëîâîå çíà÷åíèå

çíàìåíàòåëÿ â äàííîé òî÷êå: Den
24
2 2 1 4 3 49( , , , ) � .

Ñîãëàñíî øàãó 3 ðåøèì çàäà÷ó 2. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ôóíêöèîíàëà

Dtr
Denmin

íàéòè òî÷êó ìíîæåñòâà ïåðåñòàíîâîê, ïðè êîòîðîé çíà÷åíèå çíàìåíàòåëÿ

Den di
ìèíèìàëüíî.

Ðàññìîòðèì òðàíñïîçèöèþ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà ïåðåñòàíîâîê x x1 2� :

D x x x x x x12 1 2 1 2 3 417 3 3 6 4� � � � �( )( ) ;

ïðè ïîèñêå ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî ó÷åñòü äâà óñëîâèÿ:

x x

x

x

1 2

3

4



�
�

�

�
�

��

,

max,

min;

x x

x

x

1 2

3

4

�
�
�

�

�
�

��

,

min,

max.

Òîãäà ïîäìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé áóäåò ñîñòîÿòü èç ñëåäóþùèõ òî-

÷åê: Z x x x x x x x xtr
12 4 2 1 3 3 1 2 4� �( , , , ) ( , , , ) . Íàõîäèì çíà÷åíèå çíàìåíàòåëÿ

Den12 â äàííûõ òî÷êàõ: Den
12
1 3 2 4 1 36( , , , ) � , Den

12
2 2 3 1 4 16( , , , ) � .

Ïðîâîäèì àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ äëÿ îñòàëüíûõ òðàíñïîçèöèé ýëåìåíòîâ

ìíîæåñòâà. Äëÿ x x1 3� : D x x x x x x13 1 3 1 2 3 413 7 14 7 4� � � � �( )( ) ; ïðè ïîèñêå

ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî ó÷åñòü äâà óñëîâèÿ:

x x

x
1 3

2



�

�
�
�

,

max;

x x

x
1 3

2

�
�

�
�
�

,

min.

Ïîäìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé áóäåò ñîñòîÿòü èç ñëåäóþùèõ òî÷åê:

Z x x x x x x x x x x x x xtr
13 4 3 1 2 3 4 1 2 2 1 3 4� � � �( , , , ) ( , , , ) ( , , , ) ( 2 4 1 3, , , )x x x .

Âû÷èñëÿåì çíà÷åíèå çíàìåíàòåëÿ Den13 â äàííûõ òî÷êàõ: Den
13
1 3 4 2 1 4( , , , ) � ,

Den
13
2 3 4 1 2 9( , , , ) � , Den

13
3 2 1 3 4 144( , , , ) � , Den

13
4 3 1 4 2 225( , , , ) � .

Äëÿ x x1 4� : D x x x x x x14 1 4 1 2 3 416 6 7 3 6� � � � �( )( ) ; ïðè ïîèñêå ðåøåíèÿ

íåîáõîäèìî ó÷åñòü äâà óñëîâèÿ:

x x

x

x x

1 4

2

3 1



�



�

�
�

��

,

max,

;

x x

x

x x

1 4

2

3 1

�
�
�

�

�
�

��

,

min,

.

Òîãäà ïîäìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé áóäåò èìåòü âèä Z tr
14

�

� �( , , , ) ( , , , )x x x x x x x x4 1 3 2 2 3 1 4 . Âû÷èñëÿåì çíà÷åíèå çíàìåíàòåëÿ Den14 â äàí-

íûõ òî÷êàõ: Den
14
1 2 4 3 1 225( , , , ) � , Den

14
2 3 1 2 4 625( , , , ) � .

Äëÿ x x2 3� : D x x x x x x23 2 3 1 2 3 48 10 5 5 2� � � � � �( )( ) ; ïðè ïîèñêå ðåøåíèÿ

íåîáõîäèìî ó÷åñòü äâà óñëîâèÿ:
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x x

x

x x

2 3

1

4 2



�



�

�
�

��

,

max,

;

x x

x

x x

2 3

1

4 2

�
�
�

�

�
�

��

,

min,

.

Òîãäà ïîäìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé áóäåò èìåòü âèä

Z x x x x x x x xtr
23 3 2 4 1 1 4 2 3� �( , , , ) ( , , , ) . Âû÷èñëÿåì çíà÷åíèå çíàìåíàòåëÿ Den 23

â äàííûõ òî÷êàõ: Den
23
1 4 2 1 3 841( , , , ) � , Den

23
2 1 3 4 2 361( , , , ) � .

Äëÿ x x2 4� : D x x x x x x24 2 4 1 2 3 49 20 5 6 5� � � � � �( )( ) ; ïðè ïîèñêå ðåøå-

íèÿ íåîáõîäèìî ó÷åñòü äâà óñëîâèÿ:

x x

x

x

2 4

1

3



�
�

�

�
�

��

,

max,

min;

x x

x

x

2 4

1

3

�
�
�

�

�
�

��

,

min,

max.

Òîãäà ïîäìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé áóäåò èìåòü âèä

Z x x x x x x x xtr
24 3 4 2 1 1 2 4 3� �( , , , ) ( , , , ) . Âû÷èñëÿåì çíà÷åíèå çíàìåíàòåëÿ Den 24

â äàííûõ òî÷êàõ: Den
24
1 4 3 1 2 400( , , , ) � , Den

24
2 1 2 4 3 100( , , , ) � .

Äëÿ x x3 4� : D x x x x x x34 3 4 1 2 3 45 20 14� � � � � �( )( ) ; ïðè ïîèñêå ðåøåíèÿ

íåîáõîäèìî ó÷åñòü äâà óñëîâèÿ:

x x

x

x

3 4

1

2



�
�

�

�
�

��

,

max,

min;

x x

x

x

3 4

1

2

�
�
�

�

�
�

��

,

min,

max.

Òîãäà ïîäìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé áóäåò èìåòü âèä

Z x x x x x x x xtr
34 2 4 3 1 1 3 4 2� �( , , , ) ( , , , ) . Âû÷èñëÿåì çíà÷åíèå çíàìåíàòåëÿ Den 34

â äàííûõ òî÷êàõ: Den
34
1 4 1 3 2 784( , , , ) � , Den

34
2 1 4 2 3 324( , , , ) � .

Ñîîòâåòñòâåííî èìååì ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå çíàìåíàòåëÿ: Den
13
1 3 4 2 1 4( , , , ) � .

Âû÷èñëÿåì çíà÷åíèå ÷èñëèòåëÿ â äàííîé òî÷êå: Num
13
1 3 4 2 1 9( , , , ) � .

Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (14), èìååì

�Num Num Num
24 13

� �2 12 1 4 3 3 4 2 1( , , , ) ( , , , ) , �Num � 2695,

�Den Den Den
24 13

� �2 12 1 4 3 3 4 2 1( , , , ) ( , , , ) , �Den 45� .

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå

óñëîâèé (14) äëÿ ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ íà ìíîæåñòâå îïîðíûõ ðåøåíèé Z opr :

�

�

Den (Z )

Num (Z )

opr

opr

�

�

�
�
�

45

2695

,

.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ äîñòàòî÷íî íàéòè �Den (Z opr ) (òàáë. 1).

Ñîãëàñíî òàáë. 1 � Den (Z ) 45opr � òîëüêî â òî÷êàõ (1, 2, 3, 4), (2, 4, 1, 3). Ñëåäîâà-

òåëüíî, � Num (Z ) 2695opr � íóæíî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî â äàííûõ òî÷êàõ:

�Num (1 , 3, 4) 679, 2 � , �Num (2 , 3) 2604, , .4 1 � Îáà íåðàâåíñòâà âûïîëíÿþòñÿ. Íà-

õîäèì çíà÷åíèÿ ôóíêöèé F ( , , , )1 2 3 4 81� , F ( , , , )2 4 1 3 4� . Òàêæå íåîáõîäèìî ðàñ-

ñìîòðåòü íàèáîëüøåå ÷èñëîâîå çíà÷åíèå F24 , ïîëó÷åííîå ïðè òðàíñïîçèöèè ýëå-

ìåíòîâ ìíîæåñòâà ïåðåñòàíîâîê x x2 4� , ò.å. â òî÷êå ( , , , )2 1 4 3 :
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F
24
2 2 1 4 3( , , , ) � 55,1837. Ñëåäîâàòåëüíî,

max ( , , , )F 1 2 3 4 81� . Òàêèì îáðàçîì, äðîá-

íî-êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ äîñòèãàåò ñâîåãî

ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ â òî÷êå ( , , , )1 2 3 4 ,

max ( , , , )F 1 2 3 4 81� .

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ðàññìîòðåíà è èññëåäîâàíà çàäà÷à îïòè-

ìèçàöèè ñ äðîáíî-êâàäðàòè÷íîé ôóíêöè-

åé íà êîìáèíàòîðíîì ìíîæåñòâå ïåðåñòà-

íîâîê. Ñôîðìóëèðîâàíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ

ìîäåëü äàííîé çàäà÷è, ïðåäñòàâëåí àëãîðèòì åå ðåøåíèÿ.

Àëãîðèòì ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ øàãîâ. Íà ïåðâîì øàãå äðîáíî-êâàäðàòè÷íóþ

ôóíêöèþ íåîáõîäèìî ïðåîáðàçîâàòü â ñèñòåìó ôóíêöèîíàëîâ, êàæäûé èç êîòî-

ðûõ ïðåäñòàâëÿåò çàäà÷ó îïòèìèçàöèè íà ìíîæåñòâå ïåðåñòàíîâîê. Íà âòîðîì

øàãå ðåøàåòñÿ ïåðâàÿ çàäà÷à, ïîçâîëÿþùàÿ íàéòè ïåðâîå îïîðíîå ðåøåíèå, ïðè

êîòîðîì äðîáíî-êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ èìååò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå íà ïîä-

ìíîæåñòâå Z
q

tr

i

. Íà òðåòüåì øàãå ðåøàåòñÿ âòîðàÿ çàäà÷à — ïîèñê òî÷êè, ïðè êî-

òîðîé ÷èñëîâîå çíà÷åíèå çíàìåíàòåëÿ ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå íà ïîä-

ìíîæåñòâå Z
d

tr

i

. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî òî÷êè ìíîæåñòâ äîïóñòèìûõ ðåøåíèé

ôîðìèðóþòñÿ ïðè ðàññìîòðåíèè òðàíñïîçèöèé ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà ïåðåñòàíî-

âîê ñ èñïîëüçîâàíèåì ôóíêöèîíàëîâ, êîòîðûå âõîäÿò â ñèñòåìó ïîñëå ïðåîáðàçî-

âàíèÿ äðîáíî-êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè. Ïî îêîí÷àíèè ôîðìèðîâàíèÿ ìíîæåñòâà

äîïóñòèìûõ ðåøåíèé ïîäìíîæåñòâà Z
q

tr

i

è Z
d

tr

i

íå ðàññìàòðèâàþòñÿ, çà èñêëþ÷å-

íèåì òî÷êè xQ
max . Íà ÷åòâåðòîì øàãå ôîðìèðóþòñÿ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå

óñëîâèÿ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ. Ïðè íåâûïîëíåíèè äàííûõ óñëîâèé

òî÷êà xQ
max áóäåò îïòèìàëüíîé.

Ïðèâåäåí ÷èñëîâîé ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ ïðåäñòàâëåííîãî àëãîðèòì äëÿ

íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ äðîáíî-êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè íà ìíîæå-

ñòâå ïåðåñòàíîâîê. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è íà ìíîæåñòâå íà ïåðâîì øàãå áûëî èñ-

ïîëüçîâàíî øåñòü òî÷åê ìíîæåñòâà, íà âòîðîì èñïîëüçîâàíî 13 òî÷åê. Íà ÷åòâåð-

òîì øàãå àëãîðèòìà ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé ñîñòîÿëî èç äâóõ òî÷åê, êî-

òîðûå óäîâëåòâîðÿëè äîñòàòî÷íûì è íåîáõîäèìûì óñëîâèÿì. Áûëî íàéäåíî

åäèíñòâåííîå îïòèìàëüíîå ðåøåíèå. Ýòî ñâèäåòåëüñòâóåò î êîíå÷íîñòè è ýôôåê-

òèâíîñòè ïðåäñòàâëåííîãî àëãîðèòìà.

Äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ áóäóò íàïðàâëåíû íà àäàïòàöèþ äàííîãî àëãî-

ðèòìà ê äðóãèì êîìáèíàòîðíûì ìíîæåñòâàì è ðàññìîòðåíèå çàäà÷ óñëîâíîé

îïòèìèçàöèè ñ äðîáíî-êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèåé öåëè.
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Ë.Ì. Êîëº÷ê³íà, À.Ì. Íàã³ðíà
ÐÎÇÂ’ßÇÓÂÀÍÍß ÊÎÌÁ²ÍÀÒÎÐÍÎ¯ ÇÀÄÀ×² Ç ÄÐÎÁÎÂÎ-ÊÂÀÄÐÀÒÈ×ÍÎÞ ÔÓÍÊÖ²ªÞ
Ö²Ë² ÍÀ ÌÍÎÆÈÍ² ÏÅÐÅÑÒÀÍÎÂÎÊ

Àíîòàö³ÿ. Ðîçãëÿíóòî ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷³ ç äðîáîâî-êâàäðàòè÷íîþ ôóíêö³ºþ
ö³ë³ íà ìíîæèí³ ïåðåñòàíîâîê. Ïðåäñòàâëåíî àëãîðèòì ¿¿ ðîçâ’ÿçàííÿ, ùî ïîëÿ-
ãàº ó ïåðåòâîðåíí³ äðîáîâî-êâàäðàòè÷íî¿ ôóíêö³¿ â ñèñòåìó äâîõ ôóíêö³îíàë³â.
Ðîçâ’ÿçóâàííÿ öèõ ôóíêö³îíàë³â çàáåçïå÷óº çíàõîäæåííÿ îïòèìàëüíîãî ðîçâ’ÿç-
êó çàäà÷³. Íàâåäåíî ðåçóëüòàòè îá÷èñëþâàëüíèõ åêñïåðèìåíò³â.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: óìîâíà îïòèì³çàö³ÿ, äðîáîâî-êâàäðàòè÷íà ôóíêö³ÿ, ìíîæèíà
ïåðåñòàíîâîê, òðàíñïîçèö³ÿ åëåìåíò³â, ìíîæèíà äîïóñòèìèõ ðîçâ’ÿçê³â, ìíîæè-
íà îïîðíèõ ðîçâ’ÿçê³â, îïòèìàëüíèé ðîçâ’ÿçîê.

L. Koliechkina, A. Nahirna
SOLUTIONS OF THE COMBINATORIAL PROBLEM WITH A FRACTIONAL-QUADRATIC
OBJECTIVE FUNCTION ON THE SET OF PERMUTATIONS

Abstract. The statement of the problem with fractional-quadratic objective
function on the set of permutations is considered. An algorithm for its solution
is presented, which converts the fractional-quadratic function into a system of
two functionals. The solution of these functionals ensures finding the optimal
solution to the problem. The results of computational experiments are presented.

Keywords: conditional optimization, fractional-quadratic function, set of
permutations, transposition of elements, set of feasible solutions, set of support
solutions, optimal solution.
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