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Àííîòàöèÿ. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ êîìïëåêñíûõ ìàòðèö ïîëó÷åíû íåîáõîäè-
ìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè âçâåøåííûõ
ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö ñ íåâûðîæäåííûìè çíàêîíåîïðåäåëåííûìè âåñàìè.
Ïîëó÷åíû ïðåäñòàâëåíèÿ ýòèõ ìàòðèö â òåðìèíàõ êîýôôèöèåíòîâ õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ýðìèòåçóåìûõ ìàòðèö.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âçâåøåííûå ïñåâäîîáðàòíûå ìàòðèöû ñî çíàêîíåîïðåäå-
ëåííûìè âåñàìè, ýðìèòåçóåìûå ìàòðèöû.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Âïåðâûå îïðåäåëåíèÿ âçâåøåííûõ ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö ñ ïîëîæèòåëü-

íî-îïðåäåëåííûìè è âûðîæäåííûìè âåñàìè áûëè ââåäåíû â ðàáîòàõ [1, 2]

ñîîòâåòñòâåííî. Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïñåâäîîá-

ðàòíûõ ìàòðèö ñ âûðîæäåííûìè âåñàìè ïðèâåäåíû â [2].

Â ðàáîòàõ [3–5] èññëåäîâàíû äðóãèå âàðèàíòû ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö ñ âûðîæ-

äåííûìè âåñàìè, à òàêæå îïðåäåëåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ èõ ñóùåñò-

âîâàíèÿ, âçâåøåííûå íîðìàëüíûå ïñåâäîðåøåíèÿ ñ âûðîæäåííûìè âåñàìè è óñòàíîâ-

ëåíà èõ ñâÿçü ñî âçâåøåííûìè ïñåâäîîáðàòíûìè ìàòðèöàìè (ñì. òàêæå îáçîðû â [6, 7]).

Â ðàáîòå [8] ââåäåíî ïîíÿòèå ML-âçâåøåííîé ïñåâäîîáðàòíîé ìàòðèöû, à â [9]

äàíî îïðåäåëåíèå âçâåøåííûõ ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö ñ íåâûðîæäåííûìè èíäå-

ôèíèòíûìè âåñàìè è óêàçàíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ èõ ñóùåñòâîâàíèÿ.

Â [10] èññëåäîâàíû âçâåøåííûå ïñåâäîîáðàòíûå ìàòðèöû ñ èíäåôèíèòíûìè

âåñàìè äëÿ äåéñòâèòåëüíûõ ìàòðèö è äàíî èõ ïðåäñòàâëåíèå â òåðìèíàõ êîýôôè-

öèåíòîâ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ñèììåòðèçóåìûõ ìàòðèö, à òàêæå ïî-

ëó÷åíû ðàçëîæåíèÿ âçâåøåííûõ ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö ñî ñìåøàííûìè âåñàìè

(îáå âåñîâûå ìàòðèöû ñèììåòðè÷íûå, ïðè÷åì îäíà èç íèõ ïîëîæèòåëüíî-îïðåäå-

ëåííàÿ, à âòîðàÿ — íåâûðîæäåííàÿ çíàêîíåîïðåäåëåííàÿ) â ìàòðè÷íûå ñòåïåí-

íûå ðÿäû è ïðîèçâåäåíèÿ, ìíîãî÷ëåííûå ïðåäåëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ýòèõ ìàò-

ðèö. Â óêàçàííîé ðàáîòå ïîñòðîåíû ðåãóëÿðèçîâàííûå èòåðàöèîííûå ïðîöåññû

äëÿ âû÷èñëåíèÿ âçâåøåííûõ ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö ñî ñìåøàííûìè âåñàìè.

Äëÿ âçâåøåííûõ ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö ñ ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííûìè è

âûðîæäåííûìè âåñàìè ìíîãî÷ëåííûå ïðåäåëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëó÷åíû

â [11], íà îñíîâàíèè êîòîðûõ ïîñòðîåíû ðåãóëÿðèçîâàííûå çàäà÷è äëÿ âû÷èñëå-

íèÿ âçâåøåííûõ íîðìàëüíèõ ïñåâäîðåøåíèé. Ïðåäñòàâëåíèå âçâåøåííûõ ïñåâ-

äîîáðàòíûõ ìàòðèö ñî ñìåøàííûìè âåñàìè ÷åðåç ïñåâäîîáðàòíûå ìàòðèöû

Ìóðà–Ïåíðîóçà ïîëó÷åíî â [12].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äëÿ ïðîèçâîëüíûõ êîìïëåêñíûõ ìàòðèö îïðåäåëåíû íå-

îáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè âçâåøåí-

íûõ ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö ñ íåâûðîæäåííûìè çíàêîíåîïðåäåëåííûìè ýðìèòî-

âûìè âåñîâûìè ìàòðèöàìè. Ðàññìîòðåíî ÷åòûðå âèäà òàêèõ ìàòðèö. Ïðè äîêàçà-

òåëüñòâå òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè èñïîëüçîâàíà òåîðåìà

Êýëè–Ãàìèëüòîíà, íà îñíîâàíèè ÷åãî ïîëó÷åíû ïðåäñòàâëåíèÿ âçâåøåííûõ

ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö ñ íåâûðîæäåííûìè çíàêîíåîïðåäåëåííûìè âåñàìè â òåð-

ìèíàõ êîýôôèöèåíòîâ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ýðìèòåçóåìûõ ìàòðèö.

ISSN 1019-5262. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2020, òîì 56, ¹ 3 141

� Í.À. Âàðåíþê, Í.È. Òóêàëåâñêàÿ, 2020



ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈß, ÂÑÏÎÌÀÃÀÒÅËÜÍÛÅ ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈß

Îïðåäåëåíèå 1. Êîìïëåêñíóþ ìàòðèöó U áóäåì íàçûâàòü ýðìèòåçóåìîé ñëåâà

èëè ñïðàâà, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ýðìèòîâà íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà H , ÷òî

âûïîëíÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ðàâåíñòâà

HU U H� * , UH HU� * . (1)

Îòìåòèì, ÷òî â ðÿäå ðàáîò (ñì., íàïðèìåð, [13–17]) èçó÷àëèñü Í-ñàìîñîïðÿ-

æåííûå ìàòðèöû, â êîòîðûõ Í ïðåäïîëàãàëàñü ñèììåòðè÷íîé èëè ýðìèòîâîé íå-

âûðîæäåííîé çíàêîíåîïðåäåëåííîé ìàòðèöåé, è èññëåäîâàëèñü ñâîéñòâà ïðî-

ñòðàíñòâ ñ èíäåôèíèòíîé ìåòðèêîé, ïîðîæäàåìîé ýòîé ìåòðè÷åñêîé ìàòðèöåé.

Â äàëüíåéøåì áóäåì îáîçíà÷àòü rk L( ) ðàíã ìàòðèöû L, A n m*�
�

� — ñîïðÿ-

æåííóþ ìàòðèöó ïî îòíîøåíèþ ê ìàòðèöå A m n
�

�
� , E — åäèíè÷íóþ ìàòðèöó,

tr L( ) — ñëåä ìàòðèöû L.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíñòâåííîé âçâåøåííîé ïñåâ-

äîîáðàòíîé ìàòðèöû ñ èíäåôèíèòíûìè âåñàìè áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå

óòâåðæäåíèå [3].

Ëåììà 1. Ïóñòü äëÿ êâàäðàòíûõ ìàòðèö K L M, , âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

KM MK� , LM ML� . Òîãäà èç ðàâåíñòâà KM LM2 2
� ñëåäóåò ðàâåíñòâî

KM LM� .

Ëåììà 2. Ïóñòü A m n
�

�
� , à B B m m

� �
�* � è C C n n� � �

� �
1 1( )* � — íå-

âûðîæäåííûå çíàêîíåîïðåäåëåííûå ìàòðèöû è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

rk A BA rk A( ) ( )* � , rk AC A rk A( ) ( )*�
�

1 , (2)

òîãäà ðàíãè ìàòðèö A è A BAC A* *�1 ñîâïàäàþò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî â ñèëó òîãî, ÷òî B è C �1 — íå-

âûðîæäåííûå ìàòðèöû, ñëåäóåò

rk A B rk BA rk AC rk A rk A( ) ( ) ( ) ( ) ( )* *� � � �
�1 . (3)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 2 áóäåì èñïîëüçîâàòü íåðàâåíñòâî Ôðîáåíèóñà

rk PQ rk QL rk Q rk PQL( ) ( ) ( ) ( )� � � , (4)

ñïðàâåäëèâîå äëÿ âñåõ òåõ ìàòðèö P Q L, , , äëÿ êîòîðûõ îïðåäåëåíî ïðîèçâåäå-

íèå PQL.

Íà îñíîâàíèè (4) èìååì

rk A BA rk BAC A rk BA rk A BAC A( ) ( ) ( ) ( )* * * *� � �
� �1 1 . (5)

Ó÷èòûâàÿ (3) è ïåðâîå ðàâåíñòâî â (2), èç (5) ïîëó÷àåì

rk BAC A rk A BAC A( ) ( )* * *� �
�

1 1 . (6)

Íà îñíîâàíèè (6) èìååì rk BAC A rk A BAC A rk BAC A( ) ( ) ( )* * * *� � �
� �

1 1 1 , ò.å.

rk BAC A rk A BAC A( ) ( )* * *� �
�

1 1 . (7)

Äàëåå â ñèëó íåðàâåíñòâà Ôðîáåíèóñà (4) èìååì

rk BA rk AC A rk A rk BAC A( ) ( ) ( ) ( )* *� � �
� �1 1 . (8)

Â ñèëó âòîðîãî óñëîâèÿ â (2), ñîîòíîøåíèé (3) è î÷åâèäíîãî íåðàâåíñòâà

rk BAC A rk A( ) ( )*�
�

1 èç (8) èìååì rk BAC A rk A( ) ( )*�
�

1 . Ó÷èòûâàÿ ýòî

ðàâåíñòâî è ðàâåíñòâî (7), ïîëó÷àåì rk A BAC A rk A( ) ( )* *�
�

1 , ò.å. óòâåðæäåíèå

ëåììû 2.
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Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü A m n
�

�
� , à B B m m� � �

� �
1 1( )* � è C C n n

� �
�* � —

íåâûðîæäåííûå çíàêîíåîïðåäåëåííûå ìàòðèöû è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

rk A B A rk A rk ACA rk A( ) ( ), ( ) ( )* *�
� �

1 ,

òîãäà ðàíãè ìàòðèö À è A B ACA* *�1 ñîâïàäàþò.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü A m n
�

�
� , à B B m m� � �

� �
1 1( )* � è C C� �

�( )*1

�
�

�
n n — íåâûðîæäåííûå çíàêîíåîïðåäåëåííûå ìàòðèöû è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

rk A B A rk A( ) ( )* �
�

1 , rk AC A rk A( ) ( )*�
�

1 ,

òîãäà ðàíãè ìàòðèö À è A B AC A* *� �1 1 ñîâïàäàþò.

Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü A m n
�

�
� , à B B m m

� �
�* � è C C n n

� �
�* � — íåâû-

ðîæäåííûå çíàêîíåîïðåäåëåííûå ìàòðèöû è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

rk A BA rk A( ) ( )* � , rk ACA rk A( ) ( )* � ,

òîãäà ðàíãè ìàòðèö A è A BACA* * ñîâïàäàþò.

Ïðè èññëåäîâàíèè âçâåøåííûõ ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö ñ èíäåôèíèòíûìè

íåâûðîæäåííûìè âåñàìè ïîòðåáóåòñÿ ëåãêî ïðîâåðÿåìîå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 3. Ïóñòü A m n
�

�
� , X n m

�
�

� , à B B m m
� �

�* � è C C n n
� �

�* � —

íåâûðîæäåííûå çíàêîíåîïðåäåëåííûå ìàòðèöû è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

AXB AXB� ( )* , XAC XAC� ( )* , òîãäà B AX B AX� �
�

1 1( )* , C XA C XA� �
�

1 1( )* .

ÍÅÎÁÕÎÄÈÌÛÅ È ÄÎÑÒÀÒÎ×ÍÛÅ ÓÑËÎÂÈß ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈß

È ÅÄÈÍÑÒÂÅÍÍÎÑÒÈ ÎÄÍÎÃÎ ÈÇ ÂÀÐÈÀÍÒÎÂ ÂÇÂÅØÅÍÍÛÕ

ÏÑÅÂÄÎÎÁÐÀÒÍÛÕ ÌÀÒÐÈÖ Ñ ÈÍÄÅÔÈÍÈÒÍÛÌÈ ÂÅÑÀÌÈ

Ìàòðèöó X n m
�

�
� áóäåì íàçûâàòü âçâåøåííîé ïñåâäîîáðàòíîé äëÿ ìàòðèöû

A n m
�

�
� ñî çíàêîíåîïðåäåëåííûìè íåâûðîæäåííûìè âåñîâûìè ýðìèòîâûìè

ìàòðèöàìè B è C, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

AXA A� , XAX X� , ( )*BAX BAX� , ( )*CXA CXA� , (9)

rk A BA rk A( ) ( )*
� , rk AC A rk A( ) ( )*�

�
1 . (10)

Òåîðåìà 1. Ñèñòåìà ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé (9) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (10)

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå X A
BC

�
� , ïðè÷åì ìàòðèöó A

BC
� ìîæíî ïðåäñòàâèòü

â âèäå

A C SA B
BC
� �

�
1 * , (11)

ãäå S f A BAC�
�( )* 1 — ìíîãî÷ëåí îò ìàòðèöû A BAC* �1 âèäà

S A BAC A BAC E
k

k k
k� � � � 	 	 	 �

� � � � �

�� � �
1 1 1

1
1 2

1[( ) ( ) ]* * ,

� p p n, , ,�1 � , — êîýôôèöèåíòû õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà

f E A BACn n
n( ) [ ]*� � � � � �� � � 	 	 	 � � �

� �

1
1 1det ,

� k — ïîñëåäíèé, îòëè÷íûé îò íóëÿ, êîýôôèöèåíò ýòîãî ìíîãî÷ëåíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âíà÷àëå ïîêàæåì, ÷òî ìàòðèöà, îïðåäåëåííàÿ ôîðìó-

ëîé (11), óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå (9), åñëè ñóùåñòâóåò ìàòðèöà S , óäîâëåòâîðÿþ-

ùàÿ óñëîâèÿì

SA BAC A A* * *�
�

1 , SA BAC A BAC S* *� �
�

1 1 , C S C S� �
�

1 1( )* . (12)

Ìàòðèöà A
BC
� óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîìó óðàâíåíèþ â (9) ïðè âûïîëíåíèè

óñëîâèé (12). Äåéñòâèòåëüíî, ó÷èòûâàÿ âòîðîå è òðåòüå óñëîâèÿ â (12), ïåðâîå
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óñëîâèå â (12) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå A BAC SA A* * *�
�

1 , AS C A BA A* *�
�

1 ,

AC SA BA A�
�

1 * , îòêóäà â ñèëó ïðåäñòàâëåíèÿ A
BC
� ôîðìóëîé (11) è ñëåäóåò

óòâåðæäåíèå.

×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöà A
BC
� óäîâëåòâîðÿåò âòîðîìó óðàâíåíèþ â (9),

óìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå â (12) ñëåâà íà C S�1 , à ñïðàâà — íà B. Ó÷èòûâàÿ âòî-

ðîå óñëîâèå â (12) è ïðåäñòàâëåíèå A
BC
� (11), ïîëó÷àåì C S A BAC A B� �

�
1 2 1* *

�
�C SA B1 * , C SA BAC SA B A

BC
� � �

�
1 1* * , A AA A

BC BC BC
� � �

� , ò.å. ìàòðèöà A
BC
� ,

îïðåäåëåííàÿ ôîðìóëîé (11), óäîâëåòâîðÿåò âòîðîìó óðàâíåíèþ â (9).

Äàëåå, ïîäñòàâëÿÿ â òðåòüå óðàâíåíèå èç (9) ïðåäñòàâëåíèå äëÿ A
BC
� (11),

ñ ó÷åòîì òðåòüåãî óñëîâèÿ â (12) ïîëó÷àåì BAC SA B BAS C A B� �
� �

1 1* * *

�
�( )* *BAC SA B1 , ò.å. BAA

BC
� ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöåé è, ñëåäîâàòåëü-

íî, A
BC
� óäîâëåòâîðÿåò òðåòüåìó óðàâíåíèþ â (9).

Íàêîíåö, ïîäñòàâëÿÿ â ÷åòâåðòîå óðàâíåíèå èç (9) ïðåäñòàâëåíèå äëÿ A
BC
�

(11) è ó÷èòûâàÿ âòîðîå è òðåòüå óñëîâèÿ â (12), èìååì CC SA BAC C� �
�

1 1*

� � � �
� � � �CC A BAC SC CC A BAS C C A BAS SA BA1 1 1 1* * * * * * *( ) , òàê ÷òî

CA A
BC
� ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöåé, ò.å. óäîâëåòâîðÿåò ÷åòâåðòîìó óñëî-

âèþ â (9).
Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ìàòðèöà S , êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ðà-

âåíñòâàì (12) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (10). Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåì òåîðåìó

Êýëè–Ãàìèëüòîíà, ñîãëàñíî êîòîðîé ëþáàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà óäîâëåòâîðÿåò

ñâîåìó õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó óðàâíåíèþ. Ïîñêîëüêó A BAC n n* � �
�

1
� , ñïðàâåä-

ëèâî ðàâåíñòâî

( ) ( )* * *A BAC A BAC A BAC En n
n n

� � �

�

�
� � 	 	 	 � � �

1
1

1 1
1

1 0� � � . (13)

Ïóñòü ìàòðèöà A BAC* �1 íåâûðîæäåííàÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, èìååò îáðàò-

íóþ. Òîãäà � n 
 0 è ìîæíî ïîëîæèòü S A BAC�
� �( )* 1 1. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

òàêàÿ ìàòðèöà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (12). Íî â îáùåì ñëó÷àå ìàòðèöà

A BAC* �1 ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííîé è, ñëåäîâàòåëüíî, � n � 0. Ïóñòü ñðåäè êîýôôè-

öèåíòîâ � p p n, , , ,� �1 2 1� , ïîñëåäíèì, îòëè÷íûì îò íóëÿ, êîýôôèöèåíòîì ïî-

ëèíîìà f E A BAC( ) [ ]*� �� �
�det 1 áóäåò � k è ïóñòü

S A BAC A BAC E
k

k k
k� � � � 	 	 	 �

� � � � �

�� � �
1 1 1

1
1 2

1[( ) ( ) ]* * . (14)

Èç âèäà ìàòðèöû S , îïðåäåëåííîé ôîðìóëîé (14), ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íåå âû-

ïîëíÿþòñÿ âòîðîå è òðåòüå óñëîâèÿ â (12). Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ìàòðèöû S âûïîëíÿ-

åòñÿ ïåðâîå óñëîâèå â (12).

Ó÷èòûâàÿ (14), èç (13) ïîëó÷àåì

S A BAC A BACn k n k( ) ( )* *� � � � �
�

1 1 1 . (15)

Â ñèëó ëåììû 1 èç (15) èìååì

S A BAC A BAC( )* *� �
�

1 2 1,

îòêóäà, óìíîæèâ ñïðàâà îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íà A * ñ ó÷åòîì âòîðîãî

ðàâåíñòâà â (12), ïîëó÷èì

A BAC A BAC SA A BAC A* * * * *� � �
�

1 1 1 . (16)

Ïîñêîëüêó ìàòðèöû B è C �1 íåâûðîæäåííûå, ìàòðèöû A B n m* �
�

� ,

AC m n� �
�

1
� è A * èìåþò òîò æå ðàíã, ÷òî è ìàòðèöà A, êîòîðûé ïîëîæèì ðàâ-
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íûì r. À â ñèëó ëåììû 2 ðàíã ìàòðèöû A BAC A* *�1 ïðè âûïîëíåíèè óñëî-

âèé (10) òàêæå ðàâåí r.

×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî èç ðàâåíñòâà (16) ñëåäóåò ïåðâîå ðàâåíñòâî â (12), èñ-

ïîëüçóåì ñêåëåòíîå ðàçëîæåíèå ìàòðèö (ñì. [18, 19]) A B* , AC �1 è A * , ò.å. ïðåä-

ñòàâèì èõ â âèäå A B KL* � , AC MN�
�

1 , A PQ* � , ãäå K n r
�

�
� , L r m

�
�

� ,

M m r
�

�
� , N r n

�
�

� , P n r
�

�
� , Q r m

�
�

� — ìàòðèöû ïîëíîãî ðàíãà. Òîãäà (16)

ïðèìåò âèä

KLMNPQBAC SA KLMNPQ�
�

1 * . (17)

Ìàòðèöà K K* íåâûðîæäåííàÿ, ïîñêîëüêó K — ìàòðèöà ïîëíîãî ðàíãà ñ

n r� (ñì. [18]). Óìíîæèì ðàâåíñòâî (17) ñëåâà âíà÷àëå íà K * , à çàòåì — íà

( )*K K �1. Ïîëó÷èì

LMNPQBAC SA LMNPQ�
�

1 * . (18)

Ìàòðèöû LM è NP êâàäðàòíûå, íåâûðîæäåííûå ðàíãà r.

Äåéñòâèòåëüíî, ðàíã ýòèõ ìàòðèö áóäåò r, ïîñêîëüêó èç ëåììû 2 ñëåäóåò,

÷òî ðàíã ìàòðèöû KLMNPQ A BAC A�
�* *1 ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (10) ðàâåí

r. Íî ðàíã ìàòðèöû-ïðîèçâåäåíèÿ íå ìîæåò ïðåâûøàòü ðàíãè ìàòðèö-ñîìíîæè-

òåëåé, à ðàíãè ìàòðèö-ñîìíîæèòåëåé LM è NP íå ìîãóò ïðåâûøàòü r, ïîñêîëüêó

r — ïîðÿäîê ýòèõ ìàòðèö.

Óìíîæèì ðàâåíñòâî (18) ñëåâà âíà÷àëå íà ( )LM �1, à çàòåì — íà ( )NP �1.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

QBAC SA Q�
�

1 * . (19)

Òåïåðü, óìíîæàÿ ñëåâà (19) íà P è èñïîëüçóÿ âòîðîå ðàâåíñòâî èç (12), ïîëó-

÷àåì ïåðâîå ðàâåíñòâî â (12).

Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèå ñèñòåìû ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé (9) ïðè

âûïîëíåíèè óñëîâèé (10) ñóùåñòâóåò è ïðåäñòàâëåíî â (11). Ïîêàæåì, ÷òî ýòî ïðåä-

ñòàâëåíèå åäèíñòâåííî, ò.å. ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ âçâåøåííàÿ ïñåâäîîáðàòíàÿ

ìàòðèöà ñ íåâûðîæäåííûìè çíàêîíåîïðåäåëåííûìè âåñàìè, çàäàííàÿ ñèñòåìîé (9)

ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (10). Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì îò ïðîòèâíîãî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êðîìå ìàòðèöû S ñóùåñòâóåò åùå ìàòðèöà S1, óäîâëåòâî-

ðÿþùàÿ (11). Ïóñòü O — íóëåâàÿ ìàòðèöà è
~
S S S� � 1. Òîãäà C SA B O�

�
1 ~ * .

Óìíîæèì ýòî ðàâåíñòâî ñëåâà íà C, à ñïðàâà — íà AC A�1 * . Òîãäà, ó÷èòûâàÿ

ïåðâîå ðàâåíñòâî â (12), ïîëó÷àåì
~ * * *SA BAC A A O�

� �
1 . Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî

ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ, êîãäà ìàòðèöû
~
S èëè A íóëåâûå. Åñëè

~
S — íóëåâàÿ ìàòðè-

öà, òî ìàòðèöà S â (11) è, ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà A
BC
� îïðåäåëÿþòñÿ åäèíñòâåí-

íûì îáðàçîì. Åñëè A — íóëåâàÿ ìàòðèöà, òî èç (11) ñëåäóåò, ÷òî âçâåøåííàÿ

ïñåâäîîáðàòíàÿ ìàòðèöà ñ íåâûðîæäåííûìè çíàêîíåîïðåäåëåííûìè âåñàìè áó-

äåò íóëåâîé, ÷òî ïîäòâåðæäàåò íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà óñëîâèé (9), (10).

Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâëåíî, ÷òî óñëîâèÿ (10) äîñòàòî÷íûå äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ

åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé (9). Äîêàæåì, ÷òî óñëîâèÿ (10)

ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (9).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé (9) èìååò åäèíñòâåííîå ðå-

øåíèå X A
BC

�
� , â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (10). Âíà÷àëå ïîêàæåì, ÷òî

ïðè âûïîëíåíèè (9) ñïðàâåäëèâî ïåðâîå óñëîâèå â (10). Òðåòüå óñëîâèå â (9) çàïè-

øåì â âèäå ( )* *A A B BAA
BC BC
� �

� . Óìíîæèì ñïðàâà ýòî ðàâåíñòâî íà ìàòðèöó Â è

ó÷òåì ïåðâîå ðàâåíñòâî â (9), ïîëó÷èì ( )* *A A BA BAA A BA
BC BC
� �

� � . Ïîñêîëüêó

ïðè óìíîæåíèè ìàòðèöû íà íåâûðîæäåííóþ ìàòðèöó åå ðàíã íå èçìåíÿåòñÿ, èç
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ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ïîëó÷èì rk BA rk A rk A A BA
BC

( ) ( ) (( ) )* *� � �
�

� �rk A BA rk A( ) ( )* , îòêóäà ñëåäóåò rk A( ) � rk A BA( )* , ò.å. ïåðâîå óñëîâèå â (10).

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè (9) ñïðàâåäëèâî âòîðîå óñëîâèå â (10).

×åòâåðòîå óñëîâèå â (9) çàïèøåì â âèäå A A C CA A
BC BC

* *( )� �
� . Óìíîæèì ñïðàâà

ýòî ðàâåíñòâî íà C A�1 * , ïîëó÷èì A A A CA AC A
BC BC

* * * *( )� � �
�

1 . Ó÷èòûâàÿ

ïåðâîå ðàâåíñòâî â (9), èç ïîñëåäíåãî èìååì rk A A A
BC

( ( ) )* * *�
�

� � � � �
� � � �rk A A A rk A rk CA AC A rk AC A rk
BC BC

( ( ) ) ( ) ( ) ( )* * *1 1 ( )A , îòêó äà

ñëåäóåò rk A rk AC A( ) ( )*�
�1 , ò.å. âòîðîå óñëîâèå â (10).

Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 1. Âçâåøåííàÿ ïñåâäîîáðàòíàÿ ìàòðèöà ñî çíàêîíåîïðåäåëåííû-

ìè âåñàìè, çàäàííàÿ ñèñòåìîé ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé (9) ïðè âûïîëíåíèè óñëî-

âèé (10), èìååò òàêæå ñëåäóþùèå ïðåäñòàâëåíèÿ: A S C A B
BC
� �

� �1
1 *

� �
� �C A BS C A S B1

2
1

3
* * , ãäå S1, S 2 , S 3 — ìíîãî÷ëåíû îò ýðìèòåçóåìûõ ìàò-

ðèö âèäà

S C A BA C A BA E
k

k k
k1

1 1 1
1

1 2
1� � � � 	 	 	 �

� � � � �

�� � �[( ) ( ) ]* * ,

S AC A B AC A B E
k

k k
k2

1 1 1
1

1 2
1� � � � 	 	 	 �

� � � � �

�� � �[( ) ( ) ]* * ,

S BAC A BAC A E
k

k k
k3

1 1 1
1

1 2
1� � � � 	 	 	 �

� � � � �

�� � �[( ) ( ) ]* * .

Ñëåäñòâèå 2. Ýðìèòåçóåìûå èäåìïîòåíòíûå ìàòðèöû A A
BC
� è AA

BC
� èìåþò

ñëåäóþùèå ïðåäñòàâëåíèÿ:

A A C SA BA f C A BA
BC
� � �

� � �
1 1* *( )

� � � � 	 	 	 �
� � � �

�

�
� � �

k
k k

kC A BA C A BA C A BA1 1
1

1 1
1

1[( ) ( ) ( )* * * ],

AA AC SA B f AC A B
BC
� � �

� � �
1 1* *( )

� � � � 	 	 	 �
� � � �

�

�
� � �

k
k k

kAC A B AC A B AC A B1 1
1

1 1
1

1[( ) ( ) ( )* * * ].

Ñëåäñòâèå 3. Èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà A BAA A B
BC

* *�
� , A AC A

BC
� �

�
1 *

�
�C A1 * .

Ñëåäñòâèå 4. Ïðè rk A( ) �1 èìååì ôîðìóëó A tr A BAC C A B
BC
� � � �

� [ ( )]* *1 1 1

äëÿ âû÷èñëåíèÿ âçâåøåííûõ ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö ñî çíàêîíåîïðåäåëåííûìè

âåñàìè.

Èç ïðåäñòàâëåíèÿ âçâåøåííîé ïñåâäîîáðàòíîé ìàòðèöû ñ èíäåôèíèòíûìè

âåñàìè ôîðìóëîé (11) ñëåäóåò ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåäñòàâëåíèå âçâåøåííîé

ïñåâäîîáðàòíîé ìàòðèöû ñ ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííûìè âåñàìè, ïîëó÷åííîå

â [20], è ïñåâäîîáðàòíîé ìàòðèöû Ìóðà–Ïåíðîóçà, ïîëó÷åííîå â [21]. Â ðàáîòàõ

[21, 22] îïèñàíà âû÷èñëèòåëüíàÿ ïðîöåäóðà, ïîçâîëÿþùàÿ íà îñíîâå ïðåäñòàâëå-

íèÿ ïñåâäîîáðàòíîé ìàòðèöû Ìóðà–Ïåíðîóçà â òåðìèíàõ êîýôôèöèåíòîâ õàðàê-

òåðèñòè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ýðìèòîâûõ ìàòðèö âû÷èñëÿòü ýòó ìàòðèöó çà ïðèåì-

ëåìîå ÷èñëî îïåðàöèé. Äëÿ äåéñòâèòåëüíûõ ìàòðèö ïðåäñòàâëåíèå âçâåøåííîé

ïñåâäîîáðàòíîé ìàòðèöû ñî ñìåøàííûìè âåñàìè â òåðìèíàõ êîýôôèöèåíòîâ õà-

ðàêòåðèñòè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ñèììåòðèçóåìûõ ìàòðèö èñïîëüçóåòñÿ â [10] ïðè

îáîñíîâàíèè ðàçëîæåíèÿ âçâåøåííûõ ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö â ìàòðè÷íûå

ñòåïåííûå ðÿäû è ïðîèçâåäåíèÿ.
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ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈÅ È ÅÄÈÍÑÒÂÅÍÍÎÑÒÜ ÄÐÓÃÈÕ ÂÈÄÎÂ ÂÇÂÅØÅÍÍÛÕ

ÏÑÅÂÄÎÎÁÐÀÒÍÛÕ ÌÀÒÐÈÖ Ñ ÈÍÄÅÔÈÍÈÒÍÛÌÈ ÂÅÑÀÌÈ

Ðàíåå îïèñàíà è èññëåäîâàíà âçâåøåííàÿ ïñåâäîîáðàòíàÿ ìàòðèöà, îïðåäåëåí-

íàÿ óñëîâèÿìè (9), (10), ò.å. ñëó÷àé, êîãäà îáå èäåìïîòåíòíûå ìàòðèöû: AX è

XA, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1 ýðìèòåçóåìûå ñëåâà èíäåôèíèòíûìè ýðìèòåçàòî-

ðàìè B è C. Äàëåå ïðåäñòàâëåíû åùå òðè âèäà âçâåøåííûõ ïñåâäîîáðàòíûõ

ìàòðèö ñ íåâûðîæäåííûìè èíäåôèíèòíûìè âåñàìè.

Âíà÷àëå ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà èäåìïîòåíòíûå ìàòðèöû AX è XA ñîãëàñíî

îïðåäåëåíèþ ýðìèòåçóåìûå ñïðàâà èíäåôèíèòíûìè ýðìèòåçàòîðàìè Â è Ñ, ò.å.

ïðèâåäåì ñèñòåìó ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé

AXA A XAX X� �, , ( )*AXB AXB� , ( )*XAC XAC� (20)

ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé

rk A B A rk A( ) ( )* �
�

1 , rk ACA rk A( ) ( )* � . (21)

Íà îñíîâàíèè òåîðåìû 1, ëåììû 3, ñëåäñòâèÿ 1 èç ëåììû 2 ïîëó÷èì óòâåð-

æäåíèå.

Òåîðåìà 2. Ñèñòåìà ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé (20) ïðè âûïîëíåíèè óñëî-

âèé (21) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå X A
BC

�
� , ïðè÷åì ìàòðèöó A

BC
� ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â âèäå

A CSA B
BC
� �

�
* 1,

ãäå S f A B AC�
�( )* 1 — ìíîãî÷ëåí îò ìàòðèöû A B AC* �1 âèäà

S A B AC A B AC E
k

k k
k� � � � 	 	 	 �

� � � � �

�� � �
1 1 1

1
1 2

1[( ) ( ) ]* * ,

� p , p n�1, ,� , — êîýôôèöèåíòû õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà f ( )� �

� �
�det [ ]*�E A B AC1 , à � k — ïîñëåäíèé, îòëè÷íûé îò íóëÿ, êîýôôèöèåíò

ýòîãî ìíîãî÷ëåíà.

Ñëåäñòâèå 1. Âçâåøåííàÿ ïñåâäîîáðàòíàÿ ìàòðèöà ñî çíàêîíåîïðåäåëåííû-

ìè âåñàìè, çàäàííàÿ ñèñòåìîé ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé (20) ïðè âûïîëíåíèè óñëî-

âèé (21), èìååò òàêæå ñëåäóþùèå ïðåäñòàâëåíèÿ: A S CA B
BC
� �

� �1
1*

� �
� �CA B S CA S B* *1

2 3
1, ãäå S1, S 2 , S 3 — ìíîãî÷ëåíû îò ýðìèòåçóåìûõ ìàò-

ðèö âèäà

S CA B A CA B A E
k

k k
k1

1 1 1
1

1 2
1� � � � 	 	 	 �

� � � � �

�� � �[( ) ( ) ]* * ,

S ACA B ACA B E
k

k k
k2

1 1 1
1

1 2
1� � � � 	 	 	 �

� � � � �

�� � �[( ) ( ) ]* * ,

S B ACA B ACA E
k

k k
k3

1 1 1
1

1 2
1� � � � 	 	 	 �

� � � � �

�� � �[( ) ( ) ]* * .

Ñëåäñòâèå 2. Ýðìèòåçóåìûå èäåìïîòåíòíûå ìàòðèöû A A
BC
� è AA

BC
� èìåþò

ñëåäóþùèå ïðåäñòàâëåíèÿ:

A A CSA B A f CA B A
BC
� � �

� � �* *( )1 1

� � � � 	 	 	 �
� � � �

�

�
� � �

k
k k

kCA B A CA B A CA B A1 1
1

1 1
1

1[( ) ( ) ( )* * * ],

AA ACSA B f ACA B
BC
� � �

� � �* *( )1 1

� � � � 	 	 	 �
� � � �

�

�
� � �

k
k k

kACA B ACA B ACA B1 1
1

1 1
1

1[( ) ( ) ( )* * * ].

Ñëåäñòâèå 3. Èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà A B AA A B
BC

* *� � �
�

1 1, A ACA CA
BC
�

�* * .
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Ñëåäñòâèå 4. Ïðè rk A( ) �1èìååì ôîðìóëó A tr A B AC CA B
BC
� � � �

� [ ( )]* *1 1 1

äëÿ âû÷èñëåíèÿ âçâåøåííûõ ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö ñî çíàêîíåîïðåäåëåííûìè

âåñàìè, çàäàííûõ óñëîâèÿìè (20), (21).

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà èäåìïîòåíòíàÿ ìàòðèöà AX ñîãëàñíî îïðåäåëå-

íèþ ýðìèòåçóåìàÿ ñïðàâà èíäåôèíèòíûì ýðìèòåçàòîðîì Â, à èäåìïîòåíòíàÿ

ìàòðèöà XA ýðìèòåçóåìàÿ ñëåâà èíäåôèíèòíûì ýðìèòåçàòîðîì Ñ, ò.å. èìååì

ñèñòåìó ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé

AXA A� , XAX X� , ( )*AXB AXB� , ( )*CXA CXA� (22)

ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé

rk A B A rk A( ) ( )* �
�

1 , rk AC A rk A( ) ( )*�
�

1 . (23)

Íà îñíîâàíèè òåîðåìû 1, ëåììû 3, ñëåäñòâèÿ 2 èç ëåììû 2 èìååì óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 3. Ñèñòåìà ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé (22) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé

(23) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå X A
BC

�
� , ïðè÷åì ìàòðèöó A

BC
� ìîæíî ïðåä-

ñòàâèòü â âèäå

A C SA B
BC
� � �

�
1 1* ,

ãäå S f A B AC�
� �( )* 1 1 — ìíîãî÷ëåí îò ìàòðèöû A B AC* � �1 1 âèäà

S A B AC A B AC E
k

k k
k� � � � 	 	 	 �

� � � � � � �

�� � �
1 1 1 1

1
1 1 2

1[( ) ( ) ]* * ,

� p , p n�1, ,� — êîýôôèöèåíòû õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà f ( )� �

� �
� �det [ ]*�E A B AC1 1 , à � k — ïîñëåäíèé, îòëè÷íûé îò íóëÿ, êîýôôèöèåíò

ýòîãî ìíîãî÷ëåíà.

Ñëåäñòâèå 1. Âçâåøåííàÿ ïñåâäîîáðàòíàÿ ìàòðèöà ñî çíàêîíåîïðåäåëåííû-

ìè âåñàìè, çàäàííàÿ ñèñòåìîé ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé (22) ïðè âûïîëíåíèè óñëî-

âèé (23), èìååò òàêæå ñëåäóþùèå ïðåäñòàâëåíèÿ: A S C A B
BC
� � �

� �1
1 1*

� �
� � � �C A B S C A S B1 1

2
1

3
1* * , ãäå S1, S 2 , S 3 — ìíîãî÷ëåíû îò ýðìèòåçóåìûõ

ìàòðèö âèäà

S C A B A C A B A E
k

k k
k1

1 1 1 1
1

1 1 2
1� � � � 	 	 	 �

� � � � � � �

�� � �[( ) ( )* * ],

S AC A B AC A B E
k

k k
k2

1 1 1 1
1

1 1 2
1� � � � 	 	 	 �

� � � � � � �

�� � �[( ) ( )* * ],

S B AC A B AC A E
k

k k
k3

1 1 1 1
1

1 1 2
1� � � � 	 	 	 �

� � � � � � �

�� � �[( ) ( )* * ].

Ñëåäñòâèå 2. Ýðìèòåçóåìûå èäåìïîòåíòíûå ìàòðèöû A A
BC
� è AA

BC
� èìåþò

ñëåäóþùèå ïðåäñòàâëåíèÿ:

A A C SA B A f C A B A
BC
� � � � �

� � �
1 1 1 1* *( )

� � � � 	 	 	 �
� � � � � �

�

�
� � �

k
k k

kC A B A C A B A C A1 1 1
1

1 1 1
1

1[( ) ( ) (* * * )]B A�1 ,

AA AC SA B f AC A B
BC
� � � � �

� � �
1 1 1 1* *( )

� � � � 	 	 	 �
� � � � � �

�

�
� � �

k
k k

kAC A B AC A B AC1 1 1
1

1 1 1
1

1[( ) ( ) (* * A B* )]�1 .

Ñëåäñòâèå 3. Èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà A B AA A B
BC

* *� � �
�

1 1, A AC A
BC
� �

�
1 *

�
�C A1 * .
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Ñëåäñòâèå 4 . Ïðè rk A( ) �1 èìååì ôîðìó ëó A
BC
�

�

�
� � � � �[ ( )]* *tr A B AC C A B1 1 1 1 1 äëÿ âû÷èñëåíèÿ âçâåøåííûõ ïñåâäîîáðàòíûõ

ìàòðèö ñî çíàêîíåîïðåäåëåííûìè âåñàìè, çàäàííûõ óñëîâèÿìè (22), (23).

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà èäåìïîòåíòíûå ìàòðèöû AX è XA ñîãëàñ-

íî îïðåäåëåíèþ ýðìèòåçóåìûå ñîîòâåòñòâåííî ñëåâà ýðìèòåçàòîðîì Â è ñïðàâà

ýðìèòåçàòîðîì Ñ, ò.å. èìååì ñèñòåìó ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé

AXA A XAX X� �, , ( )*BAX BAX� , ( )*XAC XAC� (24)

ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé

rk A BA rk A( ) ( )* � , rk ACA rk A( ) ( )* � . (25)

Íà îñíîâàíèè òåîðåìû 1, ëåììû 3, ñëåäñòâèÿ 3 èç ëåììû 2 èìååì óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 4. Ñèñòåìà ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé (24) ïðè âûïîëíåíèè óñëî-

âèé (25) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå X A
BC

�
� , ïðè÷åì ìàòðèöó A

BC
� ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â âèäå

A CSA B
BC
�

� * ,

ãäå S f A BAC� ( )* — ìíîãî÷ëåí îò ìàòðèöû A BAC* âèäà

S A BAC A BAC E
k

k k
k� � � � 	 	 	 �

� � �

�� � �
1 1

1
2

1[( ) ( ) ]* * ,

� p p n, , ,�1 � , — êîýôôèöèåíòû õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà f ( )� �

� �det [ ]*�E A BAC , à � k — ïîñëåäíèé, îòëè÷íûé îò íóëÿ, êîýôôèöèåíò ýòî-

ãî ìíîãî÷ëåíà.

Ñëåäñòâèå 1. Âçâåøåííàÿ ïñåâäîîáðàòíàÿ ìàòðèöà, îïðåäåëåííàÿ óñëîâè-

ÿìè (24), (25), èìååò òàêæå ñëåäóþùèå ïðåäñòàâëåíèÿ: A S CA B
BC
�

� �1
*

� �CA BS CA S B* *
2 3 , ãäå S1, S 2 , S 3 — ìíîãî÷ëåíû îò ýðìèòåçóåìûõ ìàòðèö

âèäà

S CA BA CA BA E
k

k k
k1

1 1
1

2
1� � � � 	 	 	 �

� � �

�� � �[( ) ( ) ]* * ,

S ACA B ACA B E
k

k k
k2

1 1
1

2
1� � � � 	 	 	 �

� � �

�� � �[( ) ( ) ]* * ,

S BACA BACA E
k

k k
k3

1 1
1

2
1� � � � 	 	 	 �

� � �

�� � �[( ) ( ) ]* * .

Ñëåäñòâèå 2. Ýðìèòåçóåìûå èäåìïîòåíòíûå ìàòðèöû A A
BC
� è AA

BC
� èìåþò

ñëåäóþùèå ïðåäñòàâëåíèÿ:

A A CSA BA f CA BA
BC
�

� � �* *( )

� � � � 	 	 	 �
� �

�� � �
k

k k
kCA BA CA BA CA BA1

1
1

1[( ) ( ) ]* * * ,

AA ACSA B f ACA B
BC
�

� � �* *( )

� � � � 	 	 	 �
� �

�� � �
k

k k
kACA B ACA B ACA B1

1
1

1[( ) ( ) ]* * * .

Ñëåäñòâèå 3. Èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà A BAA A B
BC

* *�
� , A ACA CA

BC
�

�* * .

Ñëåäñòâèå 4. Ïðè rk A( ) �1 èìååì ôîðìóëó A tr A BAC CA B
BC
� �

� [ ( )]* *1 äëÿ

âû÷èñëåíèÿ âçâåøåííûõ ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö ñ âûðîæäåííûìè âåñàìè, îïðå-

äåëåííûõ óñëîâèÿìè (24), (25).

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå îïðåäåëåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñ-
òâîâàíèÿ âçâåøåííûõ ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö ñ ýðìèòîâûìè çíàêîíåîïðåäå-
ëåííûìè âåñîâûìè ìàòðèöàìè. Ðàññìîòðåíî ÷åòûðå âèäà òàêèõ ïñåâäîîáðàò-
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íûõ ìàòðèö. Äëÿ êàæäîãî èç íèõ äàíî ïðåäñòàâëåíèå âçâåøåííûõ ïñåâäîîá-
ðàòíûõ ìàòðèö â òåðìèíàõ êîýôôèöèåíòîâ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ
ýðìèòåçóåìûõ ìàòðèö. Íà îñíîâàíèè ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ìîæíî ïîñòðîèòü
ñîîòâåòñòâóþùèé àëãîðèòì äëÿ âû÷èñëåíèÿ âçâåøåííûõ ïñåâäîîáðàòíûõ ìàò-
ðèö çà ïðèåìëåìîå ÷èñëî îïåðàöèé (ñì. [21, 22]). Êðîìå òîãî, ïî àíàëîãèè
ñ [10] ìîæíî ñòðîèòü ðåãóëÿðèçîâàííûå èòåðàöèîííûå ìåòîäû äëÿ íàõîæäåíèÿ
âçâåøåííûõ ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö ñî ñìåøàííûìè ýðìèòîâûìè âåñîâûìè
ìàòðèöàìè. Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷è âû÷èñëåíèÿ ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö è íîð-
ìàëüíûõ ïñåâäîðåøåíèé îòíîñÿòñÿ ê êëàññó íåêîððåêòíûõ çàäà÷ (íåò íåïðå-
ðûâíîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è îò èçìåíåíèÿ èñõîäíûõ äàííûõ), ïîýòî-
ìó áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïóáëèêàöèé ïîñâÿùåíî àíàëèçó âëèÿíèÿ âîçìóùåíèé
èñõîäíûõ äàííûõ ïðè ðåøåíèè òàêèõ çàäà÷. Äëÿ çàäà÷ ñ ïîëîæèòåëüíî-îïðå-
äåëåííûìè âåñàìè äëÿ ýòîãî èñïîëüçîâàëîñü âçâåøåííîå ñèíãóëÿðíîå ðàçëî-
æåíèå ìàòðèö ñ ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííûìè âåñàìè, ïîñòðîåííîå â [23]
(ñì., íàïðèìåð, [24–28]). Äëÿ ïîëó÷åíèÿ íîðìàëüíîãî ïñåâäîðåøåíèÿ ñ çàäàí-
íîé òî÷íîñòüþ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ñèììåòðè÷íîé
ðàçðåæåííîé ïîëóîïðåäåëåííîé ìàòðèöåé â [29] èñïîëüçîâàí ìåòîä òðåõýòàï-
íîé ðåãóëÿðèçàöèè.
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²ÑÍÓÂÀÍÍß ÒÀ ªÄÈÍ²ÑÒÜ ÇÂÀÆÅÍÈÕ ÏÑÅÂÄÎÎÁÅÐÍÅÍÈÕ ÌÀÒÐÈÖÜ Ç ÍÅÂÈÐÎÄÆÅÍÈÌÈ

²ÍÄÅÔ²Í²ÒÍÈÌÈ ÂÀÃÀÌÈ

Àíîòàö³ÿ. Äëÿ äîâ³ëüíèõ êîìïëåêñíèõ ìàòðèöü îòðèìàíî íåîáõ³äí³ ³ äîñ-
òàòí³ óìîâè ³ñíóâàííÿ ³ ºäèíîñò³ çâàæåíèõ ïñåâäîîáåðíåíèõ ìàòðèöü ç íå-
âèðîäæåíèìè çíàêîíåâèçíà÷åíèìè âàãàìè. Îòðèìàíî âèãëÿä öèõ ìàòðèöü
â òåðì³íàõ êîåô³ö³ºíò³â õàðàêòåðèñòè÷íèõ ìíîãî÷ëåí³â åðì³òèçîâíèõ ìàò-
ðèöü.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: çâàæåí³ ïñåâäîîáåðíåí³ ìàòðèö³ ç³ çíàêîíåâèçíà÷åíèìè âà-
ãàìè, åðì³òèçîâí³ ìàòðèö³.

N.A. Vareniuk, N.I. Tukalevska
EXISTENCE AND UNIQUENESS OF WEIGHTED PSEUDOINVERSE

MATRICES WITH NONSINGULAR INDEFINITE WEIGHTS

Abstract. For arbitrary complex matrices, necessary and sufficient conditions for
the existence and uniqueness of weighted pseudoinverses with nonsingular
indefinite weights are obtained. The representations of these matrices are
obtained in terms of the coefficients of characteristic polynomials of the
Hermitizable matrices.

Keywords: weighted pseudoinverse matrices with indefinite weights,
Hermitizable matrix.
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