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Àííîòàöèÿ. Ïðåäëîæåí ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷è îïòèìèçàöèè íàäåæíîñòè
ñëîæíûõ ñèñòåì ñ èñïîëüçîâàíèåì áóôåðíîé âåðîÿòíîñòè ïðåâûøåíèÿ
bPOE. Â êà÷åñòâå îáúåêòà èññëåäîâàíèÿ ðàññìîòðåíà ìîäåëü îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ êîëåáàíèÿìè øàðíèðíî çàêðåïëåííîé áàëêè ñî ñëó÷àéíûìè äå-
ôåêòàìè. Ïîêàçàíî, ÷òî ìèíèìèçàöèÿ bPOE â çàäà÷àõ îïòèìèçàöèè íàäåæ-
íîñòè áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíà, ÷åì ìèíèìèçàöèÿ êëàññè÷åñêîé âåðîÿòíîñòè
ïðåâûøåíèÿ êðèòåðèÿ áåçîïàñíîñòè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: áóôåðíàÿ âåðîÿòíîñòü ïðåâûøåíèÿ bPOE, îïòèìèçàöèÿ
íàäåæíîñòè, ôîðìà êîëåáàíèé, äåôåêòû, îøèáêà àïïðîêñèìàöèè.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå îïèñàí ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷è îïòèìèçàöèè íàäåæíîñ-
òè ñëîæíûõ ñèñòåì ñ èñïîëüçîâàíèåì áóôåðíîé âåðîÿòíîñòè ïðåâûøåíèÿ
(Buffered Probability of Exceedance, bPOE). Â êà÷åñòâå îáúåêòà èññëåäîâàíèÿ
ðàññìîòðåíà ìîäåëü îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ êîëåáàíèÿìè øàðíèðíî çàêðåï-
ëåííîé áàëêè ñî ñëó÷àéíûìè äåôåêòàìè, ïðåäëîæåííàÿ â [1, 2].

Íà ýòàïå ïðîåêòèðîâàíèÿ êîíñòðóêöèè ìåõàíè÷åñêîãî óñòðîéñòâà äëÿ âîçáóæ-
äåíèÿ è ôîðìèðîâàíèÿ âîëíîâîãî äâèæåíèÿ âîçíèêàåò ïðîáëåìà îïòèìàëüíîãî âû-
áîðà åãî ïàðàìåòðîâ. Òàêèå óñòðîéñòâà ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ãåíåðàöèè, ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ è ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè (è â áîëåå îáùåì ñìûñëå äëÿ ïåðåäà÷è ýíåðãèè
âîëí). Âîçáóæäåíèå êîëåáàíèé ïðîèñõîäèò ïîä âîçäåéñòâèåì íåñêîëüêèõ âíåøíèõ
ïåðèîäè÷åñêèõ ñèë. Ãëàâíàÿ öåëü íà ýòàïå ïðîåêòèðîâàíèÿ — âûáîð òàêèõ ïàðà-
ìåòðîâ êîíñòðóêöèè, êîòîðûå îáåñïå÷àò ðåæèì êîëåáàíèÿ, íàèáîëåå áëèçêèé ê çà-
äàííîìó, íà ïðîòÿæåíèè äëèòåëüíîãî âðåìåíè ýêñïëóàòàöèè ýòîãî óñòðîéñòâà.

Â [1] ðàññìîòðåíà ïðîñòåéøàÿ äåòåðìèíèðîâàííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü òà-
êîãî óñòðîéñòâà, îïèñûâàþùàÿ óïðàâëÿåìîå âîçáóæäåíèå êîëåáàíèé îäíîðîäíîé
øàðíèðíî çàêðåïëåííîé áàëêè áåç äåôåêòîâ, è ðàçðàáîòàí ïîëóàíàëèòè÷åñêèé ìå-
òîä ðåøåíèÿ îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ êîëè÷åñòâà ñèë è èõ õàðàêòå-
ðèñòèê, êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò æåëàåìóþ ôîðìó êîëåáàíèé ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ.
Â êà÷åñòâå ôóíêöèè öåëè èñïîëüçîâàíà îøèáêà àïïðîêñèìàöèè, îïðåäåëÿåìàÿ êàê
ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå ìîäåëèðóåìîé ôîðìû êîëåáàíèé îò æåëàåìîé.
Â [2] ïðåäëîæåíà áîëåå îáùàÿ äåòåðìèíèðîâàííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, â êîòî-
ðîé ó÷èòûâàåòñÿ íàëè÷èå äåôåêòîâ íà ïîâåðõíîñòè áàëêè.

Ïðè ìîäåëèðîâàíèè êîëåáàíèÿ áàëêè ñ äåôåêòîì â [2] ïðîàíàëèçèðîâàí õà-
ðàêòåð çàâèñèìîñòè îøèáêè àïïðîêñèìàöèè îò âåëè÷èíû äåôåêòà, åãî ëîêàëèçà-
öèè íà áàëêå è êîëè÷åñòâà ïðèëîæåííûõ ñèë. Ïîêàçàíî, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò ïà-
ðàìåòðîâ äåôåêòà îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå îøèáêè àïïðîêñèìàöèè ìîæåò ñóùåñ-
òâåííî (âïëîòü äî äâóõ ïîðÿäêîâ) ïðåâûøàòü ýòîò ïîêàçàòåëü, ïîëó÷åííûé áåç
ó÷åòà äåôåêòîâ. Òàêèì îáðàçîì, íåäîîöåíêà âëèÿíèÿ äåôåêòîâ íà ýôôåêòèâíîñòü
ðàáîòû êîíñòðóêöèè ìîæåò ïðèâåñòè ê áîëüøèì ïîòåðÿì ïðè åå ïðîìûøëåííîé
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ýêñïëóàòàöèè. Ïîñêîëüêó íà ýòàïå ïðîåêòèðîâàíèÿ íå èìååòñÿ èíôîðìàöèè î êî-
ëè÷åñòâå è ïàðàìåòðàõ äåôåêòîâ, êîòîðûå ïîÿâÿòñÿ â áóäóùåì â ïðîöåññå
ýêñïëóàòàöèè êîíñòðóêöèè, âîçíèêëà íåîáõîäèìîñòü â ðàçðàáîòêå ñòîõàñòè÷åñ-
êîé âåðñèè ìîäåëè, ó÷èòûâàþùåé, ÷òî èõ âîçíèêíîâåíèå ñëó÷àéíî.

Â êëàññè÷åñêîé ïîñòàíîâêå ñòîõàñòè÷åñêàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
êîëåáàíèÿìè øàðíèðíî çàêðåïëåííîé áàëêè ñî ñëó÷àéíûìè äåôåêòàìè ñîñòîèò
â âûáîðå òàêèõ ïàðàìåòðîâ óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé, ïðè êîòîðûõ ìèíèìèçè-
ðóåòñÿ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îøèáêà àïïðîêñèìàöèè ïðåâûñèò íåêîòîðûé çàäàí-
íûé ïîðîã (âåðîÿòíîñòü îòêàçîâ). Êàê èçâåñòíî, âåðîÿòíîñòü îòêàçîâ íå ó÷èòûâà-
åò èíôîðìàöèè î áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ îøèáêè àïïðîêñèìàöèè, íàõîäÿùèõñÿ
â õâîñòå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Êðîìå òîãî, ìèíèìèçàöèÿ âåðîÿòíîñòè îòêàçîâ
ñîïðÿæåíà ñ èçâåñòíûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè òðóäíîñòÿìè. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå
ïðåäëàãàåòñÿ âìåñòî âåðîÿòíîñòè îòêàçîâ ìèíèìèçèðîâàòü bPOE, ïîñêîëüêó ýòà
ìåðà ðèñêà ó÷èòûâàåò ñðåäíåå çíà÷åíèå õâîñòà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ è èìååò
ðÿä ïîëåçíûõ ñâîéñòâ, ñóùåñòâåííî óïðîùàþùèõ ïðîöåññ îïòèìèçàöèè
íàäåæíîñòè [3–7].

Â ðàçä.1 ïðèâåäåíà ïîñòàíîâêà çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ âîçáóæäåíè-
åì êîëåáàíèé øàðíèðíî çàêðåïëåííîé áàëêè. Â ïîäðàçä. 1.1 ðàññìîòðåíà äåòåðìè-
íèðîâàííàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Â ïîäðàçä. 1.2 ïðèâåäåíà êëàññè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà
çàäà÷è îïòèìèçàöèè íàäåæíîñòè. Â ïîäðàçä. 1.3 äàí êðàòêèé îáçîð íàèáîëåå èç-
âåñòíûõ ìåð ðèñêà è ñôîðìóëèðîâàíà îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à ñ èñïîëüçîâàíèåì
bPOE. Â ðàçä. 2 ïðèâåäåí àíàëèç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è.

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ÂÎÇÁÓÆÄÅÍÈÅÌ
ÊÎËÅÁÀÍÈÉ ØÀÐÍÈÐÍÎ ÇÀÊÐÅÏËÅÍÍÎÉ ÁÀËÊÈ

Â [1] ðàññìàòðèâàëèñü óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé � øàðíèðíî çà-
êðåïëåííîé óïðóãîé îäíîðîäíîé áàëêè áåç äåôåêòîâ åäèíè÷íîé äëèíû ïîä
âîçäåéñòâèåì I òî÷å÷íûõ ñèë, ïðèëîæåííûõ â òî÷êàõ � j ñ êîìïëåêñíûìè àì-

ïëèòóäàìè F u ij j j� � � , j I�1, ,� . Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:
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áàíèé ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåé êðàåâîé çàäà÷å [8, 9]:
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ãäå E , D , � — ñîîòâåòñòâåííî ìîäóëü Þíãà, ìîìåíò èíåðöèè ïîïåðå÷íîãî ñå÷å-
íèÿ è ïëîòíîñòü áàëêè, w x t( , ) — ïðîãèá áàëêè â ìîìåíò âðåìåíè t â òî÷êå x ,

x ( , )0 1 . Ðåøåíèå çàäà÷è (1) îòûñêèâàëîñü â âèäå w x t w x ei t( , ) ( )� � , ãäå w x( ) —

êîìïëåêñíàÿ àìïëèòóäà ïðîãèáà.

1.1. Äåòåðìèíèðîâàííàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïóñòü w F x( , , )
� �

� — êîìïëåê-

ñíàÿ àìïëèòóäà ïðîãèáà, ïîëó÷åííàÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷è (1). Çàäàíà æåëàåìàÿ

ôîðìà êîëåáàíèé W x A x ei x( ) ( ) ( )� � . Îòêëîíåíèå ìîäåëèðóåìîé ôîðìû êîëåáà-

íèé îò æåëàåìîé ïðè ôèêñèðîâàííûõ
�

F è
�
� ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíîé ôóíêöèåé

R F x w F x W x( , , ) ( , , ) ( )
� � � �

� �� � . Ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå âû÷èñëÿåòñÿ ïî

ôîðìóëå
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H F R F x R F x dx w F x( , ) ( , , ) ( , , ) | ( , , )
� � � � � � � �

� � � �� � �� �
0

1

0

1

W x dx( ) |2 ,

ãäå R F x( , , )
� �

� — êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííàÿ ôóíêöèÿ ê ôóíêöèè R F x( , , )
� �

� . Â äå-

òåðìèíèðîâàííîé ïîñòàíîâêå çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ âîçáóæäåíèåì êî-
ëåáàíèé îäíîðîäíîé øàðíèðíî çàêðåïëåííîé áàëêè ñîñòîèò â ïîèñêå çíà÷åíèé
ïàðàìåòðîâ Fi i, � , i I�1, ,� , ïðè êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì ñðåäíåêâàäðàòè-

÷åñêîãî îòêëîíåíèÿ ìîäåëèðóåìîé ôîðìû êîëåáàíèé îò æåëàåìîé H F( , )
� �

� :

H H F H F
F

� � �� �( , ) min ( , )
,

� � � �

� �� �
�

. (2)

Â [2] ðàññìàòðèâàëàñü áîëåå ñëîæíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è, ó÷èòûâàþùàÿ íà-
ëè÷èå íåîäíîðîäíîñòåé (äåôåêòîâ) íà áàëêå. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî èç-
âåñòíà èñ÷åðïûâàþùàÿ èíôîðìàöèÿ î ïàðàìåòðàõ äåôåêòîâ, êîòîðûå ïðåäñòàâëå-

íû â âèäå êîìïîíåíòîâ âåêòîðà
� � �

�
�

V N dET
def def def def� ( , , , )� , ãäå N def — êî-

ëè÷åñòâî äåôåêòîâ;
�

�� � �def def
� ( , , )1 N — âåêòîð òî÷åê ëîêàëèçàöèè äåôåêòîâ

íà áàëêå;
�
� � � �def def

� ( , , )1 N — âåêòîð ãåîìåòðè÷åñêèõ ðàçìåðîâ äåôåêòîâ;

dE E E N

�
�def def

� ( , , )� �1 — âåêòîð îòíîñèòåëüíûõ èçìåíåíèé ìîäóëÿ Þíãà.

Ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî k-é äåôåêò äëèíîé � k , ëîêàëèçîâàííûé â òî÷êå
xk k i� �� � , i I� �1, , , õàðàêòåðèçóåòñÿ èçìåíåíèåì ìîäóëÿ Þíãà � Ek ,
k N�1, ,� def . Â òàêîé ïîñòàíîâêå ôóíêöèÿ öåëè âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå [2]

L F V w F V x W x dx( , , ) | ( , , , ) ( ) |
� � � � � �

� �� ��
0

1
2 ,

ãäå w F V x( , , , )
� � �

� — êîìïëåêñíàÿ àìïëèòóäà ïðîãèáà, ïîëó÷åííàÿ ñ ó÷åòîì íà-

ëè÷èÿ äåôåêòîâ (ñì. [2]), è äåòåðìèíèðîâàííàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-
íèÿ âîçáóæäåíèåì êîëåáàíèé øàðíèðíî çàêðåïëåííîé áàëêè ñ èçâåñòíûì âåê-

òîðîì ïàðàìåòðîâ äåôåêòîâ
�

V ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

L V L F V L F V
F

� � �� �( ) ( , , ) min ( , , )
,

� � � � � � �

� �
� �

�

.

1.2. Êëàññè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è îïòèìèçàöèè íàäåæíîñòè. Â ñòî-
õàñòè÷åñêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è îïòèìèçàöèè íàäåæíîñòè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà
áàëêå ïîÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîå êîëè÷åñòâî äåôåêòîâ, õàðàêòåðèçóþùèõñÿ ñëó÷àé-

íûìè ïàðàìåòðàìè. Ïóñòü
� � � �
� �� ( , , , )N l dEdef def def def îáîçíà÷àåò ñëó÷àéíûé

âåêòîð, â êîòîðîì N def — ñëó÷àéíîå êîëè÷åñòâî äåôåêòîâ, îãðàíè÷åííîå çàäàí-
íûì ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíèåì;

�
�def — âåêòîð ñëó÷àéíûõ ìåñò ðàñïîëîæåíèÿ

äåôåêòîâ íà áàëêå;
�
ldef — âåêòîð ñëó÷àéíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ðàçìåðîâ äåôåêòîâ;

dE
�

def — âåêòîð ñëó÷àéíûõ îòíîñèòåëüíûõ èçìåíåíèé ìîäóëÿ Þíãà. Â ñòîõàñòè-

÷åñêîì ñëó÷àå ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå ìîäåëèðóåìîé ôîðìû êîëåáà-

íèé îò æåëàåìîé ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ êîìïîíåíò âåêòîðîâ
�

F è
�
� ÿâëÿåòñÿ

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé L F( , , )
� � �

� � , çàâèñÿùåé îò ñëó÷àéíîãî âåêòîðà
�
�.

Â òåîðèè íàäåæíîñòè â êà÷åñòâå êîëè÷åñòâåííîãî ïîêàçàòåëÿ íàäëåæàùåãî
ôóíêöèîíèðîâàíèÿ êîíñòðóêöèè èñïîëüçóåòñÿ âåðîÿòíîñòü îòêàçà, ò.å. âåðîÿò-

íîñòü òîãî, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííûõ âåêòîðàõ óïðàâëÿþùèõ ïåðåìåííûõ
�

F ,
�
� çíà-
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÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû L F( , , )
� � �

� � ïðåâûñèò íåêîòîðûé çàäàííûé ïîðîã h. Çíà-

÷åíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà
�
�, ïðè êîòîðûõ L F h( , , )

� � �
� � � , ñîîòâåòñòâóþò îòêàçó

ñèñòåìû. Ñîãëàñíî êëàññè÷åñêîé òåîðèè íàäåæíîñòè ñòîõàñòè÷åñêàÿ çàäà÷à
îïòèìàëüíîãî âûáîðà ïàðàìåòðîâ ìåõàíè÷åñêîãî óñòðîéñòâà äëÿ âîçáóæäåíèÿ è
ôîðìèðîâàíèÿ âîëíîâîãî äâèæåíèÿ ñîñòîèò â ìèíèìèçàöèè âåðîÿòíîñòè òîãî,
÷òî ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå ìîäåëèðóåìîé ôîðìû êîëåáàíèé îò
æåëàåìîé ïðåâûñèò çàäàííûé ïîðîã h:

min ( , , )
,

� �

� � �

F

P L F h
�

� �{ }� . (3)

1.3. Îáîáùåííàÿ ïîñòàíîâêà ñòîõàñòè÷åñêîé çàäà÷è ñ èñïîëüçîâàíèåì
ìåðû ðèñêà. Âåðîÿòíîñòü îòêàçîâ — îäíà èç âîçìîæíûõ ìåð ðèñêà. Â áîëåå îáùåé
ïîñòàíîâêå çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî âûáîðà ïàðàìåòðîâ ìåõàíè÷åñêîãî óñòðîéñòâà äëÿ
âîçáóæäåíèÿ è ôîðìèðîâàíèÿ âîëíîâîãî äâèæåíèÿ ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü â âèäå

min ( ( , , ))
,

� �

� � �

F

L F
�

� � � , (4)

ãäå � — íåêîòîðàÿ ìåðà ðèñêà.
Íàðÿäó ñ âåðîÿòíîñòüþ P Y h{ }� (Probability of Exceedance, POE) ïðåâûøå-

íèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé Y çàäàííîãî ïîðîãà h øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ äðóãàÿ
ìåðà ðèñêà, à èìåííî 	-êâàíòèëü, q Y	 ( ). Â ôèíàíñîâûõ ïðèëîæåíèÿõ êâàíòèëü
íàçûâàåòñÿ VaR (Value-at-Risk). Ìåðû ðèñêà POE è êâàíòèëü ó÷èòûâàþò òîëüêî
ìèíèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y , ðàñïîëîæåííûå â õâîñòå ôóíê-
öèè ðàñïðåäåëåíèÿ, è íå ñîäåðæàò èíôîðìàöèè î çíà÷åíèÿõ, ðàñïîëîæåííûõ
â êîíöå õâîñòà, êîòîðûå ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Y ìîæåò ïðèíèìàòü ñ î÷åíü ìàëîé
âåðîÿòíîñòüþ.

Áîëåå ïîëåçíûå ñâîéñòâà èìåþò òàêèå ìåðû ðèñêà, êàê CVaR (Conditional
Value-at-Risk, óñëîâíàÿ VaR) è bPOE. Ìåðà ðèñêà CVaR õàðàêòåðèçóåò ìàòåìàòè-
÷åñêîå îæèäàíèå çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ðàñïîëîæåííûõ â õâîñòå åå
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Â îòëè÷èå îò POE è VaR ìåðà ðèñêà CVaR ó÷èòûâàåò
àìïëèòóäó ðàçáðîñà â õâîñòå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Â [3, 10] âìåñòî òåðìèíà
CVaR, øèðîêî ðàñïðîñòðàíåííîãî â ëèòåðàòóðå ïî ôèíàíñîâîé èíæåíåðèè, ïðåä-
ëàãàåòñÿ áîëåå óíèâåðñàëüíûé òåðìèí «ñóïåðêâàíòèëü». Ïðè ýòîì âìåñòî òðàäè-
öèîííîãî îáîçíà÷åíèÿ CVaR 	 ( )Y èñïîëüçóåòñÿ q Y	 ( ), óêàçûâàþùåå íà ñâÿçü
ñ êâàíòèëåì. Ìåðà ðèñêà CVaR îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Åñëè äëÿ çàäàííîãî óðîâíÿ äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòè 	 ôóíêöèÿ ðàñïðå-
äåëåíèÿ F yY ( ) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y íå èìååò ñêà÷êà â òî÷êå q Y	 ( ), òî CVaR,
ò.å. q Y	 ( ), âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå [11]: q Y E Y Y q Y	 	( ) [ : ( )]� � . Â îáùåì
ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F yY ( ) èìååò ñêà÷îê â òî÷êå q Y	 ( ), ìåðà
ðèñêà CVaR âû÷èñëÿåòñÿ ïî áîëåå ñëîæíîé ôîðìóëå, ïðåäëîæåííîé â [12]:

q Y
E Y

	
�

�
�

	
( ) min

[ – ]
� �

�

�

�

�
�

�

	






�

1
,

ãäå [ ] ,� � �� max { }0 . Ýòà ôîðìóëà ïîçâîëÿåò îäíîâðåìåííî âû÷èñëÿòü îáà ïî-

êàçàòåëÿ ðèñêà: VaR è CVaR, ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ ëèíåéíîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ è íåãëàäêîé îïòèìèçàöèè.

Â [3] ðàññìîòðåíà âñïîìîãàòåëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Y , êîòîðàÿ ãåíåðè-
ðóåòñÿ çíà÷åíèÿìè CVaR ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y ïðè èçìåíåíèè 	 îò 0 äî 1, è åå
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ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, íàçâàííàÿ ñóïåððàñïðåäåëåíèåì, F F qY Y Y
� � �1. Òàêèì

îáðàçîì, ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè 	 çíà÷åíèå CVaR, ò.å. q Y	 ( ), èíòåðïðå-
òèðóåòñÿ êàê êâàíòèëü ñóïåððàñïðåäåëåíèÿ FY .

Â [3] ïðåäëîæåíà íîâàÿ ìåðà íàäåæíîñòè ñ ïîðîãîì h � 0, àëüòåðíàòèâíàÿ
POE, — áóôåðíàÿ âåðîÿòíîñòü îòêàçîâ. Ýòîò ïîêàçàòåëü áîëåå êîíñåðâàòèâíûé,
÷åì POE. Îí ïîçâîëÿåò, êðîìå âåðîÿòíîñòè ïðåâûøåíèÿ ïîðîãà, ó÷èòûâàòü òàê-
æå è ñòåïåíü ýòîãî ïðåâûøåíèÿ, ÷òî íåâîçìîæíî â ñëó÷àå êëàññè÷åñêîé
âåðîÿòíîñòè îòêàçîâ.

Â [6] ïðåäëîæåíî â êà÷åñòâå ïîðîãà âûáèðàòü ñðåäíåå çíà÷åíèå õâîñòà ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ è ââåäåíà íîâàÿ ìåðà bPOE, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ïîðîãîâîãî
çíà÷åíèÿ y è ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y è îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

p y

y Y

q y E Y y YY Y
( )

, sup ;

( ), [ ] sup ;�

�

� � ��

0

1

1

1
åñëè

åñëè

â ïðîòèâíîì ñëó àå.�

�

�
�

�
�

Â [7] ïîëó÷åíà ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ bPOE:

p y
E b Y y y Y

y Y
Y b( )

min , [ ( ) ] , sup ;

, sup
�

� � �

�
�

�

0
0 1

0

åñëè

åñëè .

�
�
�

��

Ïîñêîëüêó bPOE ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ãðàíèöåé POE, ìèíèìèçàöèÿ bPOE ñïîñîá-
ñòâóåò óìåíüøåíèþ çíà÷åíèÿ POE. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî bPOE è CVaR âçàè-
ìîñâÿçàíû, èìååòñÿ ñóùåñòâåííîå ðàçëè÷èå ìåæäó çàäà÷àìè ìèíèìèçàöèè
bPOE è CVaR. Ìèíèìèçàöèÿ bPOE óìåíüøàåò âåðîÿòíîñòü âîçíèêíîâåíèÿ íå-
æåëàòåëüíîãî ñîáûòèÿ, à â çàäà÷å ìèíèìèçàöèè CVaR ìèíèìèçèðóåòñÿ ñðåä-
íåå çíà÷åíèå õâîñòà ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ýòîé âåðîÿò-
íîñòè. Òàêèì îáðàçîì, ýòè çàäà÷è äîïîëíÿþò îäíà äðóãóþ.

Ïîñêîëüêó bPOE èìååò ìíîãî ïîëåçíûõ ñâîéñòâ, â êà÷åñòâå ìåðû ðèñêà �

â çàäà÷å (4) öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü bPOE. Äëÿ ïîâûøåíèÿ óñòîé÷èâîñòè àë-
ãîðèòìà â öåëåâîé ôóíêöèîíàë (4) ñëåäóåò òàêæå âêëþ÷èòü ðåãóëÿðèçèðóþùèé

ôóíêöèîíàë D F( , )
� �

� ñî øòðàôíûì êîýôôèöèåíòîì 
 .

Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ îáîáùåííàÿ ïîñòàíîâêà ñòîõàñòè÷åñêîé
çàäà÷è îïòèìàëüíîãî âûáîðà ïàðàìåòðîâ ìåõàíè÷åñêîãî óñòðîéñòâà äëÿ âîçáóæ-
äåíèÿ è ôîðìèðîâàíèÿ âîëíîâîãî äâèæåíèÿ ïðè íàëè÷èè äåôåêòîâ

min ( ( , , )) ( , )
,

� �

� � � � �

F
hbPOE L F D F

�

� � 
 �� . (5)

2. ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈß ÊÎËÅÁÀÍÈß ÁÀËÊÈ
ÑÎ ÑËÓ×ÀÉÍÛÌÈ ÄÅÔÅÊÒÀÌÈ

Ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ êîëåáàíèåì íåîäíîðîäíîé áàëêè
ñî ñëó÷àéíûìè ïàðàìåòðàìè äåôåêòîâ ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ÷àñòîòû (âîë-
íîâîãî ÷èñëà k) è êîëè÷åñòâå ïðèëîæåííûõ ñèë I ïðîâîäèëîñü ñ èñïîëüçîâà-
íèåì ìíîãîôóíêöèîíàëüíîãî ïàêåòà PSG (Matlab Interface), ïðåäîñòàâëåííîãî
American Optimal Decision, USA [13].

Ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî êîëè÷åñòâî äåôåêòîâ N def íå ïðåâûøàåò çàäàííîãî

çíà÷åíèÿ N max , à îñòàëüíûå êîìïîíåíòû âåêòîðà ïàðàìåòðîâ äåôåêòîâ
�
� íåçàâè-

ñèìûå è ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå â çàäàííûõ ïðåäåëàõ ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.
×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîâîäèëîñü ñëåäóþùèì îáðàçîì.
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Íà ïåðâîì ýòàïå ïðè çàäàííûõ èñõîäíûõ ïàðàìåòðàõ (æåëàåìîé ôîðìû êî-
ëåáàíèé W x W x i W x( ) ( ) ( )� �Re Im , âîëíîâîì ÷èñëå k è êîëè÷åñòâå ñèë I ) ðåøà-
ëàñü äåòåðìèíèðîâàííàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ êîëåáàíèÿìè óïðóãîé
áàëêè áåç äåôåêòîâ (2). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷åíû îïòèìàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè ñèë
� �

F det det, � : òî÷êè èõ ïðèëîæåíèÿ
�

�� � �det det det T� ( , , )1 I
, à òàêæå äåéñòâèòåëüíûå

è ìíèìûå ÷àñòè èõ àìïëèòóä
�

�F F F
I

det det det T� �( , , )1 ( ,u i1 1
det det� � �

� , )u i
I I
det det T� � , êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå çàäàííîé ôîð-

ìû è ïîòî÷å÷íîé ôàçû êîëåáàíèé áàëêè íà ÷àñòîòå, ñîîòâåòñòâóþùåé çàäàííîìó
âîëíîâîìó ÷èñëó k. Êðîìå òîãî, ïîëó÷åíî îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå

H H F* ( , )�
� �

det det� ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî îòêëîíåíèÿ ìîäåëèðóåìîé ôîðìû

êîëåáàíèé îò æåëàåìîé, ñîîòâåòñòâóþùåå îïòèìàëüíîìó ðåøåíèþ äåòåðìèíèðî-

âàííîé çàäà÷è
� �

F det det, � .

Íà âòîðîì ýòàïå ãåíåðèðîâàëàñü âûáîðêà çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

L F( , , )
� � �

det det� � îáúåìà M � 20000 â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî íà áàëêå èìåþòñÿ äå-

ôåêòû, õàðàêòåðèçóþùèåñÿ ñëó÷àéíûìè ïàðàìåòðàìè. Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàëàñü
ñëåäóþùàÿ ïðîöåäóðà:

1) ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáèðàëîñü êîëè÷åñòâî äåôåêòîâ N def , íå ïðåâûøà-
þùåå çàäàííîãî çíà÷åíèÿ N max ;

2) äëÿ n N�1, ,� def ãåíåðèðîâàëèñü ñëó÷àéíûì îáðàçîì çíà÷åíèÿ ïàðàìåò-
ðîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ n-é äåôåêò, à èìåííî åãî ðàñïîëîæåíèå íà áàëêå
�n ( , )0 1 , ãåîìåòðè÷åñêèé ðàçìåð � Ln  (0, 0.1), èçìåíåíèå ìîäóëÿ Þíãà � En ;

3) îïðåäåëÿëèñü êîìïîíåíòû âåêòîðà
� � � �
� �� � ( , , , )N l dEdef def def def :

�
�def �

� ( , , )� �1 � N def
,

�
�l l lNdef def

� ( , , )1 è dE E E N

�
�def def

� ( , , )� �1 ;

4) âû÷èñëÿëîñü ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå ìîäåëèðóåìîé ôîðìû
êîëåáàíèé îò æåëàåìîé (îøèáêà àïïðîêñèìàöèè)

L F w F x W x dx( , , ) | ( , , , ) ( ) |
� � � � � �

det det det det� � � �� ��
0

1
2 .

Ïîëó÷åííóþ âûáîðêó, ñîñòîÿùóþ èç M çíà÷åíèé L F1 1( , , ),
� � �

�
det det� �

�
� � �

, ( , , )L FM M
det det� � , ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ðàâíîâåðîÿòíûå ðåàëèçàöèè

äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû L F( , , )
� � �

det det� � ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ

F x P L F x( ) ( , , )� �{ }det det
� � �

� � .

Ãåíåðèðîâàëèñü ÷åòûðå âûáîðêè îäèíàêîâîãî îáúåìà M � 20000, ñîîòâåò-
ñòâóþùèå çíà÷åíèÿì âîëíîâîãî ÷èñëà k � 1.8 è êîëè÷åñòâó ïðèëîæåííûõ ñèë
I � 5 ïðè N max � 1, 3, 5, 7, è ñòðîèëèñü ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
äëÿ êàæäîé èç íèõ (ðèñ. 1).

Íà ðèñ. 1 Gi — óñëîâíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, G xi ( ) �

� � �P L F x N i{ }det det( , , ) | max

� � �

� � . Ñîãëàñíî òåîðèè íàäåæíîñòè G xi ( ) — ôóíêöèÿ

ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè áåçîòêàçíîé ðàáîòû ñèñòåìû ïðè íàëè÷èè íå áîëåå i

äåôåêòîâ. Èç ðèñ. 1 âèäíî, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè çíà÷åíèÿ N max õâîñòû ðàñïðåäå-
ëåíèÿ âåðîÿòíîñòè áåçîòêàçíîé ðàáîòû ñèñòåìû ñòàíîâÿòñÿ áîëåå «òÿæåëûìè».

Èññëåäîâàëîñü, êàê êîëè÷åñòâî ñèë, ïðèëîæåííûõ ê áàëêå, âëèÿåò íà âåðîÿò-
íîñòü ïðåâûøåíèÿ îøèáêîé àïïðîêñèìàöèè çàäàííîãî ïîðîãà ïðè ôèêñèðîâàííûõ
çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ è N max . Ìîäåëèðîâàíèå ïðîâîäèëîñü äëÿ âîëíîâûõ ÷èñåë
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k � 3.6 è 4.6 è ïðè ìàêñèìàëü-
íîì êîëè÷åñòâå äåôåêòîâ
N max � 5. Äëÿ êàæäîãî èç çíà-
÷åíèé k ðåøàëàñü ñåðèÿ äåòåð-
ìèíèðîâàííûõ çàäà÷ îïòèìàëü-
íîãî óïðàâëåíèÿ êîëåáàíèÿìè
óïðóãîé áàëêè áåç äåôåêòîâ (2)
ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ êîëè-
÷åñòâà ïðèëîæåííûõ ñèë I . Ïðè
ýòîì îïðåäåëÿëèñü îïòèìàëü-
íûå õàðàêòåðèñòèêè ñèë
� �

FkI kI
� �, � è îïòèìàëüíîå çíà÷å-

íèå H H FkI kI kI
� � �� ( , )

� �
� ñðåäíå-

êâàäðàòè÷åñêîãî îòêëîíåíèÿ
ìîäåëèðóåìîé ôîðìû êîëåáà-

íèé îò æåëàåìîé. Ïîñëå ýòîãî M � 20000 ðàç ãåíåðèðîâàëîñü ñëó÷àéíîå êîëè÷åñò-
âî äåôåêòîâ, íå ïðåâûøàþùåå N max , äëÿ êîòîðûõ ãåíåðèðîâàëèñü ñëó÷àéíûå çíà-
÷åíèÿ èõ ïàðàìåòðîâ (äëèíà, ìåñòî ëîêàëèçàöèè íà áàëêå è èçìåíåíèå ìîäóëÿ
Þíãà). Òàêèì îáðàçîì ôîðìèðîâàëñÿ ñëó÷àéíûé âåêòîð

�
�kI . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷å-

íà âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèõ îòêëîíåíèé ìîäåëèðóåìîé
ôîðìû êîëåáàíèé îò æåëàåìîé L FkI kI kI( , , )

� � �
� �� � îáúåìà M , ïî êîòîðîé âû÷èñëÿ-

ëèñü âåðîÿòíîñòè P L F hkI kI kI{ }( , , )
� � �

� � �� � ïðåâûøåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé

L FkI kI kI( , , )
� � �

� �� � çàäàííûõ çíà÷åíèé ïîðîãà h. Äëÿ êàæäîãî âîëíîâîãî ÷èñëà k ôîð-

ìèðîâàëñÿ íàáîð ïîðîãîâûõ çíà÷åíèé { }2 10H Hk k
� �, ,� , ãäå H Hk kI

� ��
min

, I min —

ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ñèë, ñîîòâåòñòâóþùåå âîëíîâîìó ÷èñëó k. Ïðè k � 3.6
âåëè÷èíû I min � 4 è H 3 6.

� � 4.38E–4; ïðè k � 4.6 âåëè÷èíû I min � 5 è

H 4 6.
� � 5.99E–4. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 2.

Èç ðèñ. 2 âèäíî, ÷òî ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì ïîðîãå h ïî ìåðå óâåëè÷å-
íèÿ êîëè÷åñòâà ïðèëîæåííûõ ñèë íàáëþäàåòñÿ òåíäåíöèÿ ê óìåíüøåíèþ âåðîÿò-
íîñòè ïðåâûøåíèÿ ïîðîãà. Åñëè îòäåëüíî ðàññìàòðèâàòü ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åí-
íûå ïðè ÷åòíîì è íå÷åòíîì êîëè÷åñòâå ñèë, ìîæíî âèäåòü ñòðîãîå óáûâàíèå âå-
ðîÿòíîñòè ïðåâûøåíèÿ ïîðîãà ñ óâåëè÷åíèåì êîëè÷åñòâà ñèë. Ñ óâåëè÷åíèåì
âåëè÷èíû ïîðîãà h íàáëþäàåòñÿ óìåíüøåíèå ðàçáðîñà ýòèõ âåðîÿòíîñòåé.
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Ðèñ. 1. Ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ îøèáêè àïïðîêñèìàöèè
L F( , , )

� � �
det det� � ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ N max

L

G1

G3

G5

G7

P

Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòü âåðîÿòíîñòè ïðåâûøåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé L FkI kI kI( , , )* *
� � �

� � ïîðîãà h
îò åãî çíà÷åíèé è êîëè÷åñòâà ñèë I : ïðè k � 3.6 (a) è ïðè k � 4.6 (á)

Ïîðîãîâûå çíà÷åíèÿ, h

Â
åð

îÿ
òí

îñ
òü

ïð
åâ

û
ø

åí
èÿ

ïî
ðî

ãà

4 ñèëû

5 ñèë

7 ñèë

6 ñèë

8 ñèë

9 ñèë

10 ñèë

à

Â
åð

îÿ
òí

îñ
òü

ïð
åâ

û
ø

åí
èÿ

ïî
ðî

ãà

á
Ïîðîãîâûå çíà÷åíèÿ, h

11 ñèë

10 ñèë

9 ñèë

7 ñèë

8 ñèë

6 ñèë

5 ñèë



Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà êîëè÷åñòâî ñèë è âåëè÷èíà ïîðîãà
ôèêñèðîâàíû. Òðàäèöèîííî íàäåæíîñòü ñèñòåìû õàðàêòåðèçóåòñÿ çíà÷åíèåì
POE, ò.å. âåðîÿòíîñòüþ P X h( )� òîãî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ïðåâûøàåò íå-
êîòîðûé çàäàííûé ïîðîã h. Åñëè X ìîäåëèðóåò ïîòåðè, òî ýòîò ïîêàçàòåëü íèêàê
íå îòðàæàåò ïîòåðè, çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàþùèå ïîðîã h, êîòîðûå ìîãóò âîçíè-
êàòü ñ î÷åíü ìàëûìè âåðîÿòíîñòÿìè. Âûáîð íîâîãî çíà÷åíèÿ ïîðîãà � òàêîãî,
÷òî E X X h[ | ]� �� , ïîçâîëÿåò ó÷åñòü ïîòåðè, íàõîäÿùèåñÿ â õâîñòå ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X . Ïîýòîìó âìåñòî ìèíèìèçàöèè POE (çà-
äà÷à (3)) ìèíèìèçèðóåòñÿ bPOE (çàäà÷à (5)).

Îáîçíà÷èì u uM1, ,� çíà÷åíèÿ, êîòîðûå ïðèíèìàåò ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

L FkI kI kI( , , )
� � �

� �� � . Äëÿ ïðîñòîòû â äàëüíåéøåì ýòó ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó áóäåì îá-

îçíà÷àòü L, à åå ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ — G L0 ( ) . Äëÿ óðîâíåé âåðîÿòíîñòè
	 i i iG u P L u� � �0 ( ) ,{ } i M�1, ,� , âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ w CVaR Li i

� 	 ( ),
i M�1, ,� . Îáîçíà÷èì CVaR L( ) ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, ïðèíèìàþùóþ çíà÷åíèÿ
w wM1, ,� ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè, à åå ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ —
G CVaR L0 ( ( )). Íà ðèñ. 3, a ïîêàçàíû õâîñòû ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ G L0 ( ) è
G CVaR L0 ( ( )) äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà k � 3.6 è I � 8, à íà ðèñ. 3, á — äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà
k � 1.8 è I � 4.

Ïóñòü çàäàí ïîðîã h äëÿ çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû CVaR L( ) è âûáðàí
ïîðîã � äëÿ çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû L òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü
ðàâåíñòâî E L L h[ | ]� �� . Â êà÷åñòâå � áûë âûáðàí 	-êâàíòèëü ôóíêöèè ðàñïðå-
äåëåíèÿ G L0 ( ), 	 � �P CVaR L h{ }( ) . Äëÿ ñëó÷àÿ k � 3.6 è I � 8, (ñì. ðèñ. 3, à) âû-
áðàíî çíà÷åíèå h � 3.0E �3 è � � 2.5E �3, 	 � 0.994. Äëÿ ñëó÷àÿ k � 1.8 è I � 4,
(ñì. ðèñ. 3, á) âûáðàíî çíà÷åíèå h � 0.02 è � � 0.0167, 	 � 0.993.

Èç ðèñ. 4 âèäíî, êàê îòëè÷àåòñÿ õâîñò ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ G CVaR L1 ( ( ))
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû CVaR L( ), ïîëó÷åííîé ïîñëå îïòèìèçàöèè, îò åå èñõîäíîé
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ G CVaR L0 ( ( )); çäåñü òàêæå óêàçàíû äèàïàçîíû bPOE_0
è bPOE_1 çíà÷åíèé âåðîÿòíîñòåé P CVaR L h{ }( ) � , ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòèì ôóíê-
öèÿì ðàñïðåäåëåíèÿ. Â ñëó÷àå k � 3.6 è I � 8 (ñì. ðèñ. 4, à) çíà÷åíèå bPOE 0 003.
óìåíüøèëîñü íà 29.43 % c 5.76E �3 äî 4.07E �3. Ïðè ýòîì ñðåäíåå çíà÷åíèå
õâîñòà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ CVaR L( ), ñîîòâåòñòâóþùåãî óðîâíþ âåðîÿòíîñòè
	 � 0.994, óìåíüøèëîñü íà 4.99 % ñ 3.00E �3 äî 2.85E �3.
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Ðèñ. 3. Õâîñòû ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ G L0 ( ) è G CVaR L0 ( ( )) äî îïòèìèçàöèè: ïðè k � 3.6, I � 8 (a)
è ïðè k � 1.8, I � 4 (á)

à á

G L0 ( )

G CVaR L0 ( ( ))

P P

0.994 0.993

� hh�

L � �10 3 L



Â ñëó÷àå k � 1.8, I � 4 (ñì. ðèñ. 4, á) çíà÷åíèå bPOE 0 02. óìåíüøèëîñü íà 30.15 %
c 6.60E �3 äî 4.61E �3. Ïðè ýòîì ñðåäíåå çíà÷åíèå õâîñòà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
CVaR L( ), ñîîòâåòñòâóþùåãî óðîâíþ âåðîÿòíîñòè 	 � 0.993, óìåíüøèëîñü íà 5.5%
ñ 0.02 äî 0.0189.

Íà ðèñ. 5 ïîêàçàíî, íà ñêîëüêî îòëè÷àåòñÿ õâîñò ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
G L1 ( ) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû L, ïîëó÷åííîé ïîñëå îïòèìèçàöèè, îò åå èñõîäíîé
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ G L0 ( ). Â ñëó÷àå k � 3.6 è I � 8 (ñì. ðèñ. 5, à) â ðåçóëüòàòå
ìèíèìèçàöèè bPOE çíà÷åíèå POE 0 025. óìåíüøèëîñü íà 20.14 % c 5.76E �3 äî
4.60E �3. Â ñëó÷àå k � 1.8, I � 4 (ñì. ðèñ. 5, á) çíà÷åíèå POE 0 0167. óìåíüøèëîñü
íà 32.58% c 6.60E �3 äî 4.45E �3.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â ñòàòüå ïîêàçàíî, ÷òî ìèíèìèçàöèÿ bPOE ïîçâîëÿåò îäíîâðåìåííî óìåíü-
øèòü çíà÷åíèå POE è ñðåäíåå çíà÷åíèå õâîñòà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Â ñëó-
÷àå k � 3.6 è I � 8 ïðè ìèíèìèçàöèè bPOE çíà÷åíèå ýòîãî ïîêàçàòåëÿ óìåíü-
øèëîñü íà 29.43 %, è ïðè ýòîì çíà÷åíèå POE óìåíüøèëîñü íà 20.14 %,
à ñðåäíÿÿ âåëè÷èíà õâîñòà — íà 4.99 %. Â ñëó÷àå k � 1.8, I � 4 ïðè ìèíèìèçà-
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Ðèñ. 4. Õâîñòû ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ G CVaR L0 ( ( )) è G CVaR L1 ( ( )): ïðè k � 3.6, I � 8 (a) è ïðè
k �1.8, I � 4 (á)

à
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E

_
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�

0.9942

h

á

P

0.9954

h

G CVaR L0( ( ))

G CVaR L1( ( ))

0.9934

CVaR L( )
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_
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CVaR L( ) � �10 3

Ðèñ. 5. Õâîñòû ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ G L0 ( ) è G L1 ( ): ïðè k � 3.6, I � 8 (à) è ïðè k � 1.8, I � 4 (á)

P
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öèè bPOE åãî çíà÷åíèå óìåíüøèëîñü íà 30.15 %, çíà÷åíèå POE óìåíüøèëîñü
íà 32.58 %, à ñðåäíÿÿ âåëè÷èíà õâîñòà — íà 5.5 %.

Îïèñàíû ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû äëÿ îïðåäåëåíèÿ, êàê êîëè÷åñòâî ñèë,
ïðèëîæåííûõ ê áàëêå, âëèÿåò íà âåðîÿòíîñòü ïðåâûøåíèÿ îøèáêîé àïïðîêñèìà-
öèè çàäàííîãî ïîðîãà. Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî ïðè ëþáîì ôèê-
ñèðîâàííîì ïîðîãå h ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ êîëè÷åñòâà ïðèëîæåííûõ ñèë ïðîñëå-
æèâàåòñÿ òåíäåíöèÿ ê óìåíüøåíèþ âåðîÿòíîñòè ïðåâûøåíèÿ ïîðîãà. Åñëè îò-
äåëüíî ðàññìàòðèâàòü ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ïðè ÷åòíîì è íå÷åòíîì
êîëè÷åñòâå ñèë, òî íàáëþäàåòñÿ ñòðîãîå óáûâàíèå âåðîÿòíîñòè ïðåâûøåíèÿ ïî-
ðîãà ñ óâåëè÷åíèåì êîëè÷åñòâà ñèë. Óìåíüøåíèå ðàçáðîñà ýòèõ âåðîÿòíîñòåé çà-
ìåòíî ñ óâåëè÷åíèåì âåëè÷èíû ïîðîãà h.
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Àíîòàö³ÿ. Çàïðîïîíîâàíî ï³äõ³ä äî ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ îïòèì³çàö³¿
íàä³éíîñò³ ñêëàäíèõ ñèñòåì ç âèêîðèñòàííÿì áóôåðíî¿ éìîâ³ðíîñò³ ïåðåâè-
ùåííÿ bPOE. ßê îá’ºêò äîñë³äæåííÿ ðîçãëÿíóòî ìîäåëü îïòèìàëüíîãî êåðó-
âàííÿ êîëèâàííÿìè øàðí³ðíî çàêð³ïëåíî¿ áàëêè ç âèïàäêîâèìè äåôåêòàìè.
Ïîêàçàíî, ùî ì³í³ì³çàö³ÿ bPOE â çàäà÷àõ îïòèì³çàö³¿ íàä³éíîñò³ º êðàùîþ,
í³æ ì³í³ì³çàö³ÿ êëàñè÷íî¿ éìîâ³ðíîñò³ ïåðåâèùåííÿ êðèòåð³þ áåçïåêè.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: áóôåðíà éìîâ³ðí³ñòü ïåðåâèùåííÿ bPOE, îïòèì³çàö³ÿ íà-
ä³éíîñò³, ôîðìà êîëèâàíü, äåôåêòè, ïîìèëêà àïðîêñèìàö³¿.

G.M. Zrazhevsky, A.N. Golodnikov, S.P. Uryasev, A.G. Zrazhevsky
APPLICATION OF THE BUFFERED PROBABILITY OF EXCEEDANCE
IN RELIABILITY OPTIMIZATION PROBLEMS

Abstract. We propose an approach to solving the problem of optimizing the
reliability of complex systems using Buffered Probability of Exceedance (bPOE).
As a research subject, we consider the model of optimal control of oscillations
of a hinged beam with random defects. This example shows that minimizing
bPOE in reliability optimization problems is more preferable than minimizing
the classical probability of exceedance.

Keywords: bPOE, reliability optimization, waveform, defects, approximation
error.
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