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Àííîòàöèÿ. Ñâåäåíèåì ê äâóì ðàçíûì òèïàì ñèñòåì ñèíãóëÿðíûõ èíòå-
ãðàëüíûõ óðàâíåíèé (ÑÈÓ) ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå çàäà÷è ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ôèçèêè î âîçäåéñòâèè ñòàöèîíàðíûõ âîëí ïëîñêîé äåôîðìàöèè
íà íåïîäâèæíîå âêëþ÷åíèå (çàùåìëåííîå îòâåðñòèå) ñ ïðîèçâîëüíûì êîí-
òóðîì, íàõîäÿùèìñÿ â áåñêîíå÷íîé èçîòðîïíîé ñðåäå. Çàäà÷à ðåøåíà ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ñèñòåìû ÑÈÓ ïåðâîãî ðîäà, à òàêæå ñèñòåìû ÑÈÓ âòîðîãî
ðîäà ñ íåîïðåäåëÿåìûì èíäåêñîì. Èññëåäîâàíà îáóñëîâëåííîñòü ìîäåëåé
ñ èñïîëüçîâàíèåì êëàñòåðíûõ âûñîêîòî÷íûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñõåì.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèíãóëÿðíûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ, èíäåêñ óðàâíåíèÿ,
÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè, ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò, äèôðàêöèÿ ïëîñêèõ âîëí,
íåïîäâèæíîå æåñòêîå âêëþ÷åíèå (çàùåìëåííîå îòâåðñòèå).

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ñîâðåìåííîå ñîñòîÿíèå âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè ïîçâîëÿåò ðàçâèâàòü íîâóþ

òðàäèöèþ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé — ÷èñëåííóþ âûñîêîòî÷íóþ âå-

ðèôèêöèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé. Íàïðèìåð, ïðè ðåøåíèè êðàåâûõ çàäà÷

ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè [1–8] èëè èíûõ òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîáëåì [9] ñèíòåçè-

ðóþòñÿ ìîäåëè, ïîçâîëÿþùèå ñ òîé èëè èíîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè ÷èñëåííî èñ-

ñëåäîâàòü íåîáõîäèìûå õàðàêòåðèñòèêè. Ïðèìåíåíèå àíàëèòèêî-÷èñëåííûõ ðå-

øåíèé, òàêèõ, íàïðèìåð, êàê ìåòîä ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé

(ÑÈÓ), ìíîãîêðàòíî èñïîëüçîâàííûé ðàçíûìè àâòîðàìè [10–19], ïîçâîëÿåò

ïðîãíîçèðîâàòü óñòîé÷èâûé ðåçóëüòàò. Òåì íå ìåíåå ðåøåíèå êàæäîé êîíêðåò-

íîé êðàåâîé çàäà÷è òðåáóåò âñåñòîðîííåãî ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ ïîëó÷åí-

íûõ õàðàêòåðèñòèê è îñîáåííî ïîêàçàòåëÿ ñàìîé ìîäåëè: óñòîé÷èâîñòè ðåøå-

íèÿ [20–22]. Ìîãóò âîçíèêàòü ñèòóàöèè, êîãäà ïîëó÷àåìûå ñèñòåìû ÑÈÓ íå

îáëàäàþò ïðèåìëåìûìè ñâîéñòâàìè, íàïðèìåð ÑÈÓ ïåðâîãî ðîäà èëè äàæå

ÑÈÓ ñ íåîïðåäåëÿåìûì èíäåêñîì, êîòîðûå ìàëî èçó÷åíû.

Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó î âçàèìîäåéñòâèè ãàðìîíè÷åñêèõ âîëí ïëîñêîé

äåôîðìàöèè (â èíòåðïðåòàöèè ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä) ñ åäèíè÷íûì íåïîä-

âèæíûì æåñòêèì âêëþ÷åíèåì (îòâåðñòèåì ñ çàùåìëåííûì êîíòóðîì, â äàëüíåé-

øåì — íåïîäâèæíûì âêëþ÷åíèåì), èìåþùèì ïðîèçâîëüíîå ñå÷åíèå êîíòóðà è
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íàõîäÿùèìñÿ â áåñêîíå÷íîì èçîòðîïíîì ïðîñòðàíñòâå. Òàêæå ìîæåò áûòü ðàñ-

ñìîòðåíà è ñèñòåìà àíàëîãè÷íûõ îòðàæàòåëåé [13].

Êàê âèäíî èç [2–5, 14, 15, 23], óêàçàííàÿ çàäà÷à âñåñòîðîííå èññëåäîâàíà

è ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Ìåòîäàìè òåî-

ðèè ïîòåíöèàëà îíà áûëà ñâåäåíà ê ðàçíûì òèïàì èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (ÈÓ)

[3–5, 14, 15]. Áûëè ïîëó÷åíû ïðèêëàäíûå âûâîäû, íî ÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé

ñàìèõ ìîäåëåé íå ïðîâîäèëîñü.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðåøåíèå òàêæå ñòðîèëîñü â âèäå ÈÓ — èñïîëüçîâàíà

ñèñòåìà ÑÈÓ ïåðâîãî ðîäà, à òàêæå ñèñòåìà âòîðîãî ðîäà ñ íåîïðåäåëÿåìûì èí-

äåêñîì. Ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ ýòèõ ìîäåëåé ñ èñïîëüçîâàíèåì âû-

ñîêîòî÷íûõ âû÷èñëåíèé [13] è ïðîñòåéøåãî ìåòîäà ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Ñóòü òà-

êèõ èññëåäîâàíèé çàêëþ÷àåòñÿ â ïðîâåðêå óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ ñ èñïîëüçîâà-

íèåì ïðîñòåéøåé (ïî ñóùåñòâó, ñàìîé ãðóáîé) âû÷èñëèòåëüíîé ñõåìû.

Ïîëó÷åíû íîâûå ðåçóëüòàòû.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Ðàññìîòðèì â íåîãðàíè÷åííîé èçîòðîïíîé ñðåäå áåñêîíå÷íûé âäîëü îñè OZ

íåïîäâèæíûé öèëèíäð, ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå êîòîðîãî îãðàíè÷åíî çàìêíóòûì

êîíòóðîì L òèïà Ëÿïóíîâà. Â êà÷åñòâå âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ íà íåîäíîðîä-

íîñòü áóäåì ðàññìàòðèâàòü íàáåãàþùóþ èç áåñêîíå÷íîñòè ìîíîõðîìàòè÷åñ-

êóþ âîëíó ðàñøèðåíèÿ–ñæàòèÿ (Ð-ñëó÷àé)
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Çäåñü � — àìïëèòóäà ïàäàþùåé âîëíû; ñ1, ñ2 — ñêîðîñòè ïðîäîëüíîé è ïîïå-

ðå÷íîé âîëí ñîîòâåòñòâåííî; � — ÷àñòîòà êîëåáàíèé; t — âðåìÿ; � è � — ïî-

ñòîÿííûå Ëÿìý; � — ïëîòíîñòü ñðåäû; i — ìíèìàÿ åäèíèöà (i2 1� � ).

Ïðè âçàèìîäåéñòâèè âîëíû ñ íåîäíîðîäíîñòüþ âîçíèêàþò îòðàæåííûå âîëíû

òîëüêî äâóõ òèïîâ — ïðîäîëüíûå è ïîïåðå÷íûå. Ïóñòü u e U x yi t� �Re { }� �
1 ( , ) è

� � �� �Re { }e V x yi t
1 ( , ) — ñìåùåíèÿ îòðàæåííîãî ïîëÿ. Òîãäà îáùåå ïîëå àìïëèòóä

ïåðåìåùåíèé ñîîòâåòñòâóåò ñóììå

U U U V V V� � � �0 1 0 1, . (3)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå îòðàæàòåëÿ îïèñûâàåòñÿ ãëàäêîé çà-

ìêíóòîé êðèâîé L, â òî÷êàõ êîòîðîé óäîâëåòâîðÿþòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Â ñëó-

÷àå íåïîäâèæíîãî âêëþ÷åíèÿ îíè èìåþò âèä [2, 3, 23]

U V
L L

� � 0. (4)

Ïðè óñòàíîâèâøèõñÿ âîëíîâûõ êîëåáàíèÿõ èçîòðîïíîé ñðåäû (çàâèñèìîñòü

îò âðåìåíè âûðàæàåòñÿ ìíîæèòåëåì e i t� � ) àìïëèòóäíûå çíà÷åíèÿ îòðàæåííûõ

âîëí ïåðåìåùåíèé óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì
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Ñëåäóÿ ìåòîäèêå ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷, âïåðâûå ïðèìåíåííîé äëÿ

îïèñàííîé ïîñòàíîâêè â [14], ïîñòðîèì ñèñòåìó ÑÈÓ. Ïóñòü L — íåêîòîðàÿ

êðèâàÿ â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè öèëèíäðà. Îáîçíà÷èì S1 è S 2 àìïëèòóäû

ñîîòâåòñòâåííî òàíãåíöèàëüíîé è íîðìàëüíîé êîìïîíåíò âåêòîðà íàïðÿæå-

íèé íà L. Òîãäà â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå êðèâîé 	 
 �0 0 0� � �i L ýòè íàïðÿæå-

íèÿ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîìïîíåíòû òåíçîðà àìïëèòóä íàïðÿæåíèé ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì:
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i
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,

ãäå �0 — óãîë ïîëîæèòåëüíîé êàñàòåëüíîé ê L â òî÷êå 	 0 �L ñ îñüþ Îõ.

Íà ãðàíèöå âêëþ÷åíèÿ ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ ðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò òåí-

çîðà àìïëèòóä íàïðÿæåíèé �s0
, �n0

, �n s0 0
, êîòîðûå íàõîäèì ïî ôîðìóëàì

� � �n S S
0 1 0 2 0� �sin cos ,

� � �n s S S
0 0 1 0 2 0� �cos sin , � � � �s x y n0 0

� � �( ) . (8)

Áóäåì ñòðîèòü èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ àìïëèòóä ïåðåìåùåíèéU 1 è V1

òàê, ÷òîáû îíè àâòîìàòè÷åñêè óäîâëåòâîðÿëè óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ (5) è óñëîâè-

ÿì èçëó÷åíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè, ò.å. ÷òîáû îíè ïðåäñòàâëÿëè ðàñõîäÿùèåñÿ âîë-

íû. Ñëåäóÿ [14], ïðåäñòàâèìU 1 è V1 â âèäå ïîòåíöèàëîâ òèïà ïðîñòîãî ñëîÿ:

U x y f s G s s f G s s ds

L

1 1 11 0 2 12 0( , ) ( ) ( , ) ( , )� � { } ,

V x y f s G s s f G s s ds

L

1 1 21 0 2 22 0( , ) ( ) ( , ) ( , )� � { } , (9)

z x iy� � , 	 
 �� � �i L.

Çäåñü f s1 ( ) è f s2 ( ) — íåèçâåñòíûå ôóíêöèè, Gmn — êîìïîíåíòû ìàòðèöû

Ãðèíà (m n, ,�1 2), óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèÿì [14]
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ãäå H j x( ) ( )1 — ôóíêöèÿ Õàíêåëÿ ïåðâîãî ðîäà j-ãî ïîðÿäêà.

Àíàëèç ôîðìóë (10) ïîêàçûâàåò, ÷òî ôóíêöèè G iG11 21� è G iG12 22� íåïðå-

ðûâíû â íóëå, à ôóíêöèè G iG11 21� è G iG12 22� îáëàäàþò ëîãàðèôìè÷åñêîé

îñîáåííîñòüþ:
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Ïî ýòîé ïðè÷èíå ïîäñòàíîâêà ïðåäñòàâëåíèé (9) â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (4)

ñâîäèò êðàåâóþ çàäà÷ó ê ñèñòåìå äâóõ ÑÈÓ ñ ëîãàðèôìè÷åñêèìè ÿäðàìè, ÷èñ-

ëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ êîòîðûõ çàòðóäíèòåëüíà.

Ñ öåëüþ ïîëó÷èòü ñèñòåìû ÑÈÓ ñ ÿäðîì òèïà Êîøè [10–12] ïðåäñòàâëåíèÿ (9)
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Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ÿäðî �11, îïðåäåëåííîå â (10), ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì,

à ÿäðî �31 — ñèíãóëÿðíî (�31 31
2

� �
i

r
F

�
, ãäå F31 — íåïðåðûâíî). Ïîäñòàâëÿÿ

(12) â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (11), ïîëó÷àåì ñèñòåìó ÑÈÓ [14, 15] ïåðâîãî ðîäà:

f s B s s f B s s ds N s

L

1 11 0 2 12 0 1 0( ) ( , ) ( , ) ( )� � ,
(13)

f s B s s f B s s ds N s

L

1 21 0 2 22 0 2 0( ) ( , ) ( , ) ( )� � ,
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ãäå

B d
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k
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0

0
31 11 0
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�
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�
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� �
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�
� �

� 
� 

cos ( )
cos ( )�

�

�
� ,

B d
i

e e
F e F e

i i
i i

12

2

0

31 33
31

4

1

8

0 0
0�

�

�
� �

�
�

� 	 	

�  �
� 

( )
( ) (

(
 ���

�
�
�

�

�
�
�

0)
) ,

B d
i

e e
F e F e

i i
i

21

2

0
31 33

1

4

1

8

0 0
0�

�

�
� �

� � �
� �

� 	 	

�  �
� 

( )
( )

(
� ��

�
�
�

�

�
�
�

i( )
)

3 0 �
,

B d
k

i r

k
F c22

0

0
31 11 0

2 4
� �

�
� �

�

�
�

	



� �

�

�
� �

� 
� 

cos ( )
cos ( )�

�

�
� ,

�31
0

31
2

� �
i

r
F

�
, �33

0
33

2
� �

i

r
F

�
, 	 	 

0 � � rei , e
d

ds

i� 	
0 0

0

� ,

N s N s e
i

1 0 2 0 1 0
1 0( ) ( ) sin� � � � �� � �� �

â P-ñëó÷àå,

N s N s i e
i

1 0 2 0 2 0
2 0( ) ( ) sin� � �� � �� �

â SV -ñëó÷àå.

Ïåðåìåííûå d, k, c è �kj çàäàíû âûøå.

Íåîáõîäèìûå äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ (ÄÓ) äëÿ ðàçðåøèìîñòè ñèíãóëÿð-

íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ðîäà (13) âûòåêàþò èç ðàâåíñòâà íóëþ

ñìåùåíèé íà L â íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êå s� èëè èç ðàâåíñòâà íóëþ ñðåä-

íèõ ñìåùåíèé íà L [10, 11]. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå èìååì (l — äëèíà êîíòóðà L)

1
1 11 0 2 12 0 0 1

l
f s L s s f L s s dsds A

LL

{ }( ) ( , ) ( , )� � ,

(14)
1

1 21 0 2 22 0 0 2
l

f s L s s f L s s dsds A

LL

{ }( ) ( , ) ( , )� � ,

L G iG11 11 21� � , L G i G12 12 22� � , L G iG21 11 21� � , L G iG22 12 22� � ,

A A
l

ie ds
i

L

1 2 0
1

1 0� � � � �
 � � �

â Ð-ñëó÷àå,

A A
l

ie ds
i

L

1 2 0
1

2 0� � � �
 � � �

â SV -ñëó÷àå.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïðèìåíÿëîñü ÄÓ êàê â îäíîé òî÷êå êîíòóðà [10, 11], òàê

è èíòåãðàëüíîå ÄÓ. Ðàçíûå òèïû äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ îïðåäåëÿþò ðàçíûå

ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçíûì çàäà÷àì.

×ÈÑËÅÍÍÀß ÐÅÀËÈÇÀÖÈß

Äëÿ ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà â íàñòîÿùåé ñòàòüå èñïîëüçîâàí ìåòîä,

òåîðåòè÷åñêè îáîñíîâàííûé â ðàáîòàõ [10, 11] è îñíîâàííûé íà ïðèáëèæåíèè

ïëîòíîñòåé èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè è â

ïîñëåäóþùåì òî÷íîì âû÷èñëåíèè èíòåãðàëîâ ñ íåïðåðûâíûìè è ñèíãóëÿðíû-

ìè ÿäðàìè.
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Ïðîâåäåì ïàðàìåòðèçàöèþ êîíòóðà L ïî ôîðìóëàì 	 	 �� ( ), 	 	 �0 0� ( ),

0 20� �� � �, .

Èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí äëÿ íåèçâåñòíûõ ïëîòíîñòåé èíòåãðàëüíûõ

óðàâíåíèé (13) èìååò âèä

f
N

f
N

P
k

k

N
k( ) ( )sin

( )

( )
� �

� �

�
�

�

�
�

1

2

1

1

, �
�

k
k

N
�

2
, (15)

ãäå P k( )�
� �

�
�

tg
2

â ñëó÷àå ÷åòíîãî ÷èñëà óçëîâ N n� 2 è P k( ) sin�
� �

�
�

2
â ñëó÷àå íå÷åòíîãî ÷èñëà óçëîâ N n� �2 1.

Ïîäñòàíîâêà (15) â èíòåãðàëû ñ ñèíãóëÿðíûìè ÿäðàìè äàåò

f R d
N

f Rm
k

k

N

k
m( ) ( , ) ( ) ( , )� � � �

�
� � �

�

0

2

0
1

0

2
 ��

�

, (16)

� �
0

2 1m m

N
�

�
, m N�1 2, , ,� ,

åñëè R ( , )� � 0 — íåïðåðûâíîå ÿäðî, è

f d
N

f

m

k

N

k
k

m

( ) ( )�
� �

�
�

�
� ��

0

2
0

1

0

2

2

2 �
�

�
�

�

ctg ctg (17)

â ñëó÷àå ïîëó÷åíèÿ ÿäðà Ãèëüáåðòà.

Îòìåòèì, ÷òî ôîðìóëà (17) àíàëîãè÷íà ïðàâèëó ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ

ðåãóëÿðíûõ èíòåãðàëîâ (16). Ïîýòîìó ïðè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ñèíãóëÿðíûõ

èíòåãðàëîâ ñ ÿäðîì Ãèëüáåðòà ñèíãóëÿðíîñòü âûäåëÿòü íå îáÿçàòåëüíî. Â ñòàòüå

èñïîëüçîâàëàñü êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà (16) êàê äëÿ ðåãóëÿðíûõ, òàê è äëÿ ñèíãó-

ëÿðíûõ èíòåãðàëîâ.

ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÄÎÑÒÎÂÅÐÍÎÑÒÈ ÌÎÄÅËÈ

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ äîñòîâåðíîñòè ïîëó÷åííîé ìîäåëè ðàññìàòðèâàëîñü ïðî-

ñòðàíñòâî, ñîäåðæàùåå öèëèíäðè÷åñêîå íåïîäâèæíîå âêëþ÷åíèå ýëëèïòè÷åñ-

êîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ, àíàëîãè÷íîå îïèñàííîìó â ðàáîòå [3]:


 �� a cos , � �� bsin , 0 2� �� �. (18)

Íà êîíòóðå âêëþ÷åíèÿ ïðîâîäèëîñü âû÷èñëåíèå íàïðÿæåíèé êàê â [3]:

| | | | /� �n n P�
0

, | | | | /� �ns n s P�
0 0

,

ãäå êîìïîíåíòû òåíçîðà àìïëèòóä íàïðÿæåíèé �n0
, �n s0 0

íàõîäèëèñü ïî ôîð-

ìóëàì (8), Ð — ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå íàïðÿæåíèÿ â ïàäàþùåé âîëíå, ðàâ-

íîå � � � �1 2( )� â ñëó÷àå èçëó÷åíèÿ Ð-âîëíû (1) è ðàâíîå � ��2 — â ñëó÷àå èç-

ëó÷åíèÿ SV -âîëíû (2).

Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíû ãðàôèêè ðàñïðåäåëåíèÿ àìïëèòóäíûõ çíà÷åíèé íàïðÿ-

æåíèÿ | |� n âäîëü êîíòóðà åäèíè÷íîé íåîäíîðîäíîñòè, íàõîäÿùåéñÿ ïîä âîçäåé-

ñòâèåì ãàðìîíè÷åñêîé P-âîëíû (ðèñ. 1, à âçÿò èç ðàáîòû [3] âìåñòå ñ ïîäïèñüþ),

è ãðàôèêè, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ îïèñàííîé ìîäåëè ñ èñïîëüçîâàíèåì ñèñòå-

ìû ÑÈÓ ïåðâîãî ðîäà (ðèñ. 1, á). Äëÿ èëëþñòðàöèè äîñòîâåðíîñòè ãðàôèêè ïðåä-

ñòàâëåíû â çåðêàëüíîì âèäå.
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Íà ðèñ. 2, à (âçÿò èç [3] âìåñòå ñ ïîäïèñüþ) ïðèâåäåíû ãðàôèêè ðàñïðåäåëå-

íèÿ àìïëèòóäíûõ çíà÷åíèé íàïðÿæåíèÿ | |�ns âäîëü êîíòóðà íåîäíîðîäíîñòè, íà-

õîäÿùåéñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì ãàðìîíè÷åñêîé SV -âîëíû. Ãðàôèêè, ïðèâåäåííûå

íà ðèñ. 2, á, ïîëó÷åíû â íàñòîÿùåé ñòàòüå.

Ãðàôèêè ðàñïðåäåëåíèÿ àìïëèòóäíûõ çíà÷åíèé êîíòóðíîãî íàïðÿæåíèÿ | |� n

äëÿ P-âîëíû ïðèâåäåíû íà ðèñ. 3, à, à äëÿ SV -âîëíû — íà ðèñ. 3, á (ïîëó÷åíû

â íàñòîÿùåé ðàáîòå è äîïîëíÿþò êîëëåêöèþ ãðàôèêîâ ðàáîòû [3]). Ñõåìà ðàñïðîñ-

òðàíåíèÿ âîëíû, êàê è â ðàáîòå [3], — âäîëü îñè OX . Íà ðèñ. 3, à êðèâûå 1, 2 è 3

ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðà � � 0.2; 0.3; 0.4 ïðè b a/ � 2 è � 1 1a � , à êðè-

âûå 1, 2, 3 è 4 íà ðèñ. 3, á ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðà b a/ � 5; 2; 1; 0.5

ïðè � � 0.3 è � 2a � 1.0.

Äîñòîâåðíîñòü ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ ïðîâåðÿëàñü òàêæå ðåøåíèåì, ïðåä-

ëîæåííûì â [23] (è èñïîëüçîâàííûì â [2]) äëÿ êðóãîâîãî íåïîäâèæíîãî âêëþ÷å-

íèÿ ïðè âîçäåéñòâèè P-âîëíû, êîòîðîå äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ìîæíî íà-

çâàòü ýòàëîííûì. Â òàáë. 1 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ìàêñèìàëüíûõ êîíòóðíûõ íàïðÿ-

æåíèé (è ñîîòâåòñòâóþùèõ óãëîâûõ êîîðäèíàò), ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ

ðåøåíèé [23] è [14]. Ïðè ýòîì äëÿ ÑÈÓ (13) áûëî èñïîëüçîâàíî èíòåãðàëüíîå

ÄÓ (14). Îäíàêî ïðè äàëüíåéøåì èññëåäîâàíèè ïîëó÷åííîé ìîäåëè â ñîîòâåò-

ñòâèè ñ âû÷èñëèòåëüíîé ñõåìîé, ïðåäëîæåííîé â [13] (è êàê âèäíî èç ñðàâíåíèÿ

ðåçóëüòàòîâ òàáë. 1), îáíàðóæåíà ïîòåðÿ ñòàáèëèçàöèè ðåøåíèÿ (è äàæå èçìåíå-
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Ðèñ. 1

à á

�

| |�n
P

Ðèñ. 2

�

| |�ns
SV

áà



íèå çíà÷åíèé óæå ñòàáèëèçèðîâàííûõ öèôð), íà÷èíàÿ ñ äåâÿòîãî çíàêà ïîñëå

òî÷êè. Íà÷èíàÿ ñ ðàçìåðíîñòè N �1500, ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû ñèñòå-

ìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ) êîëåáëåòñÿ ìåæäó âîñüìûì

è 11-ì ïîðÿäêîì.

Âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñü ñ èñïîëüçîâàíèåì êëàñòåðà ÑÊÈÒ-3 Èíñòèòóòà êè-

áåðíåòèêè èì. Â.Ì. Ãëóøêîâà ÍÀÍ Óêðàèíû è áèáëèîòåê MPI, ïîääåðæèâàþ-

ùèõ ðàáîòó ïðèëîæåíèÿ â ðàñïàðàëëåëåííîì ðåæèìå.

ÑÏÎÑÎÁ ÐÅØÅÍÈß Ñ ÏÎÌÎÙÜÞ ÑÈÑÒÅÌÛ ÑÈÓ-2

Äëÿ áîëåå ïîëíîé âåðèôèêàöèè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ðåøåíèå ïîñòàâëåí-

íîé çàäà÷è ñâîäèëîñü ê èíîìó òèïó óðàâíåíèé — ê ñèñòåìå ÑÈÓ âòîðîãî

ðîäà. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèé ïðèìåíÿëñÿ ìåòîä ðàçðåøàþùèõ ôóíêöèé,

îïèñàííûé â [16].

Â âèäå ïîòåíöèàëîâ òèïà ïðîñòîãî ñëîÿ âûáåðåì ôóíêöèè, êîòîðûå àâòîìà-

òè÷åñêè óäîâëåòâîðÿþò ñîîòâåòñòâóþùèì óðàâíåíèÿì Ãåëüìãîëüöà:

�( ) ( ) ( )( )z f H r ds

L

�  1 0
1

1	 � , �( ) ( ) ( )( )z f H r ds

L

�  2 0
1

2	 � . (19)

Òîãäà â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì, èçëîæåííûì â [16], èñêîìûå ïåðåìåùåíèÿ

ìîãóò áûòü âûðàæåíû ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè:

U z z� � ��1 2� �( ) ( ),

V z z� � ��2 1� �( ) ( ),

ãäå îáîçíà÷åíû îïåðàòîðû � �
�

�
�

�

�
�

�

�
1

x z z
, � �

�

�
�

�

�
�

�

�

�

�
�

	



�2

y
i

z z
.
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Ò à á ë è ö à 1

Òèï íàïðÿæåíèÿ
Âîëíîâîå

÷èñëî �1a

Óãîë �

(â ðàäèàíàõ)
Ðåøåíèå èç [23] Ðåøåíèå èç [14]

| |�ns 1.0 4.231802036822 0.80455864008 0.80455864019

| |�ns 2.0 2.116826870065 0.70027291215 0.70027291250

| |�n 1.0 � 1.96083639533 1.96083639573

| |�n 2.0 � 1.97264122430 1.97264122400

Ðèñ. 3

à á

1

3
2

1

2

3

4

�

| |�n

�

| |�n



Èìååì èòîãîâûå äèôôåðåíöèàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ â âèäå

U
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�� �( ) ( ) ,
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z
z z
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� �

�

�
�

�

�

�

�
�

	



�� �( ) ( ) .

Òîãäà èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò ïåðåìåùåíèé èìåþò âèä

U iV f
z

r ds

L

� �
�

�2 1 0
1

1( ) ( )( )	 �H �
�

�2 2 0
1

2i f
z

r ds

L

( ) ( )( )	 �H ,

(21)

U iV f
z

r ds i f
z

r d

L

� �
�

�
�

�

�2 21 0
1

1 2 0
1

2( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )	 � 	 �H H s

L

 .

Èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå [14–16] ôîðìóëû äëÿ ïðîèçâîäíûõ îò ôóíêöèé Õàíêå-

ëÿ
�

�
� � �

	
�

�
�H H

0
1

1
1

2

( ) ( )( ) ( )r e ri ,
�

�
� �

z
r e riH H

0
1

1
1

2

( ) ( )( ) ( )�
�

� ñ ó÷åòîì âûäåëå-

íèÿ îñîáåííîñòåé H H
1
1

1
2( ) ( ) ( )�

��
�r

i r
r� � � è ïåðåõîäÿ íà êîíòóð ñ ïðèìåíåíèåì

ôîðìóë Ñîõîöêîãî–Ïëåìåëÿ [10–12], ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíûé âèä ñèñòåìû

ÑÈÓ âòîðîãî ðîäà. Íèæå � 0 — óãîë ïîëîæèòåëüíîé íîðìàëè ê L â òî÷êå 	 0 �L

ñ îñüþ ÎX , rei 	 	� � 0 è ds ie d ie di i� � �� � �	 	 . Äðóãèå ïåðåìåííûå àíàëîãè÷-

íû ïåðåìåííûì îïèñàííîé âûøå ìîäåëè ÑÈÓ ïåðâîãî ðîäà:

� � �� � �2 21 0 2 0 1 1 1
1

1
0 0i f e f e f e r d

i i i( ) ( ) ( ) ( )( )	 	 � 	 �� � H s

L

 �

� � ��
i f e r ds U iVi

L

� 	 �
2 2 1

1
2 0 0( ) ( )( )H ,

(22)

� � � 2 21 0 2 0 1 1 1
1

1
0 0i f e f e f e r ds

i i i

L

( ) ( ) ( ) ( )( )	 	 � 	 �� � H �

� � �i f e r ds U iVi
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Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ïîëó÷åíèè ðåøåíèÿ â íàïðÿæåíèÿõ ( | |� n è | |�ns ) èñêîìûå

ïëîòíîñòè óäîâëåòâîðÿþò èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûì ïðåäñòàâëåíèÿì; ýòî ñó-

ùåñòâåííî ïîâûøàåò ïîòðåáíîñòü â îáúåìå âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ äëÿ äîñòè-

æåíèÿ íåîáõîäèìîé òî÷íîñòè âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà. Äîñòîâåðíîñòü

ýòîé ìîäåëè ïðîèëëþñòðèðóåì ðèñóíêàìè.

Íà ðèñ. 4 è 5 ïðèâåäåíû ãðàôèêè ðàñïðåäåëåíèÿ àìïëèòóäíûõ çíà÷åíèé íàïðÿ-

æåíèé | |� ns è | |� n âäîëü êîíòóðà íåîäíîðîäíîñòè, íàõîäÿùåéñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì

ãàðìîíè÷åñêîé P-âîëíû è SV -âîëíû ñîîòâåòñòâåííî. Ðèñ. 4, à è ðèñ. 5, à âçÿ-

òû èç ðàáîòû [15], â êîòîðîé íàïðÿæåíèå | |�ns îáîçíà÷åíî | |� ns (äëÿ ãðàôèêîâ íà

ðèñ. 4, 5 îáîçíà÷åíèå âçÿòî èç öèòèðóåìîé ðàáîòû). Ãðàôèêè, ïðèâåäåííûå íà

ðèñ. 4, á è ðèñ. 5, á ïîëó÷åíû â íàñòîÿùåé ñòàòüå.

Êàê è â [15], íà ðèñ. 4, à êðèâûå 1, 2, 3, 4 ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿì � 1a � 0.4,

0.7, 1.0, 1.3 ïðè b a/ � 2 è � � 0.3, à íà ðèñ. 5, à êðèâûå 1, 2, 3 ñîîòâåòñòâóþò çíà-

÷åíèÿì ïàðàìåòðà � � 0.2, 0.3, 0.4 ïðè b a/ � 2 è � 2 1a � .
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Ñðàâíåíèå çíà÷åíèé ïåðåìåùåíèé äâóõ ïðèâåäåííûõ ìîäåëåé â îáëàñòè íà

ðàññòîÿíèÿõ îò 3a äî10a îò öåíòðà íåîäíîðîäíîñòè ïîêàçàëî ñîâïàäåíèå äî ñåäüìî-

ãî çíàêà ïîñëå òî÷êè. Ïðè ýòîì ñèñòåìà ÑÈÓ ïåðâîãî ðîäà äîîïðåäåëÿëàñü èíòåã-

ðàëüíûì äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì (14). Îäíàêî ïîâûøåíèå òî÷íîñòè ðåøåíèé

äàííîé äèñêðåòíîé ìîäåëè îêàçàëîñü òàêæå íåâîçìîæíûì. Àíàëèç ïîëó÷åííîé ñèñ-

òåìû ÑÈÓ âòîðîãî ðîäà ïîêàçàë, ÷òî ñóììû è ðàçíîñòè êîýôôèöèåíòîâ õàðàêòåðèñ-

òè÷åñêîé ñèñòåìû èç [12] ðàâíû íóëþ, à ýòî íå ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü åå èíäåêñ.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ èíäåêñà ñèñòåìû ÑÈÓ âòîðîãî ðîäà èñïîëüçóåì âûðàæå-

íèå èç [12] �
� �

� �
�

�

�

�
�
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DS
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S A B� � è ðàçíîñòåé D A B� � , íàçâàííûå â [12] îñíîâíûìè, îïðåäåëÿþòñÿ èç
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( ) . Òîãäà î÷åâèäíî,

÷òî ïåðâàÿ ñòðîêà îñíîâíîé ìàòðèöû S èìååò òîëüêî íóëåâûå ýëåìåíòû:

S ie ie
i i

11
0 0 0� � � �� �

è S e e
i i

12
0 0 0� � �� �� �

. Äëÿ âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòå-

ìû (22) âòîðàÿ ñòðîêà îñíîâíîé ìàòðèöû D òàêæå èìååò òîëüêî íóëåâûå ýëåìåí-
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. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êàæäûé

îïðåäåëèòåëü îñíîâíûõ ìàòðèö det ( )S è det ( )D ðàâåí íóëþ âñþäó íà L . Òàêèì

îáðàçîì, äàííàÿ ñèñòåìà íå ìîæåò áûòü îòíåñåíà ê «íîðìàëüíîìó» òèïó [12] — åå

èíäåêñ íåîïðåäåëèì.

Èçâåñòíî [12], ÷òî íåâîçìîæíîñòü îïðåäåëåíèÿ èíäåêñà ñèñòåìû ÑÈÓ íå ïî-

çâîëÿåò èññëåäîâàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ çàäà÷ó ñîïðÿæåíèÿ. Åå ðåøåíèå è èññëå-

äîâàíèå ðàçðåøèìîñòè ÑÈÓ ñ èíòåãðàëàìè òèïà Êîøè òåñíî âçàèìîñâÿçàíû.

Îäíàêî â [12, ñ. 121] îòìå÷àåòñÿ, ÷òî «òåîðèÿ òàêèõ ñèíãóëÿðíûõ óðàâíåíèé ìî-

æåò áûòü ðàçâèòà äî îïðåäåëåííîãî ýòàïà áåç ïðèâëå÷åíèÿ çàäà÷è ñîïðÿæåíèÿ

(èëè àíàëîãè÷íîé çàäà÷è)». Õîòÿ àâòîðàì íàñòîÿùåé ñòàòüè ïîêà íå óäàëîñü ïî-

ëó÷èòü òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû, ïîçâîëÿþùèå ïðîàíàëèçèðîâàòü ïîëó÷åííóþ

«íåòèïè÷íóþ» ñèñòåìó ÑÈÓ, ðàáîòû â íàïðàâëåíèè ïîñòðîåíèÿ íîâîé òåîðèè

ÑÈÓ îñòàþòñÿ àêòóàëüíûìè [17, 18]. Ñóùåñòâîâàíèå ïðèâåäåííîé â íàñòîÿùåé

ñòàòüå ñèñòåìû, ìîäåëèðóþùåé ðåøåíèå êëàññè÷åñêîé êðàåâîé çàäà÷è [2–5, 23],

ïîäòâåðæäàåò ýòó àêòóàëüíîñòü.

Èçâåñòíî, ÷òî â [12] ñëó÷àé îäíîâðåìåííîãî ðàâåíñòâà íóëþ îïðåäåëèòåëåé

îñíîâíûõ ìàòðèö ñèñòåìû ÑÈÓ íå ðàññìîòðåí. Îäíàêî öåëåñîîáðàçíî ðàññìîò-

ðåòü ñèñòåìó (22) â èíîì àñïåêòå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óêàçàííûå âûøå îïðåäåëè-

òåëè îñíîâíûõ ìàòðèö â áîëåå îáùåì ñëó÷àå áóäóò ýêâèâàëåíòíûìè áåñêîíå÷íî

ìàëûìè ôóíêöèÿìè ïðè íåêîòîðîì àðãóìåíòå � � 0. Òîãäà ïðåäåë

lim
( )

( )�

�

��
�

0
1

det

det

D

S

ïîçâîëÿåò îòíåñòè ñèñòåìó (22) ê íîðìàëüíîìó òèïó — ê ñèñòåìå

óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà ñ íóëåâûì èíäåêñîì, õîòÿ â [12] ñòðîãîå

óñëîâèå îïðåäåëåíèÿ èíäåêñà òàêîãî àíàëèçà íå ïðåäóñìàòðèâàåò.

Ïðè äàëüíåéøåì ïîâûøåíèè òî÷íîñòè äèñêðåòíîé ìîäåëè äàííîå ðåøåíèå

òàêæå ïðåòåðïåâàåò èçìåíåíèå ðàíåå ñòàáèëèçèðîâàííûõ çíà÷åíèé. Ïðè ðàçìåð-

íîñòè ÑËÀÓ áîëåå ÷åì N �1500 ÷èñëî åå îáóñëîâëåííîñòè òàêæå èìååò 11-é ïî-

ðÿäîê. Ïðè ýòîì âñå îïðåäåëèòåëè ÑËÀÓ äëÿ âñåõ èññëåäóåìûõ ïàðàìåòðîâ

áëèçêè ê íóëþ, ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü ïîëó÷àòü ëèøü íåóñòîé÷èâûå ðåøåíèÿ.

Äëÿ ñèñòåìû ÑÈÓ ïåðâîãî ðîäà ýòî èñêëþ÷åíî ââèäó èñïîëüçîâàíèÿ äîïîëíè-

òåëüíîãî óñëîâèÿ.

ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ×ÈÑËÀ ÎÁÓÑËÎÂËÅÍÍÎÑÒÈ ÑËÀÓ

Äëÿ ïðîâåäåíèÿ èññëåäîâàíèÿ ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè ÑËÀÓ, ïîëó÷àåìîé

â ïðîöåññå ðåàëèçàöèè èñïîëüçîâàííîé â ðàáîòå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè —

ñèñòåìû ÑÈÓ ïåðâîãî ðîäà ñ èíòåãðàëüíûì äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì, èñ-

ïîëüçóåì âû÷èñëèòåëüíóþ ñõåìó, àïðîáèðîâàííóþ â [13]. Àíàëèç ìíîãèõ

ëèòåðàòóðíûõ èñòî÷íèêîâ ïîçâîëÿåò çàêëþ÷èòü, ÷òî èññëåäîâàíèÿ ÷èñëà

îáóñëîâëåííîñòè ÑËÀÓ, ïîëó÷àåìîé â ïðîöåññå ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ñèñòåì

ÑÈÓ, ïðàêòè÷åñêè íå ïðîâîäèëèñü. Â ðàáîòå [19] (îäíîé èç íåìíîãî÷èñëåí-

íûõ ðàáîò íà ýòó òåìó) ïðåäëîæåí ìåòîä ïðîãíîçèðîâàíèÿ ÷èñëà îáóñëîâëåí-

íîñòè ñèñòåì ÑÈÓ, îäíàêî ñèñòåìà ÑÈÓ ïåðâîãî ðîäà òàì íå ðàññìîòðåíà.

Èçëîæåííûå íèæå ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ ìîãóò çàïîëíèòü ýòîò

ïðîáåë.

Íà ðèñ. 6, à ïðèâåäåíà çàâèñèìîñòü ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè CP ìàòðèöû

ÑËÀÓ îò âîëíîâîãî ÷èñëà � 1a äëÿ P-âîëíû, âçàèìîäåéñòâóþùåé ñ êðóãîâûì

âêëþ÷åíèåì, à íà ðèñ. 6, á — âçàèìîäåéñòâóþùåé ñ âêëþ÷åíèåì ýëëèïòè÷åñêîé
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ôîðìû, ãäå b a/ � 0.2. Êàê âèäèì, íà

èññëåäóåìîì îòðåçêå èçìåíåíèÿ

� 1 0 8a � { }; ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè

CP ÿâëÿåòñÿ îñöèëëèðóþùåé ôóíêöè-

åé, ÷èñëî ðåçêèõ èçìåíåíèé êîòîðîé

óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì îòíîøåíèÿ

îñåé ýëëèïñà îòðàæàòåëÿ. Ïðè÷åì êàê

äëÿ ñëó÷àÿ êðóãîâîé, òàê è äëÿ ýëëèï-

òè÷åñêîé íåîäíîðîäíîñòè ñóùåñòâóåò

íåêîòîðîå âîëíîâîå ÷èñëî � 1a , ðàâ-

íîå 3.7499847 è 1.9699172 ñîîòâåò-

ñòâåííî, ïðè êîòîðîì ÷èñëî îáóñëîâ-

ëåííîñòè ðàñòåò ëàâèíîîáðàçíî —

âïëîòü äî CP � �10 1011 12 . Íà ãðàôèêàõ îòäåëüíî âûäåëåíû ïèêè.

Äëÿ ñðàâíåíèÿ íà ðèñ. 7 ïðèâåäåíà çàâèñèìîñòü ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè CP

ìàòðèöû ÑËÀÓ îò âîëíîâîãî ÷èñëà � 1a äëÿ P-âîëíû, âçàèìîäåéñòâóþùåé ñ êðó-

ãîâûì îòâåðñòèåì ñî ñâîáîäíûì îò ñèë êîíòóðîì [13]. Äàííàÿ çàâèñèìîñòü ñîâ-

ïàäàåò ñ âàæíûì âûâîäîì ðàáîòû [1] îá óäîâëåòâîðèòåëüíîé âû÷èñëèòåëüíîé

óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ äëÿ çíà÷åíèé âîëíîâûõ ÷èñåë, áëèçêèõ ê íóëþ, è î çàìåò-

íîì óõóäøåíèè óñòîé÷èâîñòè äëÿ � 1 2a � .

Êàê âèäíî èç ãðàôèêîâ, õàðàêòåð ñîîòâåòñòâóþùèõ çàâèñèìîñòåé äëÿ ìîäå-

ëè î âçàèìîäåéñòâèè P-âîëíû ñ íåïîäâèæíûì âêëþ÷åíèåì ïîëíîñòüþ ïðîòèâî-

ïîëîæåí çàâèñèìîñòè äëÿ îòâåðñòèÿ ñî ñâîáîäíûì îò ñèë êîíòóðîì. Ïðè ýòîì

çíà÷åíèÿ ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè íà èññëåäóåìîì èíòåðâàëå � 1a äëÿ îòâåðñòèÿ ñî

ñâîáîäíûì îò ñèë êîíòóðîì íå ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷íûì â îòëè÷èå îò ìîäåëè äèô-

ðàêöèè íà íåïîäâèæíîì âêëþ÷åíèè.

Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèé äëÿ SV -âîëí èìåþò

ñõîæèå ñâîéñòâà, ïîýòîìó çäåñü íå ïðèâîäÿòñÿ.

Ðàçðàáîòàííàÿ ñõåìà ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà ïîçâîëèëà ñôîðìèðîâàòü

óíèêàëüíóþ òàáëèöó âûñîêîòî÷íûõ çíà÷åíèé (äî 10 9� ) ìàêñèìóìîâ íàïðÿæåíèé

è ñîîòâåòñòâóþùèõ óãëîâûõ êîîðäèíàò íà êîíòóðå ýëëèïòè÷åñêîãî íåïîäâèæíî-

ãî âêëþ÷åíèÿ. Ïî ìíåíèþ àâòîðîâ, òàêàÿ òàáëèöà ñôîðìèðîâàíà âïåðâûå.

Â òàáë. 2 ïðèâåäåí ôðàãìåíò ýòîãî ðåçóëüòàòà. Îáúåêò âîçäåéñòâèÿ — ýëëèïòè-

÷åñêàÿ íåîäíîðîäíîñòü ñ óêàçàííûìè ñîîòíîøåíèÿìè îñåé b a/ è âîëíîâûìè

÷èñëàìè � 1a è � 2a .
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Â èññëåäóåìîé çàäà÷å âûÿâëåí íåèçâåñòíûé ðàíåå ýôôåêò çíà÷èòåëüíîãî ðîñòà

÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè ïðè îïðåäåëåííîì çíà÷åíèè âîëíîâîãî ÷èñëà. Êàê âèä-

íî, ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé ìîäåëè (íà îñíîâå ÑÈÓ) äèôðàêöèè ïëîñêèõ

âîëí íà îòâåðñòèè, ñâîáîäíîì îò ñèë, ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àþòñÿ îò àíàëî-

ãè÷íûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ ìîäåëè äèôðàêöèè ïëîñêèõ âîëí íà îòâåðñòèè, êîíòóð

êîòîðîãî çàùåìëåí (íåïîäâèæíîå âêëþ÷åíèå).

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî òåîðåòè÷åñêè èññëåäîâàòü ÑÈÓ ñ íåîïðåäåëÿåìûì èí-

äåêñîì â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîãî ïîäõîäà íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì [12], ÷èñ-

ëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî òàêèå ìîäåëè ñóùåñòâóþò è öåëåñîîáðàçíû.

Äëÿ óêàçàííîé çàäà÷è ìîäåëü ÑÈÓ ñ íåîïðåäåëÿåìûì èíäåêñîì ÿâëÿåòñÿ

ïðèåìëåìûì äîïîëíåíèåì, âåðèôèöèðóþùèì ðåøåíèÿ.

Äëÿ çàäà÷è äèôðàêöèè óïðóãèõ âîëí íà ãëàäêèõ ïðåïÿòñòâèÿõ ïàðàëëåëüíûå

àëãîðèòìû ïîçâîëÿþò çíà÷èòåëüíî ñîêðàòèòü âðåìÿ âû÷èñëåíèé è áîëåå äåòàëü-

íî ïðîàíàëèçèðîâàòü õàðàêòåðèñòèêè âîëíîâîãî ïîëÿ. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü ïî-

ëó÷èòü çíà÷åíèÿ ìàêñèìóìîâ êîíòóðíûõ íàïðÿæåíèé, à òàêæå çíà÷åíèÿ êîîðäè-

íàò äèñëîêàöèè ìàêñèìóìîâ ñ ïîâûøåííîé òî÷íîñòüþ, ÷òî ïîçâîëèò èçáåæàòü

ðàçðóøåíèé êîíñòðóêöèé, ðàáîòàþùèõ â óñëîâèÿõ äèíàìè÷åñêèõ íàãðóçîê.
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Àíîòàö³ÿ. Øëÿõîì çâåäåííÿ äî äâîõ ð³çíèõ òèï³â ñèñòåì ñèíãóëÿðíèõ
³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü (Ñ²Ð) ïðîâåäåíî ÷èñåëüíå äîñë³äæåííÿ çàäà÷³ ìàòåìà-
òè÷íî¿ ô³çèêè ïðî ä³þ ñòàö³îíàðíèõ õâèëü ïëîñêî¿ äåôîðìàö³¿ íà íåðóõîìå
âêëþ÷åííÿ (çàòèñíåíèé îòâ³ð) ç äîâ³ëüíèì êîíòóðîì, ùî ³íòåãðîâàíå â
íåñê³í÷åííå ³çîòðîïíå ñåðåäîâèùå. Çàäà÷ó ðîçâ’ÿçàíî ç âèêîðèñòàííÿì ñèñ-
òåìè Ñ²Ð ïåðøîãî ðîäó, à òàêîæ Ñ²Ð äðóãîãî ðîäó ç íåâèçíà÷óâàíèì ³íäåê-
ñîì. Îáóìîâëåí³ñòü ìîäåëåé äîñë³äæåíî ç âèêîðèñòàííÿì êëàñòåðíèõ âèñî-
êîòî÷íèõ îá÷èñëåíü.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ñèíãóëÿðí³ èíòåãðàëüí³ ð³âíÿííÿ, ³íäåêñ ð³âíÿííÿ, ÷èñëî
îáóìîâëåíîñò³, ÷èñëîâèé åêñïåðèìåíò, äèôðàêö³ÿ ïëîñêèõ õâèëü, íåðóõîìå
æîðñòêå âêëþ÷åííÿ (çàòèñíåíèé îòâ³ð).

B.E. Panchenko, Yu.D. Kovalev, I.N. Saiko

NUMERICAL ANALYSIS OF SYSTEMS OF SINGULAR INTEGRAL EQUATIONS
OF THE FIRST KIND WITH AN INDEFINABLE INDEX IN THE PROBLEM
OF THE DIFFRACTION OF PLANE WAVES ON A RIGID INCLUSION

Abstract. By reducing the systems of singular integral equations (SIE) to two
types, we have carried out a numerical analysis of the problem of mathematical
physics about the interaction of stationary plane strain waves with a rigid
inclusion (cavity with a clamped contour) located in an infinite isotropic elastic
medium. The problem is solved using the systems of SIEs of the 1st and 2nd
kinds, where the latter has an indefinable index. The conditionality of the
models is analyzed using cluster high-precision computational schemes.

Keywords: singular integral equations, equation index, condition number,
numerical experiment, plane wave diffraction, rigid stiff inclusion (clamped
cavity).
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