
À.Í. ×ÅÁÎÒÀÐÅÂ

ÓÄÊ 519.713.1 ÎÒ ÔÎÐÌÓË ÂÈÄÀ F t( ) ßÇÛÊÀ LP
Ê ��-ÐÅÃÓËßÐÍÛÌ ÂÛÐÀÆÅÍÈßÌ

Àííîòàöèÿ. Ïðè ñèíòåçå �-àâòîìàòà, ñïåöèôèöèðîâàííîãî â ÿçûêå LP, âîç-
íèêàåò çàäà÷à ïðåäñòàâëåíèÿ ìíîæåñòâà îáðàòíûõ ñâåðõñëîâ, çàäàâàåìûõ
ôîðìóëîé F t( ), â âèäå ��-ðåãóëÿðíîãî âûðàæåíèÿ. Ïîñòðîåíèå ýòîãî âûðà-
æåíèÿ îñíîâàíî íà ñîîòâåòñòâèè ìåæäó ñòðóêòóðíûìè ýëåìåíòàìè ôîðìóë
è ��-ðåãóëÿðíûõ âûðàæåíèé. Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ òàêîãî ñîîòâåòñòâèÿ ââåäåíû
äâå äîïîëíèòåëüíûå îïåðàöèè íàä ��-ðåãóëÿðíûìè ìíîæåñòâàìè, ñîîòâåòñòâó-
þùèå îïåðàöèÿì êâàíòèôèêàöèè â ôîðìóëàõ. Ðàññìîòðåíû ìåòîäû ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ ýòèõ îïåðàöèé â òåðìèíàõ ÿçûêà ��-ðåãóëÿðíûõ âûðàæåíèé. Ïîëó÷å-
íû ðåçóëüòàòû, ïîçâîëÿþùèå ñòðîèòü ��-ðåãóëÿðíûå âûðàæåíèÿ äëÿ äîñòà-
òî÷íî øèðîêîãî êëàññà ôîðìóë âèäà F t( ) ÿçûêà LP.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ëîãèêà LP, îáðàòíîå ñâåðõñëîâî, îãðàíè÷åííàÿ ñïðàâà
ôîðìóëà, ��-ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå, ïðåôèêñíî çàìêíóòîå ìíîæåñòâî îáðàò-
íûõ ñâåðõñëîâ.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ïðåäëîæåííûé â [1] ìåòîä ñèíòåçà �-àâòîìàòà, ñïåöèôèöèðîâàííîãî â ëîãè÷åñ-

êîì ÿçûêå LP, ñîñòîèò èç äâóõ ïðîöåäóð: ïåðâàÿ ñòðîèò �-àâòîìàò, èìåþùèé

ïîäàâòîìàò, ñîâïàäàþùèé ñî ñïåöèôèöèðîâàííûì àâòîìàòîì, âòîðàÿ óäàëÿåò

â ïîñòðîåííîì àâòîìàòå ñîñòîÿíèÿ, íå ïðèíàäëåæàùèå ýòîìó ïîäàâòîìàòó. Òà-

êèå ñîñòîÿíèÿ íàçûâàþòñÿ ôèêòèâíûìè. Â [2] ïðåäëîæåí ìåòîä íàõîæäåíèÿ

ôèêòèâíûõ ñîñòîÿíèé, â êîòîðîì ôîðìóëå âèäà F t( ), îïðåäåëÿþùåé ñîñòîÿíèå

ñèíòåçèðóåìîãî àâòîìàòà, ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå � �-ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå

R F t( ( )), çàäàþùåå ìíîæåñòâî îáðàòíûõ ñâåðõñëîâ. Ïðîâåðêà ñîñòîÿíèÿ íà ôèê-

òèâíîñòü ñîñòîèò â ïðîâåðêå ïðèíàäëåæíîñòè íåêîòîðîãî ïåðèîäè÷åñêîãî îáðàò-

íîãî ñâåðõñëîâà ìíîæåñòâó îáðàòíûõ ñâåðõñëîâ, çàäàâàåìîìó � �-ðåãóëÿðíûì

âûðàæåíèåì R F t( ( )). Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåò çàäà÷à ïåðåõîäà îò ôîðìóëû

F t( ) ÿçûêà LP ê ñîîòâåòñòâóþùåìó åé � �-ðåãóëÿðíîìó âûðàæåíèþ R F t( ( )).

Äàííàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà ðåøåíèþ ýòîé çàäà÷è.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ âûðàæåíèÿ R F t( ( )) îïðåäåëåíû äâå îïåðàöèè íàä ��-ðåãó-

ëÿðíûìè ìíîæåñòâàìè, ñîîòâåòñòâóþùèå êâàíòîðíûì ïîäôîðìóëàì âèäà

� � � �t t t k F t1 1 1( ) ( ) è � � � � 	 � � �t t t k F t t t t t k F t1 1 1 1 1 2 1 2 2 2 2( ) ( )& ( ) ( )

ÿçûêà LP. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü ñòðîèòü âûðàæåíèå R F t( ( )) èíäóêòèâíî â ñîîò-

âåòñòâèè ñî ñòðóêòóðîé ôîðìóëû F t( ). Ïîñêîëüêó ýòè îïåðàöèè, êàê è îïåðàöèÿ

ïåðåñå÷åíèÿ � �-ðåãóëÿðíûõ ìíîæåñòâ, íå ïðèíàäëåæàò ÿçûêó � �-ðåãóëÿðíûõ

âûðàæåíèé, âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü èõ ïîñëåäóþùåãî ïðåäñòàâëåíèÿ â òåðìè-

íàõ îïåðàöèé êîíêàòåíàöèè, èòåðàöèè è îáúåäèíåíèÿ. Ïîëó÷åííûå â ðàáîòå ðå-

çóëüòàòû ïîçâîëÿþò ñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþùèå � �-ðåãóëÿðíûå âûðàæåíèÿ äëÿ

äîñòàòî÷íî øèðîêîãî êëàññà ôîðìóë âèäà F t( ) ÿçûêà LP. Íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ
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î ôîðìóëàõ ÿçûêà LP ñ îäíîé ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé è î � �-ðåãóëÿðíûõ

âûðàæåíèÿõ ïðèâåäåíû â ðàçä. 1.

1. ÔÎÐÌÓËÛ ßÇÛÊÀ LP È � �-ÐÅÃÓËßÐÍÛÅ ÂÛÐÀÆÅÍÈß

Ëîãèêà LP — ýòî ôðàãìåíò ëîãèêè ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ îäíîìåñòíûìè ïðåäèêàòà-

ìè MFO	 [3], èíòåðïðåòèðóåìûé íà ìíîæåñòâå Z öåëûõ ÷èñåë ñ îòíîøåíèåì ëè-

íåéíîãî ïîðÿäêà. Òåðìû ÿçûêà LP èìåþò âèä t k� , ãäå t ïðèíàäëåæèò ìíîæåñ-

òâó ïðåäìåòíûõ ïåðåìåííûõ T t t tn
 { }, , ...,1 , à k �Z. Àòîìàðíûå ôîðìóëû ìî-

ãóò áûòü äâóõ òèïîâ: � �( ) èëè � ��1 2 , ãäå � — îäíîìåñòíûé ïðåäèêàòíûé

ñèìâîë, ïðèíàäëåæàùèé ìíîæåñòâó ïðåäèêàòíûõ ñèìâîëîâ � 
 { }a b c, , , ... ,

� � 
 	 �{ }, , , à � � �, ,1 2 — òåðìû. Âñå çàìêíóòûå ôîðìóëû ÿçûêà LP èìåþò âèä

�tF t( ), ãäå F t( ) — ôîðìóëà ñ îäíîé ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé. Êàæäàÿ êâàíòîðíàÿ

ïîäôîðìóëà, ò.å. ïîäôîðìóëà, ñîñòîÿùàÿ èç êâàíòîðà è îáëàñòè åãî äåéñòâèÿ,

èìååò íå áîëåå äâóõ ñâîáîäíûõ (â ýòîé ïîäôîðìóëå) ïåðåìåííûõ. Âñå òàêèå ïîä-

ôîðìóëû ñ îäíîé ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé èìåþò âèä � � �t t t k F t1 1 1 1( ) ( ) èëè

� � � �t t t k F t1 1 1 1( ) ( ), à ïîäôîðìóëû ñ äâóìÿ ñâîáîäíûìè ïåðåìåííûìè —

� 	 � �t t t t k F t2 1 2 2 2( ) ( ) èëè � 	 � � �t t t t k F t2 1 2 2 2( ) ( ). Â ôîðìóëå íå èíòåð-

ïðåòèðîâàíû òîëüêî ïðåäèêàòíûå ñèìâîëû èç � , ïîýòîìó åå èíòåðïðåòàöèþ íà

ìíîæåñòâå Z ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê äâóñòîðîííåå ñâåðõñëîâî (Z-ñëîâî) â àë-

ôàâèòå �. (Òåðìèíîëîãèÿ, êàñàþùàÿñÿ áåñêîíå÷íûõ ñëîâ: ñâåðõñëîâ, îáðàòíûõ

ñâåðõñëîâ è Z-ñëîâ, èõ ïðåôèêñîâ è ñóôôèêñîâ, ïðèâåäåíà â [2].) Ïðè ýòîì

Z-ñëîâî îïðåäåëÿåò èíòåðïðåòàöèþ ïðåäèêàòíîãî ñèìâîëà � êàê ïðåäèêàò, èñòèí-

íûé ïðè òåõ è òîëüêî òåõ çíà÷åíèÿõ t , êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ïîçèöèÿì Z-ñëîâà,

ãäå âñòðå÷àåòñÿ ñèìâîë �. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî ìîäåëåé äëÿ ôîðìóëû

F tF t
 � ( ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî M F( ) âñåõ òàêèõ Z-ñëîâ, â êàæäîé

ïîçèöèè êîòîðûõ èñòèííà ôîðìóëà F t( ).

Ôîðìóëà F t( ) ñ îäíîé ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé t íàçûâàåòñÿ k-îãðàíè÷åííîé

ñïðàâà (k �Z), åñëè äëÿ ëþáîãî � �Z çíà÷åíèÿ ôîðìóëû F ( )� íà âñåõ äâóñòîðîí-

íèõ ñâåðõñëîâàõ, èìåþùèõ îäèíàêîâûå ( )� � k -ïðåôèêñû, ñîâïàäàþò. Áóäåì ãî-

âîðèòü, ÷òî 0-îãðàíè÷åííàÿ ñïðàâà ôîðìóëà F t( ) èñòèííà íà îáðàòíîì ñâåðõñëî-

âå g , åñëè F ( )0 èñòèííà íà ëþáîì äâóñòîðîííåì ñâåðõñëîâå ñ 0-ïðåôèêñîì g .

Ôîðìóëà F t( ), 0-îãðàíè÷åííàÿ ñïðàâà, çàäàåò ìíîæåñòâî R F t( ( )) âñåõ òåõ îáðàò-

íûõ ñâåðõñëîâ, íà êîòîðûõ îíà èñòèííà. Òàêèì îáðàçîì, 0-îãðàíè÷åííûå ñïðàâà

ôîðìóëû âèäà F t( ) ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ñïîñîá çàäàíèÿ ìíîæåñòâ îáðàòíûõ

ñâåðõñëîâ. Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî 0-îãðàíè÷åííûå ñïðàâà ôîðìóëû F t( ),

ïîñêîëüêó òàêèå ôîðìóëû îïðåäåëÿþò ñîñòîÿíèÿ ñèíòåçèðóåìîãî àâòîìàòà.

Äëÿ îïèñàíèÿ ìíîæåñòâ îáðàòíûõ ñâåðõñëîâ áóäåì èñïîëüçîâàòü � �-ðåãóëÿð-
íûå âûðàæåíèÿ, àëôàâèò êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ ñèãíàòóðîé îäíîìåñòíûõ ïðåäèêàò-
íûõ ñèìâîëîâ ÿçûêà LP. Ïóñòü � — êîíå÷íûé àëôàâèò. Ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ

â àëôàâèòå �, âêëþ÷àÿ ïóñòîå ñëîâî �, îáîçíà÷àåòñÿ �* , ìíîæåñòâî âñåõ îáðàò-

íûõ ñâåðõñëîâ — �� �, à ìíîæåñòâî âñåõ äâóñòîðîííèõ ñâåðõñëîâ — �Z . Íà

ìíîæåñòâå � �* � �� îïðåäåëåíà (÷àñòè÷íàÿ) îïåðàöèÿ êîíêàòåíàöèè « 
», êîòî-

ðóþ ðàñïðîñòðàíèì òàêæå íà ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâ �* è ��� . Íàïðèìåð, åñëè

R � �� � , Q � �* , òî R Q r q r R q Q
 
 
 � �{ }| , .

Íà ìíîæåñòâå R � �* îïðåäåëåíû:

— îïåðàöèÿ êîíå÷íîé èòåðàöèè R r r r n r Rn i
* | ,
 � �{ }1 2 0� , çàìåòèì, ÷òî

n 
 0 ñîîòâåòñòâóåò ïóñòîìó ñëîâó �;

— îïåðàöèÿ áåñêîíå÷íîé èòåðàöèè R r r r�
� �
� {� 2 1 0 | äëÿ âñåõ

i r Ri� �0 \ { }}� .
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Òàêèì îáðàçîì, ðåçóëüòàòîì êîíå÷íîé èòåðàöèè ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîå ìíîæåñ-

òâî ñëîâ, à ðåçóëüòàòîì áåñêîíå÷íîé èòåðàöèè — áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî îá-

ðàòíûõ ñâåðõñëîâ.

Âûðàæåíèÿ, ïîñòðîåííûå èç ñèìâîëîâ àëôàâèòà � ñ ïîìîùüþ îïåðàöèé îáúå-

äèíåíèÿ, êîíêàòåíàöèè (ñèìâîë êîíêàòåíàöèè ÷àñòî áóäåì îïóñêàòü) è êîíå÷íîé

èòåðàöèè, íàçûâàþòñÿ ðåãóëÿðíûìè, à êîíå÷íûå îáúåäèíåíèÿ âûðàæåíèé âèäà

R U�� , ãäå R èU — ðåãóëÿðíûå âûðàæåíèÿ, íàçûâàþòñÿ � �-ðåãóëÿðíûìè âûðà-

æåíèÿìè. Ìíîæåñòâà îáðàòíûõ ñâåðõñëîâ, çàäàâàåìûå � �-ðåãóëÿðíûìè âûðàæå-

íèÿìè, íàçûâàþòñÿ � �-ðåãóëÿðíûìè ìíîæåñòâàìè. Ìíîæåñòâî âñåõ � �-ðåãó-

ëÿðíûõ ìíîæåñòâ çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ïåðåñå÷åíèÿ «�» è äîïîëíå-

íèÿ «�» [4], ò.å. åñëè R è Q ÿâëÿþòñÿ � �-ðåãóëÿðíûìè ìíîæåñòâàìè, òî

ìíîæåñòâà �R è R Q� òàêæå ìîãóò áûòü çàäàíû � �-ðåãóëÿðíûìè âûðàæåíèÿìè.

Ïîýòîìó äëÿ çàäàíèÿ ��-ðåãóëÿðíûõ ìíîæåñòâ íàðÿäó ñ � �-ðåãóëÿðíûìè âûðà-

æåíèÿìè áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ âûðàæåíèÿ, ñîäåðæàùèå îïåðàöèè «�» è, âîç-

ìîæíî, «�». Ïðè âû÷èñëåíèè ïåðåñå÷åíèé � �-ðåãóëÿðíûõ ìíîæåñòâ ÷àñòî ïðè-

ìåíÿåòñÿ ðàâíîñèëüíîñòü R R R� � �* *
 � . Äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé îäíîý-

ëåìåíòíîå ìíîæåñòâî ñëîâ { }r , r ��* , áóäåì çàïèñûâàòü áåç ôèãóðíûõ ñêîáîê,

à äëÿ îáúåäèíåíèÿ òàêèõ ìíîæåñòâ èñïîëüçîâàòü ñèìâîë � âìåñòî �. Íàïðèìåð,

âìåñòî ( ){ } { } { }a b c
 � � � áóäåì ïèñàòü ( )ab c� � �.

2. ÎÁÙÈÉ ÏÐÈÍÖÈÏ ÏÅÐÅÕÎÄÀ ÎÒ ËÎÃÈ×ÅÑÊÈÕ ÔÎÐÌÓË
Ê � �-ÐÅÃÓËßÐÍÛÌ ÂÛÐÀÆÅÍÈßÌ

Ïåðåõîä îò ôîðìóëû F t( ) ê ìíîæåñòâó îáðàòíûõ ñâåðõñëîâ R F t( ( )) ñîñòîèò

â ïîñòðîåíèè � �-ðåãóëÿðíîãî âûðàæåíèÿ, çàäàþùåãî ýòî ìíîæåñòâî. Òàêîé

ïåðåõîä îñíîâàí íà ñîîòâåòñòâèè ìåæäó ñòðóêòóðíûìè ýëåìåíòàìè ôîðìóëû,

ò.å. åå ïîäôîðìóëàìè, è ñòðóêòóðíûìè ýëåìåíòàìè � �-ðåãóëÿðíîãî âûðàæå-

íèÿ. Ýòî ñîîòâåòñòâèå îïðåäåëÿåòñÿ èíäóêòèâíî, èñõîäÿ èç ñîâïàäåíèÿ ìíî-

æåñòâà îäíîìåñòíûõ ïðåäèêàòíûõ ñèìâîëîâ ôîðìóëû è àëôàâèòà � �-ðåãóëÿð-

íîãî âûðàæåíèÿ, à òàêæå ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó îïåðàöèÿìè, èñïîëüçóåìûìè äëÿ

ïîñòðîåíèÿ ôîðìóë, è îïåðàöèÿìè, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ñòðîÿòñÿ � �-ðåãóëÿð-

íûå ìíîæåñòâà. Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ëîãè÷åñêèìè ñâÿçêàìè è òåîðåòèêî-ìíî-

æåñòâåííûìè îïåðàöèÿìè îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèìè ðàâåíñòâàìè: R F t( ( )1 �

� 
 �F t R F R F t2 1 2( )) (( )) ( ( )), R F t F t R F R F t( ( ) & ( )) (( )) ( ( ))1 2 1 2
 � . Çàìåòèì,

÷òî ïåðåñå÷åíèå íå ÿâëÿåòñÿ îïåðàöèåé ÿçûêà � �-ðåãóëÿðíûõ âûðàæåíèé è,

ñëåäîâàòåëüíî, äîëæíî áûòü ïðåäñòàâëåíî â òåðìèíàõ îïåðàöèé ýòîãî ÿçûêà.

Îòðèöàíèþ ñîîòâåòñòâóåò îïåðàöèÿ äîïîëíåíèÿ äî ��� , êîòîðàÿ òàêæå íå ïðè-

íàäëåæèò ÿçûêó � �-ðåãóëÿðíûõ âûðàæåíèé. Ïîñêîëüêó âû÷èñëåíèå äîïîëíåíèÿ

� �-ðåãóëÿðíîãî ìíîæåñòâà îñóùåñòâëÿåòñÿ äîâîëüíî ñëîæíî, áóäåì ïîëàãàòü,

÷òî ôîðìóëà F t( ) ïðèâåäåíà ê òàêîìó âèäó, ÷òî îòðèöàíèå ïðèìåíÿåòñÿ òîëüêî

ê àòîìàðíûì ôîðìóëàì âèäà � �( ) èëè èõ äèçúþíêöèè. Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ñîîò-

âåòñòâèÿ ñ îïåðàöèÿìè ïðèìåíåíèÿ (îãðàíè÷åííûõ) êâàíòîðîâ áóäóò îïðåäåëå-

íû äâå äîïîëíèòåëüíûå îïåðàöèè íàä ��-ðåãóëÿðíûìè ìíîæåñòâàìè.

Ðàññìîòðèì çíà÷åíèÿ R F t( ( )) äëÿ ôîðìóë, íå ñîäåðæàùèõ êâàíòîðîâ. Òàê,

R t( ( ))1 
 �� � , R t( ( ))0 
 �, R a t a( ( )) 
 �� � , R a t k a k( ( ))� 
 �� �� , R a t b t( ( ) ( ))� 
1


 � � 
R a t R b t( ( )) ( ( ))1 � � � �� � �� 
� � �a b ab. Ïðèâåäåííûõ ñâåäåíèé äîñòà-

òî÷íî, ÷òîáû îïðåäåëèòü çíà÷åíèå R F t( ( )) äëÿ ëþáîé ôîðìóëû F t( ), íå ñîäåð-

æàùåé êâàíòîðîâ.

Äëÿ ôîðìóë ñ êâàíòîðàìè ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ôîðìóëû, íå ñîäåðæàùèå

ïîäôîðìóë ñ äâóìÿ ñâîáîäíûìè ïåðåìåííûìè.
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Åñëè ôîðìóëà F t( )1 íå ñîäåðæèò ïîäôîðìóë ñ äâóìÿ ñâîáîäíûìè ïåðåìåííûìè,

òî R t t t k F t R F t k( ( ) ( )) ( ( )) *� � � 
1 1 1 � � , ãäå k � 0. Íàïðèìåð, R t t t a t( ( ) ( ))� � 
1 1 1


 �� ��a * , R t t t t t t a t a a( ( ) ( ) ( )) ( )* * *� � � � 
 
� �
1 1 2 2 1 2 � � � � �� � .

Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ìíîæåñòâ R F t( ( )), ãäå F t( ) íà÷èíàåòñÿ ñ êâàíòîðà �, ïî-

òðåáóåòñÿ ââåñòè äîïîëíèòåëüíóþ îïåðàöèþ íàä � �-ðåãóëÿðíûìè ìíîæåñòâàìè.

Ñëîâî u íàçûâàåòñÿ ôàêòîðîì ñëîâà r, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå ñëîâà

r r1 2, *�� , ÷òî r r ur
 1 2 , è ôàêòîðîì îáðàòíîãî ñâåðõñëîâà g, åñëè ñóùåñòâóþò òà-

êèå g1 � �� � è r ��* , ÷òî g g ur
 1 . Â äàëüíåéøåì â êà÷åñòâå ôàêòîðîâ áóäåì

ðàññìàòðèâàòü ñëîâà â ðàñøèðåííîì àëôàâèòå � �' 
 �2 \ , êîòîðûì ñîîòâåòñòâó-

þò ìíîæåñòâà ñëîâ â àëôàâèòå �, íàïðèìåð, a a b cb a b� ��, ( ) ,� .

Ñëîâî u íàçûâàåòñÿ ïðåôèêñîì ñëîâà r, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ñëîâî r1 ��* ,

÷òî r ur
 1. Îáðàòíîå ñâåðõñëîâî g1 íàçûâàåòñÿ ïðåôèêñîì îáðàòíîãî ñâåðõñëîâà

g, à ñëîâî l — åãî ñóôôèêñîì, åñëè g l g1 
 
 . Ìíîæåñòâî âñåõ ïðåôèêñîâ îáðàò-

íîãî ñâåðõñëîâà g îáîçíà÷èì Pref ( )g . Ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ìíîæåñòâà U îáðàò-

íûõ ñâåðõñëîâ Pref { Pref }( ) | ( )U g g u

u U


 �

�

� .

Ìíîæåñòâî R � �� � íàçûâàåòñÿ ïðåôèêñíî çàìêíóòûì (ÏÇ), åñëè êàæäûé

ïðåôèêñ êàæäîãî îáðàòíîãî ñâåðõñëîâà èç R ïðèíàäëåæèò R , ò.å. Pref ( )R R
 .

Ìíîæåñòâî ñëîâ R � �* íàçûâàåòñÿ ïðåôèêñíî çàìêíóòûì, åñëè êàæäûé íå-

ïóñòîé ïðåôèêñ êàæäîãî ñëîâà èç R ïðèíàäëåæèò R . Çàìåòèì, ÷òî ñëîâî r èìååò
ïðåôèêñû � è r.

Î÷åâèäíî, ÷òî �� � — ÏÇ ìíîæåñòâî, òàêèì îáðàçîì, � �� � ( )*ab è

� � �� �� ( ( ) )*a ab — ÏÇ ìíîæåñòâà, ïîñêîëüêó îáà îíè ñîâïàäàþò ñ �� �,

à � �� �a — íå ÏÇ ìíîæåñòâî, ïîñêîëüêó Pref ( )� � � � �� � �
 �� � �a a . Âîîáùå,

Pref ( )� �� �
� �R , ãäå R � �* . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ëþáîå ìíîæåñòâî âèäà

�� �R íå ÏÇ, åñëè îíî íå ðàâíî �� �. Ìíîæåñòâî a k� �� ÏÇ, êàê è a � ��* . Ìíî-

æåñòâî ñëîâ ( )*a� íå ÏÇ, òàê êàê âñå ñëîâà â íåì èìåþò ÷åòíóþ äëèíó è ïðåôèê-

ñû íå÷åòíîé äëèíû.

Óòâåðæäåíèå 1.

1. Åñëè R � �* — ÏÇ ìíîæåñòâî (ñëîâ), òî ( )*R è R � � — òàêæå ÏÇ ìíîæåñ-

òâà. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå äëÿ R � � íåâåðíî, íàïðèìåð, ìíîæåñòâî ( )*ab� � �

ÏÇ â îòëè÷èå îò ab�* , êîòîðîìó íå ïðèíàäëåæèò ïðåôèêñ a .

2. Ïóñòü R R1 2, *� � . Åñëè R R1 2, — ÏÇ ìíîæåñòâà ñëîâ, òî ìíîæåñòâà

(( ) ( ) )* * *R R1 2 è (( ) ( ) )* *R R1 2
� � òàêæå ÏÇ.

Ââåäåì óíàðíóþ îïåðàöèþ�( )R íàä � �-ðåãóëÿðíûìè ìíîæåñòâàìè, îïðåäå-

ëèâ åå êàê ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ îáðàòíûõ ñâåðõñëîâ èç R , êàæäûé ïðåôèêñ êîòî-

ðûõ ïðèíàäëåæèò R . Îïåðàöèÿ�( )R îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî äëÿ ìíîæåñòâà ñëîâ

R � �* . Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî �( )R — ÏÇ ìíîæåñòâî. Òàê êàê

� �( )R R , ìíîæåñòâî�( )R ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ìàêñèìàëüíîå ÏÇ ïîäìíîæåñò-

âî ìíîæåñòâà R . Íàïðèìåð:� 
� �( )� � �a a ,� 
� �( )� � �� �a ak k ,� 
�( )*� ��a


 �( )*a� �. Åñëè R ÏÇ, òî � 
( )R R . Òàêèì îáðàçîì, �� 
�( ( )) ( )R R .

Òåïåðü R t t t F t( ( ) ( ))� � �1 1 1 ìîæíî îïðåäåëèòü êàê�( ( ( )))R F t , íàïðèìåð:

R t t t a t a a( ( ) ( )) ( )� � � 
� 
� �
1 1 1 � � � ,

R t t t a t k a ak k( ( ) ( )) ( )� � � � 
� 
� �
1 1 1 � � �� � ,
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R t t t t t t a t a a( ( ) ( ) ( )) ( ) ( )* *� � � � � 
� 
� �
1 1 2 2 1 2 � � �� �,

R t t t t t t a t a a( ( ) ( ) ( )) ( ) * *� � � � � 
� 
� �
1 1 2 2 1 2 � � �� � .

Ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ �( )R ðàññìîòðèì â ðàçä. 3.

3. ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂÀ �( )R

Óòâåðæäåíèå 2. Äëÿ R R1 2, � �� � èìååì � � 
� ��( ) ( ) ( )R R R R1 2 1 2 .

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïóñòü g R R�� ��( ) ( )1 2 . Êàæäûé ïðåôèêñ g ïðèíàäëå-

æèò R1 è R2 , ò.å. ïðèíàäëåæèò R R1 2� , à ñëåäîâàòåëüíî, g R R�� �( )1 2 . Ïîñ-

êîëüêó ýòî ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî îáðàòíîãî ñâåðõñëîâà èç� ��( ) ( )R R1 2 , îò-

ñþäà ñëåäóåò, ÷òî � �� �� �( ) ( ) ( )R R R R1 2 1 2 .

2. Ïóñòü g R R�� �( )1 2 . Êàæäûé åãî ïðåôèêñ ïðèíàäëåæèò R R1 2� , ò.å. ïðè-

íàäëåæèò R1 è R2 . Òàêèì îáðàçîì, g R��( )1 è g R��( )2 , ò.å. g R R�� ��( ) ( )1 2 .

Ýòî ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî îáðàòíîãî ñâåðõñëîâà èç � �( )R R1 2 , ÷òî âëå÷åò

� � �� ��( ) ( ) ( )R R R R1 2 1 2 . Ñëåäîâàòåëüíî, � � 
� ��( ) ( ) ( )R R R R1 2 1 2 .

Óòâåðæäåíèå 3. Èç R R1 2� ñëåäóåò � ��( ) ( )R R1 2 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç R R R1 2 1� 
 è óòâåðæäåíèÿ 2 ñëåäóåò, ÷òî � �( )R1

�� 
�( ) ( )R R2 1 , ò.å. � ��( ) ( )R R1 2 .

Óòâåðæäåíèå 4. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî� 
�� �( ) ( )� � �R R , ãäå R � �* .

1. Êàæäûé ïðåôèêñ îáðàòíîãî ñâåðõñëîâà èç � �( )� �R çàêàí÷èâàåòñÿ ñëî-

âîì èç R . Òàêèì îáðàçîì, êàæäîå îáðàòíîå ñâåðõñëîâî èç� �( )� �R ìîæíî ïðåä-

ñòàâèòü êàê áåñêîíå÷íóþ êîíêàòåíàöèþ ñëîâ èç R, ò.å. � �� �( )� � �R R .

2. Êàæäîå îáðàòíîå ñâåðõñëîâî èç R � � ïðèíàäëåæèò �� �R , ò.å. R � ��

� �� �R . Ïðèìåíèâ óòâåðæäåíèå 3 ê êàæäîìó èç ýòèõ âêëþ÷åíèé, ïîëó÷èì

� ��� �( ) ( )� � �R R è� ��� �( ) ( )R R� �� , èç ÷åãî ñëåäóåò� 
�� �( ) ( )� � �R R .

Ïðèâåäåì ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ îïåðàöèè � è óòâåðæäåíèé 2–4 äëÿ ïî-

ñòðîåíèÿ ��-ðåãóëÿðíîãî âûðàæåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî R F t( ( )).

Ïðèìåð 1. Ïóñòü F t t t t b t t t t a t( ) ( ) ( ( ) ( ) ( ))
 � � � � 	1 1 1 2 2 1 2 . Ìíîæåñòâî

�( ( ))F t ðàâíî � �� �( ( ))*� � � �� �b a . Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèÿì 2 è 4 èìååì

� � 
 ��� � � �( ( )) (( ) )* *� � � � � �� � � �b a b a . Ïîñêîëüêó îáðàòíîå ñâåðõñëîâî

b� � íå ïðèíàäëåæèò ( )*a� � � �, à ñëåäîâàòåëüíî, è � �(( ) )*a� � � , ýòî ïåðåñå÷å-

íèå ïóñòî.

Ïðèìåð 2. Ïóñòü r ��* . Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 4 � 
�� �( ) (( ) )* *� � �� �r r .

Ìíîæåñòâî ( )*r� � � ÏÇ. Äåéñòâèòåëüíî, âñÿêèé ïðåôèêñ îáðàòíîãî ñâåðõñëîâà

èç ( )*r� � � ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó ( )*r r� � �
1, ãäå r r1 � �* , èëè ÿâëÿåòñÿ ïðåôèê-

ñîì ñëîâà r. Î÷åâèäíî, ÷òî ( ) ( )* *r r r� �� ��� �
1 . Òàêèì îáðàçîì,� 
�( )*� ��r


 �( )*r� � . Àíàëîãè÷íî äëÿ R ��* èìååì� 
� 
� � �( ) (( ) ) ( )* * *� � � �� � �R R R .

Ðàññìîòðèì ïîñòðîåíèå�( )R äëÿ R R
 �� �
1, ãäå R1 — êîíå÷íîå ìíîæåñòâî

ñëîâ â àëôàâèòå �', íàçûâàåìûõ ïåðâè÷íûìè òåðìàìè. Ìíîæåñòâî âñåõ ïåðâè÷-

íûõ òåðìîâ ìíîæåñòâà R îáîçíà÷èì T R( ). Òàê, äëÿ R r r rk
 � � ��� � ( )1 2 � èëè

R r r rk
 � � � �( )1 2 �
�, ãäå r r rk1 2, , ..., ( )*� �' , T R r r rk( ) , , ...,
 { }1 2 . Åñëè ïåð-

âè÷íûå òåðìû ñîäåðæàò ñèìâîë � , èõ ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê ìíîæåñòâà

ñëîâ, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå çàìåíû êàæäîãî ñèìâîëà � êîíêðåòíûì ñèìâîëîì

èç ìíîæåñòâà �.
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Ñôîðìóëèðóåì àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ�( )R , îäíîâðåìåííî èëëþñòðèðóÿ åãî

íà ïðèìåðå.

Ïóñòü R b a
 ��� ��� ( ), ãäå � 
 { }a b c, , .

Åñëè îáðàòíîå ñâåðõñëîâî � � � �� �2 1 0 ïðèíàäëåæèò �( )R , òî êàæäûé åãî

ïðåôèêñ çàêàí÷èâàåòñÿ ïåðâè÷íûì òåðìîì èç T R( ). Äëÿ êàæäîãî ïåðâè÷íîãî

òåðìà r T R� ( ) ïîñòðîèì ìíîæåñòâî îáðàòíûõ ñâåðõñëîâ, ïðèíàäëåæàùèõ �( )R

è çàêàí÷èâàþùèõñÿ ýòèì òåðìîì. Ðàññìîòðèì ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ îäíîãî èç òà-

êèõ îáðàòíûõ ñâåðõñëîâ g, çàêàí÷èâàþùåãîñÿ òåðìîì a��.

Ïîñòðîåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîøàãîâî òàê, ÷òî íà êàæäîì øàãå ñîêðàùàåòñÿ

ìíîæåñòâî îáðàòíûõ ñâåðõñëîâ, êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò îáðàòíîå ñâåðõñëîâî g.

Ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ íà÷èíàåòñÿ ñ ìíîæåñòâà � ��� �a . Âñÿêîå îáðàòíîå ñâåðõñëîâî,

ïðèíàäëåæàùåå ýòîìó ìíîæåñòâó, èìååò –1-ïðåôèêñ, ïðèíàäëåæàùèé � �� �a ,

è –1-ñóôôèêñ � . Êðîìå òîãî –1-ïðåôèêñ äîëæåí çàêàí÷èâàòüñÿ îäíèì èç ïåðâè÷íûõ

òåðìîâ. Åñëè ýòî òåðì r1, òîãäà äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ � � �� �� � �� �a r1 . Â äàííîì

ñëó÷àå òàêèì òåðìîì ìîæåò áûòü ëþáîé ïåðâè÷íûé òåðì. Âûáðàâ r a1 
 ��, ïîëó-

÷èì, ÷òî –1-ïðåôèêñ ïðèíàäëåæèò � � � � � ��� � �
 �� � �aa a a . Îòñþäà ñëåäóåò,

÷òî –2-ïðåôèêñ îáðàòíîãî ñâåðõñëîâà g ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó �� �aa, à –2-ñóô-

ôèêñ ðàâåí �� . Íà ýòîì çàêàí÷èâàåòñÿ ïåðâûé øàã.

Íà âòîðîì øàãå óòî÷íÿåòñÿ ìíîæåñòâî îáðàòíûõ ñâåðõñëîâ, êîòîðîìó ïðè-

íàäëåæèò –3-ïðåôèêñ îáðàòíîãî ñâåðõñëîâà g. Ïîñêîëüêó –2-ïðåôèêñ çàêàí÷èâà-

åòñÿ îäíèì èç ïåðâè÷íûõ òåðìîâ, âûáèðàåì òåðì r2 , äëÿ êîòîðîãî

� �� �� � �� �aa r2 . Òàêèì òåðìîì ìîæåò áûòü òîëüêî a�� è, ñëåäîâàòåëüíî,

–2-ïðåôèêñ ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó � � � ��� � �
 �� � �aaa aa a . Îòñþäà ñëåäó-

åò, ÷òî –3-ïðåôèêñ ïðèíàäëåæèò �� �aa , à ñîîòâåòñòâóþùèé ñóôôèêñ ðàâåí a��.

Â îáùåì ñëó÷àå íà i-ì øàãå óòî÷íÿåòñÿ ìíîæåñòâî îáðàòíûõ ñâåðõñëîâ, êî-

òîðîìó ïðèíàäëåæèò � �( )i 1 -ïðåôèêñ îáðàòíîãî ñâåðõñëîâà g, à òàêæå îïðåäåëÿ-

åòñÿ � �( )i 1 -ñóôôèêñ ýòîãî îáðàòíîãî ñâåðõñëîâà.

Â äàëüíåéøåì ïîä âûðàæåíèåì «ïðåôèêñ p» îáðàòíîãî ñâåðõñëîâà g ,

p ��* , áóäåì ïîíèìàòü êàê ìíîæåñòâî îáðàòíûõ ñâåðõñëîâ �� � p, òàê è ñëîâî p.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òåðì r ïðèìåíèì ê ïðåôèêñó �� � p, åñëè � �� �� � �� �r p ,

à ïðèìåíåíèå åãî ñîñòîèò â çàìåíå ïðåôèêñà �� � p ïðåôèêñîì � �� ��� �r p. Òà-

êèì îáðàçîì, øàã àëãîðèòìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðèìåíåíèå íåêîòîðîãî ïåðâè÷-

íîãî òåðìà ê îïðåäåëåííîìó íà ïðåäûäóùåì øàãå ïðåôèêñó p è îïðåäåëåíèå íî-

âîãî ïðåôèêñà ïóòåì ñäâèãà ïîçèöèè â ïîñòðîåííîé ÷àñòè îáðàòíîãî ñâåðõñëîâà

íà åäèíèöó âëåâî. Äëÿ óêàçàíèÿ ïðåôèêñà, ê êîòîðîìó íà ñëåäóþùåì øàãå íóæ-

íî ïðèìåíèòü òåðì, áóäåì èñïîëüçîâàòü òî÷êó. Êàæäûé øàã óâåëè÷èâàåò ïîëó-

÷åííûé ðàíåå ñóôôèêñ îáðàòíîãî ñâåðõñëîâà g íà îäèí ñèìâîë. Ñóôôèêñ îáðàò-

íîãî ñâåðõñëîâà, ïîëó÷åííûé ïîñëå âûïîëíåíèÿ k øàãîâ, íàçîâåì k-ïðîäîëæå-

íèåì èñõîäíîãî ïåðâè÷íîãî òåðìà. Âûïîëíåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè øàãîâ

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òàêèõ ñóôôèêñîâ.

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ïðèìåðà òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîæåò èìåòü ñëåäó-

þùèé âèä: a aa aa a aa aa� � �� �� ��. . . .� � � �� Çäåñü íà êàæäîì øàãå ïðè-

ìåíÿëñÿ òåðì a��, ïðè ýòîì âñåãäà ïîëó÷àëñÿ ïðåôèêñ aa, ê êîòîðîìó ïðèìåíèì

òîëüêî òåðì a��. Áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàêèõ øàãîâ äàåò îáðàòíîå

ñâåðõñëîâî a � ���. Ïîî÷åðåäíîå ïðèìåíåíèå òåðìîâ b è a�� äàåò ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü a a b a ab a bab a abab a babab� � � � � � � � �. . . . . .� � � � � �� , êîòîðàÿ

â èòîãå ïðèâîäèò ê îáðàòíîìó ñâåðõñëîâó ( )ab � � �. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòü
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ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a a b a ab aa ab aa a ab� � � � � � � � �. . . . .� � � � �� , â èòî-

ãå äàþùóþ a ab� �� � . Çäåñü íà ïåðâîì øàãå ïðèìåíÿëñÿ òåðì b, íà âòîðîì è ïî-

ñëåäóþùèõ — òåðì a��.

Íà÷èíàÿ ñ òåðìà b è ïðèìåíÿÿ åãî íà êàæäîì øàãå, ïîëó÷àåì

. . .b bb bbb� � �� , ÷òî äàåò b� �. Çäåñü âûðàæåíèå .b ðàâíîñèëüíî �.b , è ê ïðå-

ôèêñó � ïðèìåíèìû âñå ïåðâè÷íûå òåðìû.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ � �-ðåãóëÿðíîãî âûðàæåíèÿ, çàäàþùåãî ìíîæåñòâî âñåõ îá-

ðàòíûõ ñâåðõñëîâ, ïðèíàäëåæàùèõ �( )R , íà îñíîâå îïèñàííîé âûøå òåõíèêè

ñòðîèòñÿ ãðàô. Ïðè ýòîì íåò íåîáõîäèìîñòè íà êàæäîì øàãå çàïèñûâàòü âåñü ïî-

ëó÷èâøèéñÿ ñóôôèêñ, äîñòàòî÷íî îñòàâëÿòü òîëüêî ïîñëåäíèé ïîëó÷åííûé ñèì-

âîë. Âåðøèíû ýòîãî ãðàôà ñîîòâåòñòâóþò ñëîâàì âèäà p� , ãäå � ��', p — ïðå-

ôèêñ íåêîòîðîãî ïåðâè÷íîãî òåðìà, êîòîðûé íàçîâåì ïðåôèêñîì âåðøèíû. Èç

âåðøèíû, ñîîòâåòñòâóþùåé ñëîâó p1 1� , â âåðøèíó, ñîîòâåòñòâóþùóþ ñëîâó

p2 2� , âåäåò äóãà, îòìå÷åííàÿ ñèìâîëîì � 2 , òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñò-

âóåò ïåðâè÷íûé òåðì, ïðèìåíåíèå êîòîðîãî ê ïðåôèêñó p1 äàåò ñëîâî p2 2� . Âû-

ïîëíåíèå îäíîãî øàãà äëÿ ñëîâà, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðàÿ âåðøèíà

ãðàôà, áóåì íàçûâàòü ýëåìåíòàðíûì ïðîäîëæåíèåì ýòîãî ñëîâà. Ãðàô ñòðîèòñÿ,

íà÷èíàÿ ñ âåðøèí, ñîîòâåòñòâóþùèõ âñåì ïåðâè÷íûì òåðìàì, ïóòåì ïðèìåíåíèÿ

ê ïðåôèêñó êàæäîé âåðøèíû âñåõ ïðèìåíèìûõ ê íåìó ïåðâè÷íûõ òåðìîâ.

Âåðøèíû, ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðâè÷íûì òåðìàì, íàçîâåì íà÷àëüíûìè.

Ïîñòðîåííûé òàêèì îáðàçîì ãðàô íàçîâåì ãðàôîì ýëåìåíòàðíûõ ïðîäîëæåíèé.

Ïîñòðîèì ãðàô ýëåìåíòàðíûõ ïðîäîëæåíèé äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ïðèìåðà.

Èñõîäíûé ãðàô ñîäåðæèò äâå âåðøèíû. Ïóñòü âåðøèíà 1 ñîîòâåòñòâóåò ñëîâó

�.b , à âåðøèíà 2 — ñëîâó a� �. . Ê ïðåôèêñó � âåðøèíû 1 ïðèìåíèìû îáà ïåðâè÷-

íûõ òåðìà: b è a��. Â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ïåðâîãî èç íèõ ïîëó÷àåì äóãó, âåäó-

ùóþ â âåðøèíó 1 è îòìå÷åííóþ ñèìâîëîì b . Ïðèìåíåíèå âòîðîãî äàåò äóãó, âå-

äóùóþ â âåðøèíó 2 è îòìå÷åííóþ ñèìâîëîì �. Ïðèìåíåíèå ïåðâè÷íûõ òåðìîâ

ê ïðåôèêñó a� âåðøèíû 2 ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ íîâîé âåðøèíû 3, ñîîòâåòñòâóþ-

ùåé ñëîâó aa .�, è âåðøèíû 4, ñîîòâåòñòâóþùåé ñëîâó a b. . Äóãè, âåäóùèå èç âåð-

øèíû 2 â âåðøèíû 3 è 4, îòìå÷åíû ñîîòâåòñòâåííî ñèìâîëàìè � è b. Ê ïðåôèêñàì

aa è a ýòèõ âåðøèí ïðèìåíèì òîëüêî òåðì a��, ïîýòîìó èç âåðøèíû 3 âûõîäèò

ëèøü îäíà äóãà, âåäóùàÿ â âåðøèíó 5, ñîîòâåòñòâóþùóþ ñëîâó aa a. , à èç âåðøè-

íû 4 — äóãà, âåäóùàÿ â âåðøèíó 6, ñîîòâåòñòâóþùóþ ñëîâó a a�. . Èç âåðøèíû 5

âûõîäèò îäíà äóãà, âåäóùàÿ â íåå, à èç âåðøèíû 6 âûõîäÿò äâå äóãè, âåäóùèå â

âåðøèíû 3 è 4. Êàê óæå îòìå÷àëîñü, âñå äóãè, âåäóùèå â íåêîòîðóþ âåðøèíó, îò-

ìå÷àþòñÿ ïîñëåäíèì ñèìâîëîì ñëîâà, êîòîðîìó îíà ñîîòâåòñòâóåò. Íà ýòîì ïðî-

öåññ ïîñòðîåíèÿ ãðàôà ýëåìåíòàðíûõ ïðîäîëæåíèé çàêàí÷èâàåòñÿ.

Ïðè ïåðåõîäå îò ïîëó÷åííîãî òàêèì îáðàçîì ãðàôà ê ñîîòâåòñòâóþùåìó

� �-ðåãóëÿðíîìó âûðàæåíèþ ÷àñòî ïîëåçíî îòîæäåñòâëÿòü ýêâèâàëåíòíûå âåð-

øèíû ãðàôà. Äâå âåðøèíû íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ìåæäó âûõîäÿùèìè

èç íèõ äóãàìè èìååòñÿ òàêîå âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå, ÷òî ñîîòâåòñòâó-

þùèå äóãè îòìå÷åíû îäíèì è òåì æå ñèìâîëîì è âåäóò â îäíè è òå æå âåðøèíû,

ò.å. åñëè ïðåôèêñû ýòèõ âåðøèí ñîâïàäàþò.

Òàê, â ïîñòðîåííîì ãðàôå âåðøèíà 2 ýêâèâà-

ëåíòíà âåðøèíå 6, à âåðøèíà 3 — âåðøèíå 5.

Ïîñëå îòîæäåñòâëåíèÿ ýêâèâàëåíòíûõ âåð-

øèí, ïîëó÷èì ãðàô, ïðèâåäåííûé íà ðèñ. 1.

Åñëè èç âåðøèíû q äóãè âåäóò â ýêâèâà-

ëåíòíûå âåðøèíû, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò

ñëîâàì p�1 è p� 2 , òî ïîñëå èõ îáúåäèíåíèÿ,
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äóãà, âåäóùàÿ èç âåðøèíû q â ïîëó÷åííóþ âåðøèíó, îòìå÷àåòñÿ ïàðîé ñèìâîëîâ

( , )� �1 2 .

Êàæäàÿ âåðøèíà q ãðàôà îïðåäåëÿåò ìíîæåñòâî îáðàòíûõ ñâåðõñëîâ â àëôà-

âèòå �'. Ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ òàêîãî îáðàòíîãî ñâåðõñëîâà ñîñòîèò â ïîñëåäîâà-

òåëüíîì ïîðîæäåíèè åãî ñèìâîëîâ, íà÷èíàÿ ñ ïîñëåäíåãî ñèìâîëà ñëîâà, êîòîðî-

ìó ñîîòâåòñòâóåò âåðøèíà q , è ïðîäîëæàåòñÿ âëåâî â ñîîòâåòñòâèè ñ äâèæåíèåì

ïî äóãàì, âûõîäÿùèì èç âåðøèí. Ïîðîæäàåìûå ñèìâîëû ÿâëÿþòñÿ îòìåòêàìè

äóã, ïî êîòîðûì îñóùåñòâëÿåòñÿ äâèæåíèå. Òàê, â ïðèâåäåííîì ãðàôå ïóòè 2, 4,

2, 3, 3, … ñîîòâåòñòâóåò ñóôôèêñ a ab� � îáðàòíîãî ñâåðõñëîâà. Êàæäîå òàêîå îá-

ðàòíîå ñâåðõñëîâî íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìûì ïðîäîëæåíèåì ñëîâà, êîòîðîìó ñîîò-

âåòñòâóåò âåðøèíà q . Ìíîæåñòâî âñåõ îáðàòíûõ ñâåðõñëîâ, ïðèíàäëåæàùèõ

�( )R , ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå âñåõ äîïóñòèìûõ ïðîäîëæåíèé ñëîâ,

êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò íà÷àëüíûå âåðøèíû èëè âåðøèíû, ïîëó÷åííûå â ðå-

çóëüòàòå îáúåäèíåíèÿ äðóãèõ âåðøèí ñ íà÷àëüíîé.

Â çàäàâàåìîì ãðàôîì � �-ðåãóëÿðíîì âûðàæåíèè êàæäîìó öèêëó â ãðàôå

ñîîòâåòñòâóåò ëèáî âûðàæåíèå âèäà r * , ëèáî ïåðèîäè÷åñêîå îáðàòíîå ñâåðõñëî-

âî r � �. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì � 
 � �� � �( ) ( ) ( )* * *R a ab b ab b b� � �� � � .

Óòâåðæäåíèå 5. Åñëè ïðèìåíåíèå äâóõ ðàçëè÷íûõ ïåðâè÷íûõ òåðìîâ: r1 è r2

ê ïðåôèêñó p íåêîòîðîé âåðøèíû â ãðàôå ýëåìåíòàðíûõ ïðîäîëæåíèé äàåò

� � � �� � � �� � �� � � �r p r p1 2 , òî òåðì r1 ïðèìåíÿòü íå ñëåäóåò.

Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ïðîäîëæåíèé äëÿ âåðøèíû, ñîîòâåòñòâó-

þùåé ñëîâó r p1 � , ñîäåðæèòñÿ âî ìíîæåñòâå äîïóñòèìûõ ïðîäîëæåíèé äëÿ âåð-

øèíû, ñîîòâåòñòâóþùåé r p2 � .

Íåêîòîðûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðåôèêñíîé çàìêíóòîñòè.

Óòâåðæäåíèå 6. Ìíîæåñòâî ( ... )r r1 2� � � �, ãäå r r1 2, , *��� , ÿâëÿåòñÿ ÏÇ,

åñëè êàæäûé íåïóñòîé ïðåôèêñ êàæäîãî ïåðâè÷íîãî òåðìà ïðèíàäëåæèò ýòîìó

ìíîæåñòâó ïåðâè÷íûõ òåðìîâ.

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâà a � � è ( )a ab abc� � � � ÏÇ. Ýòî ñïðàâåäëèâî è äëÿ

áåñêîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà ïåðâè÷íûõ òåðìîâ, íàïðèìåð, ìíîæåñòâà ( )*a� � 
�


 � � � �( ... )a a a� �� � è ( ( ) ( ) ) ( ... )* *ab cb a bc a ab abc abcb abcbc� 
 � � � � �� �� �

ïðåôèêñíî çàìêíóòûå.

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ óòâåðæäåíèÿ 6.

Îïðåäåëèì� � � �(( ) )a ab bc � . Ïðåôèêñ îáðàòíîãî ñâåðõñëîâà èç ýòîãî ìíî-

æåñòâà, çàêàí÷èâàþùèéñÿ íà bc, äîëæåí çàêàí÷èâàòüñÿ íà abc (â ñèëó íàëè÷èÿ

òîëüêî îäíîãî ïåðâè÷íîãî òåðìà, çàêàí÷èâàþùåãîñÿ íà b). Òàêèì îáðàçîì, òåðì

bc ìîæíî çàìåíèòü òåðìîì abc, ÷òî äàåò ìíîæåñòâî ïåðâè÷íûõ òåðìîâ, óäîâëåò-

âîðÿþùåå óòâåðæäåíèþ 6, ñëåäîâàòåëüíî,� � � 
 � �� �(( ) ) ( )a ab bc a ab abc� �.

Ïóñòü R a ab cbc
 � ��� � ( ). Òåðì cbc èìååò ïðåôèêñ cb, îäíàêî íå ñóùåñ-

òâóåò ïåðâè÷íîãî òåðìà, ïðèìåíèìîãî ê íåìó, ïîýòîìó òåðì cbc ìîæíî óäàëèòü.

Â ðåçóëüòàòå èìååì � 
 � �( ) ( )R a ab �.

Ìîæíî îñëàáèòü óñëîâèå ïðåôèêñíîé çàìêíóòîñòè: ìíîæåñòâî R ÏÇ, åñëè

êàæäûé íåïóñòîé ïðåôèêñ êàæäîãî ïåðâè÷íîãî òåðìà èç T R( ) ìîæíî ïðåäñòà-

âèòü â âèäå êîíêàòåíàöèè èìåþùèõñÿ ïåðâè÷íûõ òåðìîâ, íàïðèìåð, ìíîæåñòâî

( )acab a ac� � � � ÏÇ.

Ïóñòü R � �� � è R R1 � . Ìíîæåñòâî R1 íàçûâàåòñÿ ïðåôèêñíî çàìêíóòûì

â R, åñëè êàæäûé ïðåôèêñ êàæäîãî åãî îáðàòíîãî ñâåðõñëîâà ïðèíàäëåæèò R , ò.å.
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Pref ( )R R1 � . Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïîíÿòèå ïðåôèêñíîé çàìêíóòîñòè ìíî-

æåñòâà R R1 � â R � �* . Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî R1 ÏÇ, òî îíî ÏÇ â R.

Ïðèâåäåì óòâåðæäåíèå, ïîçâîëÿþùåå èñïîëüçîâàòü ýòî ïîíÿòèå ïðè ïîñòðî-

åíèè �( )R äëÿ R âèäà �� �� ( )R R1 2 .

Óòâåðæäåíèå 7. Ïóñòü R R R
 ��� � ( )1 2 èëè R R R
 � �( )1 2
�, ãäå R1,

R2 � �* , òîãäà:

— åñëè ( )R1
� � è ( )R2

� � ÏÇ â ( )R R1 2� � �, à ( )*R1 è ( )*R2 íå ÏÇ â

( )*R R1 2� , òî � � 
 �� � �(( ) ) ( ) ( )R R R R1 2 1 2
� � �;

— åñëè ( )R1
� � è ( )R2

� � ÏÇ â ( )R R1 2� � � è ( )*R1 ÏÇ â ( )*R R1 2� ,

à ( )*R2 íå ÏÇ â ( )*R R1 2� , òî � � 
 �� � �(( ) ) ( ) ( ) ( )*R R R R R1 2 1 2 1
� � � ;

— åñëè ( )*R1 è ( )*R2 ÏÇ â ( )*R R1 2� , òî � � 
�(( ) )R R1 2
�


 �(( ) ( ) )* *R R1 2
�.

Ïðèìåð 3. Ïóñòü R R R
 � �( )1 2
�, ãäå R cab1 
 , R a ab abc2 
 � � . Ìíîæåñò-

âî R2 ÏÇ è, ñëåäîâàòåëüíî, ( )*R2 è ( )R2
� � ÏÇ ñîîòâåòñòâåííî â ( )*R R1 2� è

( )R R1 2� � �. Ìíîæåñòâî ( )*R1 íå ÏÇ â ( )*R R1 2� , ïîñêîëüêó ïðåôèêñ c íå ïðè-

íàäëåæèò ýòîìó ìíîæåñòâó, îäíàêî ( )R1
� � ÏÇ â ( )R R1 2� � �, òàê êàê

( ) ( )cab abc ab� �
� � è êàæäûé åãî ïðåôèêñ ïðèíàäëåæèò ( )R � �. Òàêèì îáðàçîì,

� 
 � � � � �� �( ) ( ) ( ) ( )*R cab a ab abc a ab abc� �.

4. ÐÀÑØÈÐÅÍÈÅ ÌÅÒÎÄÀ ÝËÅÌÅÍÒÀÐÍÛÕ ÏÐÎÄÎËÆÅÍÈÉ

Åñòåñòâåííîå ðàñïðîñòðàíåíèå ìåòîäà ýëåìåíòàðíûõ ïðîäîëæåíèé íà ôîðìó-

ëû, èìåþùèå âèä, îòëè÷íûé îò �� �R , ïîëó÷àåòñÿ, åñëè òåðìû ðàññìàòðèâàòü

êàê ìíîæåñòâà îáðàòíûõ ñâåðõñëîâ. Ïðè ýòîì âñÿêèé òåðì äîëæåí çàêàí÷è-

âàòüñÿ ñèìâîëîì èç �'. Ïðèìåíèìîñòü òåðìà ê ïðåôèêñó îïðåäåëÿåòñÿ òàê æå,

êàê è ðàíüøå. Òàê, äëÿ ôîðìóëû �� �� ( )a b èìååì äâà ïåðâè÷íûõ òåðìà:

�� �a è �� �b, ïðèìåíèìûõ ê ïðåôèêñó �� � êàæäîãî èç íèõ. Â ðåçóëüòàòå

ýëåìåíòàðíûõ ïðîäîëæåíèé ýòèõ òåðìîâ ïîëó÷èì ãðàô ñ äâóìÿ ýêâèâàëåíòíû-

ìè âåðøèíàìè, îáúåäèíèâ êîòîðûå, ïîëó÷èì ( ) ( )* *a b a b� �
 �� �. Ìîæíî

ðàññìàòðèâàòü îäèí ïåðâè÷íûé òåðì �� �� ( )a b , ïðèìåíèìûé ê ñâîåìó ïðå-

ôèêñó �� �. Åãî ýëåìåíòàðíîå ïðîäîëæåíèå äàåò ãðàô èç îäíîé âåðøèíû

ñ ïåòëåé, îòìå÷åííîé ïàðîé ( , )a b .

Ïóñòü R a ab
 �� �� � �( ) , çäåñü èìååì äâà ïåðâè÷íûõ òåðìà: �� �.a è

( ) .ab a b� � . Ê ïðåôèêñó ïåðâîãî èç íèõ ïðèìåíèìû îáà ïåðâè÷íûõ òåðìà,

à ê ïðåôèêñó âòîðîãî — òîëüêî ïåðâûé. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ãðàô ñ òðåìÿ âåð-

øèíàìè, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò � �-ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå a ab a� ��� �( ) * .

Çàìåòèì, ÷òî ïðèìåíåíèå ïåðâè÷íîãî òåðìà ê ïðåôèêñó îáðàòíîãî ñâåðõñëîâà,

íàïðèìåð ( ) .ab a b�� , íå èçìåíÿåò îáðàòíîå ñâåðõñëîâî, à èçìåíÿåò òîëüêî ðàñ-

ñìàòðèâàåìûé ïðåôèêñ.

Ïðèâåäåì åùå îäèí ïðèìåð. Ïóñòü R ab ba
 � �( ) �. Çäåñü â êà÷åñòâå ïåð-

âè÷íûõ òåðìîâ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü �� �a b. è �� �b a. èëè ( ) .ab ba a b� � � è

( ) .ab ba b a� � � . Ýëåìåíòàðíûå ïðîäîëæåíèÿ â îáîèõ ñëó÷àÿõ äàþò îäèí è òîò
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æå ðåçóëüòàò: � 
 �� �( ) ( ) ( )R ab ba� �. Â òàêîì âèäå ìåòîä ýëåìåíòàðíûõ ïðî-

äîëæåíèé ïðèìåíèì ê ëþáîìó � �-ðåãóëÿðíîìó âûðàæåíèþ, íå ñîäåðæàùåìó

îïåðàòîðà êîíå÷íîé èòåðàöèè. Ïðè íàëè÷èè òàêîãî îïåðàòîðà ïîëó÷àåòñÿ ãðàô

ñ áåñêîíå÷íûì êîëè÷åñòâîì âåðøèí, îäíàêî, êàê áóäåò ïîêàçàíî, è ñ òàêèì ãðà-

ôîì èíîãäà ìîæíî ðàáîòàòü.

Ïðèìåð 4. Ïîñòðîèì�( )R , ãäå R a a b
 ��� �� ( )* . Âûðàæåíèå a b�* áóäåì

ðàññìàòðèâàòü êàê ìíîæåñòâî ïåðâè÷íûõ òåðìîâ { }ab a b a b, , ,� �� � .

Äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ èñõîäíîãî âûðàæåíèÿ óäîáíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèé

ïðèåì.

Îáîçíà÷èì | |r äëèíó òåðìà r. Åñëè k r� �| | 1, òî çàìåíà òåðìà r â èñõîäíîì

� �-ðåãóëÿðíîì âûðàæåíèè ìíîæåñòâîì âñåõ âîçìîæíûõ åãî k-ïðîäîëæåíèé

ïðèâîäèò ê ýêâèâàëåíòíîé çàäà÷å.

Ðàññìîòðèì ïðîäîëæåíèÿ ïåðâè÷íûõ òåðìîâ âèäà a bk� (k � 0). Ê ïðåôèêñó

a k� ïðèìåíèì òåðì a, à èç òåðìîâ, ïðèíàäëåæàùèõ a b�* , äîñòàòî÷íî (â ñèëó

óòâåðæäåíèÿ 5) ïðèìåíèòü òåðì a bk� �1 , ÷òî ïðèâîäèò ê çàìåíå â ïðåôèêñå ïî-

ñëåäíåãî � ñèìâîëàìè a èëè b è ïåðåõîäó ê ïðåôèêñó a k� �1. Çäåñü íà êàæäîì

øàãå áóäåì ñðàçó îáúåäèíÿòü ïîëó÷àþùèåñÿ ýêâèâàëåíòíûå ñîñòîÿíèÿ ãðàôà.

Òàêèì îáðàçîì, ( )k �1 -ïðîäîëæåíèå òåðìà a bk� ðàâíî a a b bk( )� . Íàïðèìåð,

a b a a b b a a b a b b a a b b a a b��� �� �. . ( ) . ( )( ) . ( ) . ( )� � � � � � � � �3 3 b,

ò.å. 4-ïðîäîëæåíèå ýòîãî òåðìà ðàâíî a a b b( )� 3 . Ïîñòðîèâ ( )k �1 -ïðîäîëæå-

íèÿ äëÿ âñåõ òåðìîâ âèäà a bk� ( )k � 0 è çàìåíèâ èìè ýòè òåðìû, ïîëó÷èì

ab a a b b a a b b a a b b a a b b� � � � � � � 
 �( ) ( ) ( ) ( )*2 3
� . Òàêèì îáðàçîì, � 
( )R


� � � 
� � �� �( ( ( ) )) (( ( ) ) )* *� � �a a a b b a a a b b . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ( ( ) )* *a a b b�

è a * ÏÇ â ( ( ) )* *a a a b b� � , ïîýòîìó � 
 � �( ) ( ( ( ) ) )* * *R a a a b b �.

Ýòîò æå ðåçóëüòàò ïîëó÷àåòñÿ

èç áåñêîíå÷íîãî ãðàôà ýëåìåíòàð-

íûõ ïðîäîëæåíèé, ïîñòðîåííîãî

äëÿ ïåðâè÷íûõ òåðìîâ a ab, , a b� ,

a b�� ,� ñ ó÷åòîì óòâåðæäåíèÿ 5.

Ãðàô, ïîëó÷åííûé ïîñëå îáúåäè-

íåíèÿ ýêâèâàëåíòíûõ âåðøèí,

ïðèâåäåí íà ðèñ. 2.

Çäåñü ïåðå÷èñëåííûì òåðìàì ñîîòâåòñòâóþò âåðøèíû 1, 2, 3, 4 è ò.ä. Ìíî-

æåñòâî îáðàòíûõ ñâåðõñëîâ, çàäàâàåìîå ýòèì ãðàôîì, èìååò âèä

( ( ) ( ( ) ) ( ( )( ) ) .... ) ( ( (* * * * *a ab a a b b a a b a b b a a a b� � � 
 �� � ) ) )* *b � �.

Ïðèìåð 5. Ïîñòðîèì � 
� � ��( ) ( ( ))*R b ca ab c� �� .

Ðàññìîòðèì ïðîäîëæåíèÿ òåðìîâ âèäà ab ck� (k 
 1, 2, …). Ê ïðåôèêñó ab k�

ïðèìåíèì òåðì b, à èç âñåõ òåðìîâ, ïðèíàäëåæàùèõ ab ck� , ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ

5 äîñòàòî÷íî ïðèìåíÿòü òîëüêî òåðì ab ck� �1 , ÷òî äàåò ab b c ck� � �1. ( ) . Êðîìå

òîãî, ïðè k �1 ê ýòîìó ïðåôèêñó ïðèìåíèì òàêæå òåðì ca, ÷òî äàåò ab c ack� �2 . . Çà-

ìåòèì, ÷òî äëèíà òåðìà ab ck� ðàâíà k �3, ïîýòîìó áóäåì ðàññìàòðèâàòü ( )k �2 -ïðî-

äîëæåíèÿ òàêèõ òåðìîâ. Òàê, 3-ïðîäîëæåíèå òåðìà ab c� ðàâíî ab b c c( )� ; 4-ïðî-
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äîëæåíèÿ òåðìà ab c�� ðàâíû ab b c c( )� 2 è abcac ; 5-ïðîäîëæåíèÿ òåðìà ab c���

èìåþò âèä ab b c c( )� 3 , ab b c cac( )� è abca b c c( )� . Äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè k-ïðî-

äîëæåíèé ( )b c� îáîçíà÷èì � , à ca — � . Äëÿ òåðìîâ ab ck� (k � 0) èõ ( )k �2 -ïðî-

äîëæåíèÿ èìåþò âèä abR ck , ãäå R0 
 �, R1 
 � è äëÿ k � 2 R R Rk k k
 �� �2 1� � .

Çàìåíèâ êàæäûé òåðì âèäà ab ck� ìíîæåñòâîì åãî ( )k �2 -ïðîäîëæåíèé, ïîëó÷èì

abc ab c ab c ab� � � � � � �� � � �� � � �( ) ( ( ) )2 2
� Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî

Rk

k�


 �

0

� ( )*� � . Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì � � � � � �(( ( ) ) )*b ca ab b c ac c � .

Ïðèìåíåíèå ê ïðåôèêñó òåðìà ca âñåõ òåðìîâ èç ab c�* ïðèâîäèò ê áåñêî-

íå÷íîìó ìíîæåñòâó òåðìîâ âèäà ab cak� (k � 0). Ìíîæåñòâî ( )k �2 -ïðîäîëæåíèé

ýòèõ òåðìîâ, îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì b b c ca ca( )*� � . Â ðåçóëüòàòå çàäà÷à ñâî-

äèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ � � � � � �(( ( ( ) ) ( ( ) ) ) )* * * * *b ab b c ca c b b c ca ca � .

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâà ( ( ) )*ab b c ca c� � �� è ( ( ) )*b b c ca ca� � ��

ïðåôèêñíî çàìêíóòûå â R b ab b c ca c b b c ca ca
 � � � � �(( ( ( ) ) ( ( ) ) ) )* * * * * � , à ìíî-

æåñòâà ñëîâ ( ( ) )* *ab b c ca c� � è ( ( ) )* *b b c ca ca� � íå ÏÇ â ( ( (*b ab b c� �

� � �ca c b b c ca ca) ) ( ( ) ) )* * * * * .

Òàêèì îáðàçîì,

� 
 � � � � � �� � �( ) ( ( ) ) ( ( ) )* * * *R ab b c ca c b b b c ca ca b b� � �.

5. ÔÎÐÌÓËÛ, ÈÌÅÞÙÈÅ ÏÎÄÔÎÐÌÓËÛ Ñ ÄÂÓÌß ÑÂÎÁÎÄÍÛÌÈ ÏÅÐÅÌÅÍÍÛÌÈ

Ðàññìîòðèì ôîðìóëû, èìåþùèå ïîäôîðìóëû, ñîäåðæàùèå äâå ñâîáîäíûå ïåðå-

ìåííûå, ò.å. ïîäôîðìóëû âèäà � 	 �t t t t F t2 1 2 2( ) ( ) è � 	 � �t t t t F t2 1 2 2( ) ( ).

Íàïðèìåð, F t t t t F t t t t t F t( ) ( ) ( ( ) ( ) ( ))
 � � � � � 	 � �1 1 1 1 2 1 2 2 2 . Êàæäóþ òà-

êóþ ôîðìóëó îõàðàêòåðèçóåì òðîéêîé ïàðàìåòðîâ Q Q1 2 �, ãäå Q1, Q2 — ñîîò-

âåòñòâåííî âíåøíèé è âíóòðåííèé êâàíòîðû â ôîðìóëå, à � � �{ },& . Òàê,

ïðèâåäåííàÿ âûøå ôîðìóëà õàðàêòåðèçóåòñÿ òðîéêîé � ��. Äëÿ êàæäîé òàêîé

ôîðìóëû îïðåäåëèì R F t( ( )).

1. Íà÷íåì ñ ôîðìóëû âèäà � � � � 	 � �t t t k F t t t t t F t1 1 1 1 2 1 2 2 2( ) ( )( ( ) ( )) ,

êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ òðîéêîé � �&. Äëÿ îïèñàíèÿ ìíîæåñòâ îáðàòíûõ ñâåðõ-

ñëîâ, çàäàâàåìûõ òàêèìè ôîðìóëàìè ââåäåì áèíàðíóþ îïåðàöèþ � .

Ïóñòü P Q, � �� �, P Q x x u P� 
 � 
 ��{ � � 	 	| , , u ��* , òàêîå, ÷òî äëÿ êàæ-

äîãî íåïóñòîãî åãî ïðåôèêñà �u 	 � �u Q}. Êàê ïðàâèëî, Q èìååò âèä �� �R .

Òîãäà R t t t k F t t t t t F t R F t( ( ) ( )( ( ) ( ))) ( ( ))� � � � 	 � � 
1 1 1 1 2 1 2 2 2 1 �R F t( ( ))2 ,

ãäå F t F t1 2( ), ( ) — ôîðìóëû ñ îäíîé ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé è k � 0. Ïðè ýòîì

| |u k� , ãäå | |u — äëèíà ñëîâà u . Çàìåòèì, ÷òî u ìîæåò ñîâïàäàòü ñ � ïðè k 
 0.

Ïîäîáíàÿ îïåðàöèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ îïåðàòîðó 
 �U òåìïîðàëüíîé ëîãèêè

LTL, ðàññìîòðåíà â [5].

Ïðèìåð 6. Ïóñòü F t t t t a t t t t t b t( ) ( ) ( )( ( ) ( ))
 � � � 	 � �1 1 1 2 1 2 2 . Çäåñü

R F t a( ( ))1 
 �� � , R F t b( ( ))2 
 �� � , R F t a b ab( ( )) *
 � 
� � �� � �� � � . Êàæäîå îá-

ðàòíîå ñâåðõñëîâî, ïðèíàäëåæàùåå R F t( ( )), èìååò âèä 	u, ãäå 	 �� �� a , u b� *

è äëÿ êàæäîãî íåïóñòîãî ïðåôèêñà �u ñëîâà èç b* 	 �� � �u b� .

Ïðèìåð 7. Ïóñòü F t t t t t t t( ) ( )( ( )
 � � � � �1 1 2 2 1 a t t t t t( ))( ( )2 3 1 3� 	 � �

� b t( ))3 . Çäåñü R F t a a( ( )) ( )1 
� 
� �� � �, R F t b( ( ))2 
 �� � , R F t a b( ( )) 
 � 
� �� ��

ISSN 1019-5262. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2020, òîì 56, ¹ 5 13




 �a b� * , êàæäîå îáðàòíîå ñâåðõñëîâî, ïðèíàäëåæàùåå R F t( ( )), èìååò âèä 	u,

ãäå 	 �
 �a , u b� * .

2. Ôîðìóëà âèäà � ��, ò.å. F t t t t F t t t t t( ) ( )( ( ) ( )
 � � � � 	 � �1 1 1 1 2 1 2

� F t2 2( )). Èìååì F t t t t F t t t t t t t t F t( ) ( ) ( ) ( )( ( ) ( )
 � � � � � � 	 � �1 1 1 1 1 1 2 1 2 2 2 ).

Çäåñü R F t( ( )) 
 �� �, ïîñêîëüêó � � � 	 � � 
t t t t t t t F t t1 1 2 1 2 2 2 1( )( ( ) ( )) ( ), òàê

êàê ïðè t t1 
 çíà÷åíèå ýòîé ôîðìóëû ðàâíî 1. Äëÿ F t t t t F t( ) ( )( ( )
 � � � �1 1 1 11

� � 	 � �t t t t F t2 1 2 2 2( ) ( )) çàìåòèì, ÷òî � � � � 	 � �t t t t t t t1 1 2 1 21( )( ( )

� 
F t F t2 2 2( )) ( ), ïîýòîìó R F t R F t R F t( ( )) ( ( )) ( ( )) *
 �2 1 � � .

3. Ôîðìóëà âèäà � � &, ò.å. F t t t t F t t t t t F t( ) ( ) ( ) & ( ) ( )
 � � � 	 �1 1 1 1 2 1 2 2 2 .

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî F t( ) ðàâíîñèëüíà ôîðìóëå � � � � �t t t F t t t t F t1 1 2 1 2 2 1 1 21( ) ( ) ( ) ( ) .

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ R F t R F t R F t( ( )) ( ( ( )) ( ( ))) *
 ��
1 2� � .

4. Ôîðìóëà âèäà ���, ò.å. F t t t t F t t t t t F t( ) ( )( ( ) ( ) ( ))
 � � � � 	 �1 1 1 1 2 1 2 2 2 .

Ïîêàçàíî, ÷òî F t t t t F t t t t t t t t F t( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
 � � � � � � 	 � 
1 1 1 1 1 1 2 1 2 2 2


 � � �t t t F t F t1 1 1 1 2 1( )( ( ) ( )). Òàêèì îáðàçîì, R F t R F t R F t( ( )) ( ( ( )) ( ( ))) *
 �1 2 � .

5. Ôîðìóëà âèäà ��&, ò.å. F t t t t F t t t t t( ) ( ) ( ( ) & ( )
 � � � � 	 � �1 1 1 1 2 1 2

� F t2 2( )).

Èìååì F t t t t F t t t t t t t t F( ) (( ) ( )) & (( ) ( ( )
 � � � � � � � 	 � �1 1 1 1 1 1 2 1 2 2 2( )))t .

Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ôîðìóëà � � � � � 	 � �t t t k t t t t F t1 1 2 1 2 2 2( ) ( ( ) ( ))

ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ k � 0 ðàâíîñèëüíà � � �t t t F t1 1 2 1( ) ( ). Òàêèì îáðàçîì, ïîëó-

÷èì R F t R F t R F t( ( )) ( ( ( ))) ( ( ( )))
� ��1 2 .

6. Ôîðìóëà âèäà ��� , ò.å. F t t t t t t t t t t( ) ( ) ( ( ) ( ) ( ))
 � � � � � 	 � �1 1 1 2 1 2 2� � .

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà � �( ) ( )t t 
 0. Ïðè ýòîì ôîðìóëà F t( ) ðàâíîñèëüíà

ôîðìóëå F t t t t t t1 1 1 1 11( ) ( ) ( ( ) ( ))
 � � � � �� � â òîì ñìûñëå, ÷òî

R F t R F t( ( )) ( ( ))1 
 .

Ïîñòðîèâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çíà÷åíèé, êîòîðûå ïðèíèìàþò ýòè ôîðìóëû

ïðè t t t t1 1 2
 � �, , ,� , íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî áåñêîíå÷íûå êîíúþíêöèè ýòèõ

çíà÷åíèé äëÿ ôîðìóë F t1 ( ) è F t( ) ñîâïàäàþò. Äåéñòâèòåëüíî,

( ( ) ( ))( ( ) ( ) ( ))( ( ) ( ) (� � � � � � � �t t t t t t t t� � � � � � � � �1 2 1 3 2 1) ( ))� t � 



 � � � � � � � �( ( ) ( ))( ( ) ( ))( ( ) ( ))� � � � � �t t t t t t1 2 1 3 2 � ,

÷òî ìîæíî ëåãêî ïîêàçàòü èíäóêöèåé ïî êîëè÷åñòâó ñîìíîæèòåëåé. Òàêèì îá-

ðàçîì, R F t R R( ( )) ( )1 1 2
� �� , ãäå R R t1 
 ( ( ))� è R R t2 
 ( ( ))� .

7. Ôîðìóëà âèäà ��&, ò.å. F t t t t t t t t t t( ) ( ) ( ( ) & ( ) ( ))
 � � � � 	 �1 1 1 2 1 2 2� � .

Èìååì F t t t t t t t t t t t t t( ) ( ( ) ( )) & ( ( ) ( ) (
 � � � � � � � 	 �1 1 1 1 1 2 1 2 2� � )). Ïîñêîëü-

êó ïðè t t1 
 ôîðìóëà � � � � 	 �t t t t t t t t1 1 2 1 2 2( ) ( ) ( )� ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0,

òî F t t( ) ( )
 0 , ò.å. R F t( ( )) 
 �.

Äëÿ F t t t t t t t t t t( ) ( ) ( ( ) & ( ) ( ))
 � � � � � 	 �1 1 1 2 1 2 21 � � ñîîòâåòñòâåííî

èìååì R F t R t R t( ( )) ( ( ( ))) ( ( ( )))1 
� ��� �� .

8. Ôîðìóëà âèäà ��� , ò.å. F t t t t t t t t t t( ) ( ) ( ( ) ( ) ( ))
 � � � � � 	 �1 1 1 2 1 2 2� � .

Êîíúþíêöèÿ çíà÷åíèé ôîðìóëû äëÿ t t t t1 1 2
 � �, , ,� èìååò âèä

� � � � � �( ) & ( ( ) ( )) & ( ( ) ( ) ( )) &t t t t t t� � � � � �1 2 1

& ( ( ) ( ) ( ) ( )) &� � � �t t t t� � � � � �3 2 1

& ( ( ) ( ) ( ) ( ) ( )) &� � � � �t t t t t� � � � � � � �4 3 2 1 �

Ðàñêðûâ ñêîáêè è âûïîëíèâ ïîãëîùåíèÿ, ïîëó÷èì

F t t t t t t t t t( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (
 � � � � � �� � � � � � � � �1 2 3 4 � t t� � �1 1) ( )�

� � � � � � � � �� � � � � � � � �( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (t t t t t t t t t1 2 2 1 2 3 3) � � ,

÷åìó ñîîòâåòñòâóåò R F t R t R t R t R t( ( )) ( ( ( ))) ( ( ( )) ( ( ))) ( ( ))
� � � �� � � � , íàïðè-
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ìåð, åñëè �( ) ( ) ( )t a t c t
 � , �( ) ( ) ( )t b t c t
 � , òî R F t c a c( ( )) ( )*
 � ��� �

� � �( )a c �. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè R t R t( ( )) ( ( ))� �� 
 � R F t R t( ( )) ( ( ( )))
� � .

6. ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂÀ P Q�

Ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèå ìåòîäà ýëåìåíòàðíûõ ïðîäîëæåíèé ïðè âû÷èñëåíèè çíà-

÷åíèÿ R F t( ( )) äëÿ ôîðìóë F t( ) âèäà � � � � 	 � �t t t k F t t t t t F t1 1 1 1 2 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ),

ãäå k � 0. Ïåðâè÷íûå òåðìû äëÿ R F t( ( ))1 è R F t( ( ))2 íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî

çàêëþ÷èòåëüíûìè è îñíîâíûìè. Çàêëþ÷èòåëüíûé òåðì ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ òîëü-

êî îäèí ðàç, çàâåðøàÿ ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ ïðîäîëæåíèÿ. Íà÷àëî ïðîöåññà çàâè-

ñèò îò çíà÷åíèÿ k â ôîðìóëå F t( ). Ïðè k 
 0 â êà÷åñòâå èñõîäíîãî òåðìà ìîæ-

íî èñïîëüçîâàòü ëþáîé òåðì. Ïðè k 
1 èñõîäíûì òåðìîì ìîæåò áûòü òîëüêî

îñíîâíîé òåðì. Ïðè k 
 2 çàêëþ÷èòåëüíûé òåðì ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ íå ðàíåå

âòîðîãî øàãà è ò.ä. Ýòî îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì èñõîäíûõ çíà÷åíèé ïåðå-

ìåííîé t2 : ïðè k 
 0 îíî ïóñòî, ïðè k 
1 ñîñòîèò èç îäíîãî çíà÷åíèÿ { }t , ïðè

k 
 2 ðàâíî { }t t�1, è ò.ä. Äîïóñêàþòñÿ òîëüêî êîíå÷íûå ïðîöåññû ýëåìåíòàð-

íûõ ïðîäîëæåíèé, çàêàí÷èâàþùèåñÿ ïðèìåíåíèåì çàêëþ÷èòåëüíîãî òåðìà.

Ïðîöåññ, íà÷èíàþùèéñÿ çàêëþ÷èòåëüíûì òåðìîì, íà íåì è çàêàí÷èâàåòñÿ.

Åñëè çàêëþ÷èòåëüíûé òåðì íå ìîæåò áûòü ïðèìåíåí, òàêîé ïðîöåññ íàçûâàåò-

ñÿ íåäîïóñòèìûì.

Ïðèìåð 8. Ïóñòü F t t t t a t t t t t b t( ) ( ) ( ) ( ) ( )
 � � � 	 � �1 1 1 2 1 2 2 . Äëÿ ýòîé

ôîðìóëû R F t R F t R F t( ( )) ( ( )) ( ( ))
 �1 2 , ãäå R F t a( ( ))1 
 �� � , R F t b( ( ))2 
 �� � .

Çäåñü îñíîâíîé òåðì — b, çàêëþ÷èòåëüíûé — a .

Íà÷èíàÿ ïðîöåññ ïðîäîëæåíèÿ ñ çàêëþ÷èòåëüíîãî òåðìà, ïîëó÷àåì �� �a .

Íà÷èíàÿ ñ îñíîâíîãî òåðìà, â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êîãäà áóäåò ïðèìåíåí çàêëþ-

÷èòåëüíûé òåðì, ïîëó÷àåì . .b ab� , . . .b bb abb� � , . . . .b bb bbb abbb� � � è ò.ä.

Â ðåçóëüòàòå R F t ab( ( )) *
 �� � . Î÷åâèäíî, ÷òî 	 ��*a , u b� * .

Ïðèìåð 9. Ïóñòü F t t t t c t t t t t a t b t( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) ( )
 � � � 	 � � � �1 1 1 2 1 2 2 21

� �b t a t( ) ( ))2 21 , çäåñü R F t c( ( ))1 
 �� � , R F t ab ba( ( )) ( )2 
 ��� � . Òàêèì îáðà-

çîì, R F t c ab ba( ( )) ( )
 � �� �� �� � . Çàêëþ÷èòåëüíûé òåðì — c, îñíîâíûå òåð-

ìû — ab è ba . Íà÷èíàÿ ïðîöåññ ïðîäîëæåíèÿ ñ çàêëþ÷èòåëüíîãî òåðìà, ïîëó-

÷àåì �� �c. Åñëè ýòîò ïðîöåññ íà÷èíàåòñÿ ñ îñíîâíîãî òåðìà, òî çàêëþ÷èòåëüíûé

òåðì íèêîãäà íå ìîæåò áûòü ïðèìåíåí. Íàïðèìåð, b a a ba b aba. . .� � ��

è ò.ä. Òàêîé ïðîöåññ íåäîïóñòèì. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì R F t c( ( )) 
 �� � .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè â ðàññìàòðèâàåìîé ôîðìóëå îãðàíè÷åíèå êâàíòîðà

� t1áóäåò èìåòü âèä ( )t t k1 � � , òî ïðè k � 0 R F t( ( )) 
 �.

Ïðèìåð 10. Ïóñòü F t t t t t t t c t t t t t( ) ( ) ( ) ( )) ( )
 � � � 	 � � 	 � �1 1 2 2 1 2 3 1 3

� � � �( ( ) ( ) ( ) ( ))a t b t b t a t3 3 3 31 1 , R F t c( ( ))1 
 � � �, R F t ab ba( ( )) ( )2 
 ��� � .

Çäåñü çàêëþ÷èòåëüíûé òåðì ðàâåí c� ��, îñíîâíûå òåðìû — ab è ba.

Íà÷èíàÿ ïðîöåññ ñ çàêëþ÷èòåëüíîãî òåðìà, ïîëó÷àåì c� �� . Â çàâèñèìîñòè

îò òîãî, ñ êàêîãî îñíîâíîãî òåðìà íà÷íåòñÿ ïðîöåññ, è îò çíà÷åíèÿ ÷åòíîñòè íî-
ìåðà øàãà, íà êîòîðîì áóäåò ïðèìåíåí çàêëþ÷èòåëüíûé òåðì, ìîæíî ïîëó÷èòü

ëþáîå îáðàòíîå ñâåðõñëîâî, ïðèíàäëåæàùåå òàêèì ìíîæåñòâàì: c ab� �� ( ) ,

c ba� �� ( ) , c ab a� �� ( ) , è c ba b� �� ( ) . Ïðèâåäåì ïðèìåð îäíîãî èç òàêèõ ïðîöåñ-

ñîâ: a b b ab a bab c abab. . . .� � � �� .

Ïðèìåð 11. Ïóñòü F t t t t b t t t t t a t b t( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) ( )
 � � � 	 � � � �1 1 1 2 1 2 2 21

� �b t a t( ) ( ))2 21 . Çäåñü çàêëþ÷èòåëüíûé òåðì — b, îñíîâíûå òåðìû — ab è ba.

ISSN 1019-5262. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2020, òîì 56, ¹ 5 15



Ïðèìåíåíèå âíà÷àëå çàêëþ÷èòåëüíîãî òåðìà äàåò �� �b. Åñëè ïðîöåññ ïðî-

äîëæåíèé íà÷èíàåòñÿ ñ b a. , òî çàêëþ÷èòåëüíûé òåðì ìîæåò áûòü ïðèìåíåí

òîëüêî íà íå÷åòíîì øàãå, íàïðèìåð, b a a ba b aba baba. . . .� � � , ÷òî äàåò âñå

îáðàòíûå ñâåðõñëîâà èç ���b ab a( )* . Åñëè ïðîöåññ íà÷èíàòü ñ a b. , çàêëþ÷èòåëü-

íûé òåðì ìîæåò áûòü ïðèìåíåí òîëüêî íà ÷åòíîì øàãå, íàïðèìåð,

a b b ab a bab b abab babab. . . . .� � � � , ÷òî äàåò âñå îáðàòíûå ñâåðõñëîâà èç

�� ��b ab( ) . Â ðåçóëüòàòå R F t b ab b ab a( ( )) ( ) ( )* *
 �� �� �� � .

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, êàê èçìåíÿåòñÿ ðåçóëüòàò ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ k

â îãðàíè÷åíèè ïåðâîãî êâàíòîðà.

Ïðèìåð 12. Ïóñòü ôîðìóëà F t( ) èìååò âèä

� � � � � 	 � � 	t t t c t b t t t t c t t t t1 1 1 1 2 2 1 2 3 1 31 1( ) ( ) ( ) (( ) ( )) ( � �t)

� � � �( ( ) ( ) ( ) ( ))a t b t b t a t3 3 3 31 1 .

Çäåñü c b�� — çàêëþ÷èòåëüíûé òåðì, ab è ba — îñíîâíûå òåðìû.

Ïðîöåññ íå ìîæåò íà÷èíàòüñÿ ñ çàêëþ÷èòåëüíîãî òåðìà. Ðàññìîòðèì ïðèìå-

ðû ïðîäîëæåíèé, íà÷èíàþùèõñÿ îñíîâíûìè òåðìàìè:

b a a ba b aba a baba b ababa c bababa. . . . .� � � � � � � ,

a b b ab a bab b abab c babab. . . .� � � � � � .

Â ðåçóëüòàòå èìååì R F t c ba c ba b( ( )) ( ) ( )
 �� � � �� � .

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ðàññìîòðåíà çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ïî ôîðìóëå âèäà F t( ) ëîãèêè LP çàäàâàåìîãî åþ

ìíîæåñòâà îáðàòíûõ ñâåðõñëîâ, ïðåäñòàâëåííîãî ��-ðåãóëÿðíûì âûðàæåíèåì.

Íàèáîëåå ïðîñòî ýòà çàäà÷à ðåøàåòñÿ äëÿ ôîðìóë áåç êâàíòîðîâ. Â ýòîì ñëó÷àå

èìååòñÿ åñòåñòâåííîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó îïåðàöèÿìè, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ñòðî-

ÿòñÿ ôîðìóëû, è îïåðàöèÿìè ÿçûêà ��-ðåãóëÿðíûõ âûðàæåíèé. Äëÿ îïèñàíèÿ

ìíîæåñòâ îáðàòíûõ ñâåðõñëîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ êâàíòîðíûì ïîäôîðìóëàì, ââå-

äåíû äâå îïåðàöèè íàä ��-ðåãóëÿðíûìè ìíîæåñòâàìè: �( )R , ñîîòâåòñòâóþùàÿ

ïîäôîðìóëå � � �t t t F t1 1 1( ) ( ), è P Q� , ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîäôîðìóëå

� � � 	 � �t t t F t t t t t F t1 1 1 2 1 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ). Îïåðàöèÿ �( )R îïðåäåëÿåò ìàêñèìàëü-

íîå ïðåôèêñíî çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà R. Åñëè âûðàæåíèå R íå ñî-

äåðæèò îïåðàöèé êîíå÷íîé èòåðàöèè, òî äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ �( )R â òåðìèíàõ

îïåðàöèé ÿçûêà � �-ðåãóëÿðíûõ âûðàæåíèé ïðåäëîæåí ìåòîä ýëåìåíòàðíûõ ïðî-

äîëæåíèé, êîòîðûé ñòðîèò ãðàô, çàäàþùèé âñå îáðàòíûå ñâåðõñëîâà èç ýòîãî

ìíîæåñòâà. Äëÿ ïåðåõîäà îò ïîëó÷åííîãî ãðàôà ê � �-ðåãóëÿðíîìó âûðàæåíèþ

ïîñòðîåí àëãîðèòì, êîòîðûé â âèäó îãðàíè÷åííîãî îáúåìà ñòàòüè çäåñü íå ïðèâå-

äåí. Ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà ýëåìåíòàðíûõ ïðîäîëæåíèé ïðèìåíÿåòñÿ è äëÿ ïî-

ñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà P Q� . Äëÿ ìíîæåñòâ, çàäàâàåìûõ âûðàæåíèÿìè, ñîäåðæàùè-

ìè îïåðàöèþ êîíå÷íîé èòåðàöèè, ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ýëå-

ìåíòàðíûõ ïðîäîëæåíèé, ïðèâîäÿùàÿ ê áåñêîíå÷íîìó ãðàôó ñ ðåãóëÿðíîé

ñòðóêòóðîé. Îäíàêî â îáùåì ñëó÷àå òàêîé ïîäõîä íå ãîäèòñÿ.

Â ðàáîòå ñôîðìóëèðîâàí ðÿä äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ïðåôèêñíîé çàìêíóòîñòè

ìíîæåñòâà, ïîçâîëÿþùèõ ëåãêî ïîëó÷èòü ��-ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå äëÿ �( )R ,

íå èñïîëüçóÿ ìåòîä ýëåìåíòàðíûõ ïðîäîëæåíèé, äàæå â ñëó÷àå, êîãäà îí íå ïðè-

ìåíèì. Èíîãäà äëÿ ïåðåõîäà îò ôîðìóëû ê ��-ðåãóëÿðíîìó âûðàæåíèþ åå ñëå-

äóåò ïðåîáðàçîâàòü, ïðèìåíèâ ðàâíîñèëüíîñòè, êîòîðûå â ðàáîòå ïðèâåäåíû áåç

äîêàçàòåëüñòâà.
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Ïîëó÷åííûå â ñòàòüå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò ñòðîèòü ��-ðåãóëÿðíûå âûðàæå-

íèÿ äëÿ äîñòàòî÷íî øèðîêîãî êëàññà ôîðìóë ÿçûêà LP. Êðîìå òîãî, îíè ëåãêî ðàñ-

ïðîñòðàíÿþòñÿ íà àíàëîãè÷íûå ôîðìóëû ÿçûêà LF, à òàêæå íà ïîñòðîåíèå �-ðåãó-

ëÿðíûõ âûðàæåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ôîðìóëàì òåìïîðàëüíîé ëîãèêè LTL.
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À.Ì. ×åáîòàðüîâ
Â²Ä ÔÎÐÌÓË ÂÈÃËßÄÓ F t( ) ÌÎÂÈ LP ÄÎ � �-ÐÅÃÓËßÐÍÈÕ ÂÈÐÀÇ²Â

Àíîòàö³ÿ. Ï³ä ÷àñ ñèíòåçó �-àâòîìàòà, ñïåöèô³êîâàíîãî ìîâîþ LP, âèíèêàº
çàäà÷à ïîäàííÿ ìíîæèíè çâîðîòíèõ íàäñë³â, ùî çàäàº ôîðìóëà F t( ), ó âèã-
ëÿä³ ��-ðåãóëÿðíîãî âèðàçó. Ïîáóäîâà öüîãî âèðàçó áàçóºòüñÿ íà â³äïî-
â³äíîñò³ ì³æ ñòðóêòóðíèìè åëåìåíòàìè ôîðìóë ³ ��-ðåãóëÿðíèõ âèðàç³â.
Äëÿ çàáåçïå÷åííÿ òàêî¿ â³äïîâ³äíîñò³ çàïðîâàäæåíî äâ³ äîäàòêîâ³ îïåðàö³¿
íàä ��-ðåãóëÿðíèìè ìíîæèíàìè, ùî â³äïîâ³äàþòü îïåðàö³ÿì êâàíòèô³êàö³¿
ó ôîðìóëàõ. Ðîçãëÿíóòî ìåòîäè ïîäàííÿ öèõ îïåðàö³é ó òåðì³íàõ ìîâè
��-ðåãóëÿðíèõ âèðàç³â. Îòðèìàíî ðåçóëüòàòè, ÿê³ äàþòü ìîæëèâ³ñòü áóäóâà-
òè â³äïîâ³äí³ ��-ðåãóëÿðí³ âèðàçè äëÿ äîñòàòíüî øèðîêîãî êëàñó ôîðìóë
âèãëÿäó F t( ) ìîâè LP.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ëîã³êà LP, çâîðîòíå íàäñëîâî, îáìåæåí³ ñïðàâà ôîðìóëè,
��-ðåãóëÿðíèé âèðàç, ïðåô³êñíî çàìêíóòà ìíîæèíà çâîðîòíèõ íàäñë³â.

A.N. Chebotarev
FROM LP FORMULAS OF THE FORM F t( ) TO ��-REGULAR EXPRESSIONS

Abstract. In synthesis of a �-automaton specified in the language LP, the
problem arises how to represent the set of left-infinite words defined by the
formula F t( ) in the form of a ��-regular expression. Construction of this
representation is based on the correspondence between structural components of
formulas and ��-regular expressions. To provide such a correspondence, two
additional operations on ��-regular sets relating to the operation of
quantification in formulas are introduced. The paper focuses on the
representation of these operations in terms of the ��-regular language. The
results presented in this paper allow constructing ��-regular expressions for
a wide class of LP formulas of the form F t( ).

Keywords: logic LP, left-infinite word, right-bounded formulas, ��-regular
expression, prefix closed set of left-infinite words.
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