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Àííîòàöèÿ. Èññëåäîâàíû ãðóïïîâûå ðàçìåòêè ìàãè÷åñêîãî è àíòèìàãè÷åñ-
êîãî òèïîâ. Óñòàíîâëåíà âçàèìîñâÿçü ìåæäó íèìè äëÿ ãðàôà è åãî äîïîëíå-
íèÿ. Ââåäåíî ïîíÿòèå çàêðûòîé ãðóïïîâîé äèñòàíöèîííîé ìàãè÷åñêîé ðàç-

ìåòêè. Íàéäåíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ Z2
2m-äèñòàíöèîííîé ìàãè÷åñêîé

ðàçìåòêè ãðàôà C m
4 , ïðåäëîæåí ñïîñîá åå ïîñòðîåíèÿ. Îïðåäåëåíû óñëîâèÿ

ñóùåñòâîâàíèÿ Z2
r -äèñòàíöèîííîé ìàãè÷åñêîé è àíòèìàãè÷åñêîé ðàçìåòîê

äåêàðòîâîãî ïðîèçâåäåíèÿ ðåãóëÿðíûõ ãðàôîâ. Ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû
îòíîñèòåëüíî ãðóïïîâîé äèñòàíöèîííîé ìàãè÷åñêîé ðàçìåòêè ñîåäèíåíèÿ
äâóõ ãðàôîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: D-äèñòàíöèîííàÿ ìàãè÷åñêàÿ ðàçìåòêà, ãðóïïîâàÿ äèñ-
òàíöèîííàÿ ìàãè÷åñêàÿ ðàçìåòêà, ãðóïïîâàÿ äèñòàíöèîííàÿ àíòèìàãè÷åñêàÿ
ðàçìåòêà.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ìîäåëè íà îñíîâå ðàçìå÷åííûõ ãðàôîâ ýôôåêòèâíî ïðèìåíÿþòñÿ â òåîðåòè-

÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ, ñâÿçàííûõ ñ èçó÷åíèåì ðàçëîæåíèé ãðàôîâ è àëãåáðàè-

÷åñêèõ êîìáèíàòîðíûõ ñòðóêòóð, à òàêæå â òåîðèè îòîáðàæåíèé. Ñðåäè ïðàê-

òè÷åñêèõ ïðèìåíåíèé ìîæíî îòìåòèòü òàêèå íàïðàâëåíèÿ, êàê êðèïòîãðàôèÿ,

ñåòåâîå ïëàíèðîâàíèå, óïðàâëåíèå áàçàìè äàííûõ, ðàäèîàñòðîíîìèÿ, áèîèí-

ôîðìàòèêà. Ïîä ðàçìåòêîé ãðàôà ïîíèìàþò èíúåêòèâíîå èëè áèåêòèâíîå îòî-

áðàæåíèå ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ ãðàôà âî ìíîæåñòâî ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùåå

îïðåäåëåííûì óñëîâèÿì, âëèÿþùèì íà òèï ðàçìåòêè.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå èçó÷àþòñÿ ãðóïïîâûå ðàçìåòêè ìàãè÷åñêîãî è àíòèìàãè-

÷åñêîãî òèïîâ. Âïåðâûå ïîíÿòèå ìàãè÷åñêîãî ãðàôà ïðåäñòàâèë â äîêëàäå íà

ñèìïîçèóìå â Ñìîëåíèöå â 1963 ã. Ä. Ñåäëÿ÷åê [1]. Îí íàçûâàë ãðàô ìàãè÷åñ-

êèì, åñëè åãî ðåáðàì ñòàâèëèñü â ñîîòâåòñòâèå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà òàêèì îá-

ðàçîì, ÷òîáû ñóììà ìåòîê ðåáåð, èíöèäåíòíûõ âåðøèíå, îñòàâàëàñü ïîñòîÿííîé

íåçàâèñèìî îò âûáîðà âåðøèíû. Â [2] B. Ñòþàðò óñòàíîâèë îãðàíè÷åíèå íà ìíî-

æåñòâî ðåáåðíûõ ìåòîê, ïðåäëîæèâ èñïîëüçîâàòü ïîñëåäîâàòåëüíûå öåëûå ÷èñ-

ëà, à äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ðåáåðíîé ðàçìåòêè ââåë òåðìèí «ñóïåðìàãè÷åñêàÿ».

Òîòàëüíóþ ìàãè÷åñêóþ ðàçìåòêó ãðàôà G V E� ( , ) êàê áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå �

ìíîæåñòâà V E� íà ìíîæåñòâî ÷èñåë 1 2, , , | | | |� V E� , ïðè êîòîðîì ñóììà ìåòîê

ðåáðà è äâóõ åìó èíöèäåíòíûõ âåðøèí ðàâíà êîíñòàíòå, îïðåäåëèëè À. Êîöèã è

À. Ðîñà [3]. Âïîñëåäñòâèè òàêóþ ðàçìåòêó íàçâàëè ðåáåðíî-ìàãè÷åñêîé [4]. Ýòî

ïîíÿòèå Ê. Ëèõ ðàñøèðèë íà ïëàíàðíûå ãðàôû, ó êîòîðûõ ãðàíÿì òàêæå ïðèñâàè-

âàþòñÿ ìåòêè [5]. Åñëè ïðè îïèñàííîì ðàíåå îòîáðàæåíèè � ñóììà ìåòîê âåðøè-

íû è èíöèäåíòíûõ åé ðåáåð ïîñòîÿííàÿ äëÿ êàæäîé âåðøèíû ãðàôà, òî ðàññìàò-

ðèâàåòñÿ åãî âåðøèííî-ìàãè÷åñêàÿ ðàçìåòêà [6].

Ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷ ñóùåñòâîâàíèÿ, ïîñòðîåíèÿ è ïåðå÷èñëåíèÿ ðàçìå-

òîê ãðàôîâ ïðèâåäåíû â ýëåêòðîííîì æóðíàëå «A dynamic survey of graph labeling»

ïîä ðåäàêöèåé Ä. Ãàëëèàíà [7]. Òàì æå îïèñàíû è äðóãèå ðàçíîâèäíîñòè ìàãè÷åñêèõ

ðàçìåòîê. Ñðåäè íèõ D-äèñòàíöèîííàÿ ìàãè÷åñêàÿ ðàçìåòêà, ïðåäëîæåííàÿ

À. Î’Íèëîì è Ï. Ñëåéòåðîì [8], è áîëåå ñëàáàÿ åå âåðñèÿ — ãðóïïîâàÿ äèñòàíöèîí-

íàÿ ìàãè÷åñêàÿ ðàçìåòêà, ââåäåííàÿ Ä. Ôðîí÷åêîì [9]. Ðàçìåòêè ãðàôîâ ýëåìåíòàìè
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ãðóïï ðàññìàòðèâàëèñü ñ ðàçëè÷íûõ òî÷åê çðåíèÿ. Âåðøèííûå ðàçìåòêè ãðàôîâ

ýëåìåíòàìè àáåëåâûõ ãðóïï, ïðè êîòîðûõ êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ãðàôà èìåþò

ïîñòîÿííûé âåñ, èññëåäîâàëè Þ. Ôóêó÷è [10] è Þ. Ýãàâà [11]. Èäåþ �-ìàãè÷åñ-

êîé òîòàëüíîé ðàçìåòêè ãðàôà ïîðÿäêà n è ðàçìåðà m, ãäå ìåòêàìè ÿâëÿþòñÿ ýëå-

ìåíòû ïðîèçâîëüíîé àáåëåâîé ãðóïïû � ïîðÿäêà n m� , ïðåäëîæèëè Ä. Êîìá,

À. Íåëüñîí è Ó. Ïàëìåð [12]. Âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ýëåìåí-

òàìè àáåëåâîé ãðóïïû � ïîðÿäêà n è âåðøèíàìè ãðàôà G V E� ( , ), ãäå | |V n� , ïðè

êîòîðîì âåñ êàæäîé âåðøèíû äîëæåí ðàâíÿòüñÿ îäíîìó è òîìó æå ýëåìåíòó èç

�, èñïîëüçîâàë Ä. Ôðîí÷åê [9]. Åñëè òàêîå ñîîòâåòñòâèå ñóùåñòâóåò, òî åãî ñ÷è-

òàþò �-äèñòàíöèîííîé ìàãè÷åñêîé ðàçìåòêîé ãðàôà.

Àíòèìàãè÷åñêóþ âåðñèþ äèñòàíöèîííîé ðàçìåòêè ðàññìîòðåëè Ñ. Àðóìóãàì è

Í. Êàìà÷è [13]. Ïðîäîëæåíèåì ýòîãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ [14]. Ðåçóëüòàòû ïî

ãðóïïîâîé äèñòàíöèîííîé àíòèìàãè÷åñêîé ðàçìåòêå èçëîæåíû â [15].

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîáëåìû, ñâÿçàííûå ñ íàõîæäåíèåì

óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ è ñïîñîáîâ ïîñòðîåíèÿ ãðóïïîâûõ äèñòàíöèîííûõ ìàãè-

÷åñêèõ è àíòèìàãè÷åñêèõ ðàçìåòîê äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ ãðàôîâ.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Ïóñòü çàäàí îáû÷íûé ãðàô G V E� ( , ), ò.å. êîíå÷íûé íåîðèåíòèðîâàííûé, íå

ñîäåðæàùèé ïåòåëü è êðàòíûõ ðåáåð. Íåêîòîðûå ñïåöèàëüíûå ãðàôû èìåþò

íàçâàíèå è îáîçíà÷åíèå. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå — ýòî öèêë Cn . Îí ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé ãðàô ïîðÿäêà n ( )n � 3 ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V n� �{ }� � �1 2, , , è ìíî-

æåñòâîì ðåáåð E k nn k k� � � � 	�{ {( , )} ( , ) | , , }� � � �1 1 1 1 . Áîëåå äåòàëüíî òåðìè-

íîëîãèÿ ïî òåîðèè ãðàôîâ, èñïîëüçóåìàÿ â äàííîé ñòàòüå, ïðåäñòàâëåíà â [16]. Ïîä

ðàññòîÿíèåì d u( , )� ìåæäó äâóìÿ âåðøèíàìè u è � ãðàôà G ïîíèìàþò äëèíó

êðàò÷àéøåé ïðîñòîé öåïè, ñîåäèíÿþùåé ýòè âåðøèíû. Îáû÷íî ïðîñòîé öåïüþ

(path) â ãðàôå G íàçûâàþò ìàðøðóò, â êîòîðîì âñå âåðøèíû ðàçëè÷íû, à äëèíîé

öåïè — ÷èñëî ðåáåð, âõîäÿùèõ â íåå. Äëÿ âåðøèíû u V
 îáîçíà÷èì N uD ( ) åå

D-îêðåñòíîñòü, ò.å. N u V d u DD ( ) : ( , )� 
 
{ }� � , ãäå D d� { }0 1 2, , , ,� , d —

äèàìåòð G. Ïðè D � { }1 ïîëó÷èì N u N u{ }1 ( ) ( )� — ìíîæåñòâî ñìåæíîñòè âåðøè-

íû u, à ïðè D � { }0 1, ïîëó÷èì N u N u{ }0 1, ( ) [ ]� — çàêðûòîå ìíîæåñòâî ñìåæ-

íîñòè âåðøèíû u. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò áèåêòèâíàÿ ôóíêöèÿ f , ñòàâÿùàÿ

â ñîîòâåòñòâèå âåðøèíàì ãðàôà G V E� ( , ) ðàçëè÷íûå ÷èñëà (ìåòêè) èç ìíîæåñòâà

{ }1 2, , , | |� V . Òîãäà âåñ w u( ) âåðøèíû u îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóììà ìåòîê âåðøèí èç

åå D-îêðåñòíîñòè, ò.å. w u f

N uD

( ) ( ),

( )

�


� �

�

ãäå � 
V .

Ïîä D-äèñòàíöèîííîé ìàãè÷åñêîé ðàçìåòêîé ãðàôà G V E� ( , ) ïîðÿäêà n ïî-

íèìàþò òàêîå áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå f : V n { }1 2, , ,� , ïðè êîòîðîì

w u f

N uD

( ) ( )

( )

� �


� �

�

const äëÿ êàæäîé âåðøèíû u V
 . Ïðè D � { }1 ðàçìåòêó f íàçû-

âàþò äèñòàíöèîííîé ìàãè÷åñêîé èëè �-ðàçìåòêîé, à ïðè D � { }0 1, — �� -ðàçìåòêîé.

Ïóñòü � — êîíå÷íàÿ àáåëåâà ãðóïïà ïîðÿäêà n. Äëÿ ãðóïïîâîé îïåðàöèè èñ-

ïîëüçóåì àääèòèâíóþ ôîðìó çàïèñè.

Ïîä �-äèñòàíöèîííîé ìàãè÷åñêîé ðàçìåòêîé ãðàôà G V E� ( , ) ïîðÿäêà n ïî-

íèìàþò áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå f èç V íà àáåëåâó ãðóïïó � ïîðÿäêà n, ïðè êî-

òîðîì âåñ w u f

N u

( ) ( )

( )

�


� �

�

äëÿ êàæäîé âåðøèíû u V
 ðàâåí îäíîìó è òîìó æå

ýëåìåíòó � 
�, íàçûâàåìîìó ìàãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé [9]. Åñëè ãðàô G äîïóñêàåò

�-äèñòàíöèîííóþ ìàãè÷åñêóþ ðàçìåòêó, òî åãî íàçûâàþò �-äèñòàíöèîííûì ìà-

ãè÷åñêèì. Ãðàô G íàçûâàþò ãðóïïîâûì äèñòàíöèîííûì ìàãè÷åñêèì, åñëè ñó-
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ùåñòâóåò �-äèñòàíöèîííàÿ ìàãè÷åñêàÿ ðàçìåòêà äëÿ êàæäîé àáåëåâîé ãðóïïû �
ïîðÿäêà | ( )|V G . Åñëè âåñà âñåõ âåðøèí ãðàôà ïîïàðíî ðàçëè÷íû ïðè ðàçìåòêå f ,

òî åå íàçûâàþò �-äèñòàíöèîííîé àíòèìàãè÷åñêîé, à ñîîòâåòñòâóþùèé ãðàô —

�-äèñòàíöèîííûì àíòèìàãè÷åñêèì [15]. Ãðàô ïîðÿäêà n, èìåþùèé äèñòàíöèîí-

íóþ ìàãè÷åñêóþ ðàçìåòêó, ÿâëÿåòñÿ Zn -äèñòàíöèîííûì ìàãè÷åñêèì. Îáðàòíîå

óòâåðæäåíèå íå îáÿçàòåëüíî ñïðàâåäëèâî. Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåò âîïðîñ, ÷òî

ïðîèçîéäåò ïðè çàìåíå Zn äðóãèìè àáåëåâûìè ãðóïïàìè.

Â äàëüíåéøåì ðàññìàòðèâàþòñÿ êëàññû ãðàôîâ, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå

îïåðàöèé íàä ãðàôàìè ìåíüøèõ ðàçìåðîâ. Ïóñòü çàäàíû äâà ãðàôà: G V E1 1 1� ( , )

è G V E2 2 2� ( , ). Ïîä äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì G1 è G2 ïîíèìàþò ãðàô G G1 2� ,

ìíîæåñòâî âåðøèí êîòîðîãî èìååò âèä V V1 2� è âåðøèíû ( , )u u1 2 è ( , )� �1 2

ñìåæíû â G G1 2� òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëèáî u1 1� � è ( , )u E2 2 2� 
 , ëèáî

u2 2� � è ( , )u E1 1 1� 
 . Ýòà îïåðàöèÿ âûïîëíÿåòñÿ íàä êîíå÷íûì ÷èñëîì ãðàôîâ

è åå ìîæíî îáîáùèòü íà m ñîìíîæèòåëåé. Äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì ãðàôîâ

G Gm1, ,� íàçûâàþò ãðàô G Gm1 � �� ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V G V Gm( ) ( )1 � �� ,

ó êîòîðîãî âåðøèíû ( , , )u um1 � è ( , , )� �1 � m ñ÷èòàþòñÿ ñìåæíûìè òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà ui i� � òîëüêî äëÿ îäíîãî çíà÷åíèÿ i è ïðè ýòîì i âåðøèíû ui

è � i ñìåæíû â Gi . Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå m êîïèé ãðàôà G îáîçíà÷èì G m .

Ñîãëàñíî Ô. Õàðàðè [16] n-ìåðíûé êóá Qn îïðåäåëÿåòñÿ ðåêóðñèâíî ñ ïî-

ìîùüþ äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ ãðàôîâ, ò.å. Q K1 2� è Q K Qn n� � 	2 1. Òàêîé

ãðàô ñîäåðæèò 2n âåðøèí è n n2 1	 ðåáåð.

Ïóñòü ãðàôû G V E1 1 1� ( , ) è G V E2 2 2� ( , ) èìåþò íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñ-

òâà âåðøèí è íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà ðåáåð. Ñîåäèíåíèåì òàêèõ ãðàôîâ

íàçûâàþò ãðàô G G V V E E E1 2 1 2 1 2� � � � �( , ), ãäå ìíîæåñòâî E ñîñòîèò èç ðå-

áåð, ñîåäèíÿþùèõ êàæäóþ âåðøèíó èç V1 ñ êàæäîé âåðøèíîé èç V2 .

Îäíà èç ïåðâûõ çàäà÷ ðàññìàòðèâàåìîãî íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèé ñôîðìó-

ëèðîâàíà â [9] è çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äëÿ ãðàôà C Cm n� íåîáõîäèìî îïðåäå-

ëèòü âñå òàêèå àáåëåâû ãðóïïû �, äëÿ êîòîðûõ îí äîïóñêàåò �-äèñòàíöèîííóþ

ìàãè÷åñêóþ ðàçìåòêó. Ýòà çàäà÷à âñå åùå ïîëíîñòüþ íå ðåøåíà. Îäíàêî â [9] äî-

áèëèñü íåêîòîðîãî ïðîãðåññà â ðåøåíèè ýòîé ïðîáëåìû, ïîëó÷èâ õàðàêòåðèñòèêó

âñåõ äåêàðòîâûõ ïðîèçâåäåíèé öèêëîâ Cm è Cn , äîïóñêàþùèõ Z mn -äèñòàíöèîí-

íóþ ìàãè÷åñêóþ ðàçìåòêó, à òàêæå óñòàíîâèëè êëàññ ãðàôîâ ñ Z
2
2k -äèñòàíöèîí-

íîé ìàãè÷åñêîé ðàçìåòêîé. Â [17] íàéäåíû òàêèå �-äèñòàíöèîííûå ìàãè÷åñêèå

ðàçìåòêè C Cm n� , äëÿ êîòîðûõ � �� Z mn . Ãðóïïîâûå äèñòàíöèîííûå ìàãè÷åñêèå

öèðêóëÿíòíûå ãðàôû èçó÷àþòñÿ â [18]. Îñíîâû äëÿ îïðåäåëåíèÿ îáùèõ óñëîâèé

ñóùåñòâîâàíèÿ ãðóïïîâûõ äèñòàíöèîííûõ ìàãè÷åñêèõ è àíòèìàãè÷åñêèõ ðàçìå-

òîê ãðàôîâ çàëîæåíû â [15], ãäå òàêæå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ïî ýòèì ðàçìåò-

êàì äëÿ ãðàôîâ Êýëè, Õýììèíãà è äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèÿì öèêëîâ. Êðîìå

òîãî, â [19] ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ �-äèñòàíöèîííîé ìàãè÷åñêîé ðàç-

ìåòêè äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ ïðîèçâîëüíûõ ðåãóëÿíûõ ãðàôîâ. Òàêæå ïîêàçà-

íî, ÷òî åñëè � èìååò öèêëè÷åñêóþ ïîäãðóïïó ïîðÿäêà
1

2
HOK m n( , ), òî äëÿ

C Cm n� ñóùåñòâóåò �-äèñòàíöèîííàÿ ìàãè÷åñêàÿ ðàçìåòêà, â ðåçóëüòàòå ïîíèæà-

åòñÿ ðàíåå èçâåñòíàÿ îöåíêà ïîðÿäêà ïîäãðóïïû, ðàâíàÿ HOK m n( , ).

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå óñòàíîâëåíà âçàèìîñâÿçü ìåæäó ãðóïïîâîé äèñòàíöè-

îííîé ìàãè÷åñêîé è àíòèìàãè÷åñêîé ðàçìåòêàìè ãðàôà G è åãî äîïîëíåíèÿ G ;

äëÿ ãðàôà C m
4

îïðåäåëåíà òàêàÿ àáåëåâà ãðóïïà �, äëÿ êîòîðîé îí ÿâëÿåòñÿ �-äèñ-

òàíöèîííûì ìàãè÷åñêèì; íàéäåíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ Z
2
r -äèñòàíöèîííîé

ìàãè÷åñêîé è àíòèìàãè÷åñêîé ðàçìåòîê ãðàôà G Gm1 � �� , ãäå Gi — ri -ðåãóëÿð-
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íûå ãðàôû, 1 � �i m, r ri
i

m

�
�
�

1

; ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ

�-äèñòàíöèîíîé ìàãè÷åñêîé ðàçìåòêè ñîåäèíåíèÿ äâóõ ãðàôîâ.

ÃÐÓÏÏÎÂÀß ÐÀÇÌÅÒÊÀ ÃÐÀÔÎÂ

Îòìåòèì, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò ãðóïïû, îòëè÷íûé îò íóëåâîãî, íàçûâàþò èíâî-

ëþöèåé, åñëè îí èìååò ïîðÿäîê äâà; íåòðèâèàëüíàÿ êîíå÷íàÿ ãðóïïà èìååò èí-

âîëþöèè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå ïîðÿäîê ÷åòíûé. Íàïðèìåð, â öèêëè-

÷åñêîé ãðóïïå Z n2 ýëåìåíò n ÿâëÿåòñÿ èíâîëþöèåé. Îáîçíà÷èì s( )� ñóììó

âñåõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû �. Â [12] äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 1 [12]. Ïóñòü � — àáåëåâà ãðóïïà.

Åñëè � èìååò òîëüêî îäíó èíâîëþöèþ a, òî s a( )� � .

Åñëè � íå èìååò èíâîëþöèé èëè èìååò áîëüøå îäíîé èíâîëþöèè, òî s( )� � 0.

Íåñëîæíî çàìåòèòü ñâÿçü ìåæäó �-äèñòàíöèîííîé ìàãè÷åñêîé ðàçìåòêîé

ãðàôà G, íå ñîäåðæàùåãî èçîëèðîâàííûõ âåðøèí, è �-äèñòàíöèîííîé àíòèìàãè-

÷åñêîé ðàçìåòêîé åãî äîïîëíåíèÿ G , ïðèâåäåííóþ â ëåììå 2.

Ëåììà 2. Åñëè ãðàô G äîïóñêàåò �-äèñòàíöèîííóþ ìàãè÷åñêóþ ðàçìåòêó, òî

åãî äîïîëíåíèå G ÿâëÿåòñÿ �-äèñòàíöèîííûì àíòèìàãè÷åñêèì ãðàôîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì u u un1 2, , ,� âåðøèíû ãðàôà G. Ïóñòü f — åãî

�-äèñòàíöèîííàÿ ìàãè÷åñêàÿ ðàçìåòêà è w ui( ) � � äëÿ êàæäîé âåðøèíû ui ,

i n�1 2, , ,� . Áóäåì èñïîëüçîâàòü f â êà÷åñòâå ðàçìåòêè G . Íàéäåì âåñ w ui
* ( ) äëÿ

âåðøèí ui ãðàôà G :

— åñëè ãðóïïà � íå èìååò èíâîëþöèé èëè èìååò áîëüøå îäíîé èíâîëþöèè,

òî w u s w u f u f ui i i i
* ( ) ( ) ( ) ( ) ( )� 	 	 � 	 	 
� �� ;

— åñëè ãðóïïà � èìååò òîëüêî îäíó èíâîëþöèþ a, òî w u s w ui i
* ( ) ( ) ( )� 	 	�

	 � 	 	 
f u a f ui i( ) ( )� �.

Â êàæäîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ âåñàìè âåðøèí ãðàôà G ÿâëÿþòñÿ ïîïàðíî ðàç-

ëè÷íûå ýëåìåíòû ãðóïïû �. Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé ýëåìåíò ãðóïïû � â êà÷åñ-

òâå âåñà èìååòñÿ òîëüêî ó îäíîé âåðøèíû G . Ñëåäîâàòåëüíî, f — �-äèñòàíöèîí-

íàÿ àíòèìàãè÷åñêàÿ ðàçìåòêà G .

Ëåììà äîêàçàíà.

Îïðåäåëåíèå 1. Çàêðûòîé �-äèñòàíöèîííîé ìàãè÷åñêîé ðàçìåòêîé ãðàôà
G V E� ( , ) ïîðÿäêà n íàçîâåì òàêîå áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå f èç V íà àáåëåâó

ãðóïïó � ïîðÿäêà n, ïðè êîòîðîì âåñ w u f

N u

( ) ( )

[ ]

�


� �

�

äëÿ êàæäîé âåðøèíû

u V
 ðàâåí îäíîìó è òîìó æå ýëåìåíòó ãðóïïû �. Ãðàô, äîïóñêàþùèé òàêóþ
ðàçìåòêó, íàçîâåì çàêðûòûì �-äèñòàíöèîííûì ìàãè÷åñêèì.

Åñëè ãðàô G ïîðÿäêà n èìååò �� -ðàçìåòêó, òî ïîñëå çàìåíû ìåòêè n íóëåì, îí
ñòàíåò çàêðûòûì Z n -äèñòàíöèîííûì ìàãè÷åñêèì.

Íåïîñðåäñòâåííî èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 2 âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü
ñëåäñòâèÿ.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü äëÿ ãðàôà G ïîðÿäêà n ñóùåñòâóåò çàêðûòàÿ �-äèñòàíöè-
îííàÿ ìàãè÷åñêàÿ ðàçìåòêà, òîãäà îí ÿâëÿåòñÿ �-äèñòàíöèîííûì àíòèìàãè÷åñ-

êèì, à åãî äîïîëíåíèå G — �-äèñòàíöèîííûì ìàãè÷åñêèì.

Äëÿ n-ìåðíîãî êóáà Qn ñóùåñòâóåò Z
2
n -äèñòàíöèîííàÿ àíòèìàãè÷åñêàÿ ðàç-

ìåòêà [15]. Ðåøèì çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ òàêîé ðàçìåòêè äëÿ òðåõìåðíîãî êóáà Q3 ,

îïðåäåëèì, äîïóñêàåò ëè îí çàêðûòóþ Z
2
3-äèñòàíöèîííóþ ìàãè÷åñêóþ ðàçìåòêó,

à åãî äîïîëíåíèå Q3 — Z
2
3-äèñòàíöèîííóþ ìàãè÷åñêóþ ðàçìåòêó.
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Ãðóïïó Z
2
n ìîæíî îïèñàòü êàê ìíîæåñòâî âñåõ

äâîè÷íûõ íàáîðîâ ( , , , )x x xn1 2 � äëèíû n, ãäå

xi 
{ }0 1, , i n�1 2, , ,� , ñ îïåðàöèåé ïîêîìïîíåíòíî-

ãî ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 2. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

âåðøèí Q3 , êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 1.

Ïîñòðîèì òàáëèöó, ðàñïîëîæèâ â âûäåëåííûõ

öâåòîì ÿ÷åéêàõ âåðøèíû äâóõ ãðàíåé Q3(òàáë. 1).

Â ïåðâîì è ïîñëåäíåì ñòîëáöàõ ýòîé òàáëèöû

ïîìåñòèì äîïîëíèòåëüíûå ýëåìåíòû. Òîãäà âåñ

êàæäîé âåðøèíû xi â âûäåëåííûõ öâåòîì ÿ÷åéêàõ

ðàâåí ñóììå ìåòîê òðåõ âåðøèí ñîñåäíèõ ÿ÷ååê, ò.å. âåðøèí, ñìåæíûõ ñ xi . Êàæ-

äîé âåðøèíå ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíò ãðóïïû Z
2
3 , êàê óêàçàíî â òàáë. 2.

Ýòî ñîîòâåòñòâèå îáîçíà÷èì f . Îíî ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé èç ìíîæåñòâà âåðøèí Q3

íà ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ãðóïïû Z
2
3 . Èç òàáë. 2 íàéäåì âåñà âåðøèí:

w x w x w x w x( ) ( , , ), ( ) ( , , ), ( ) ( , , ), ( ) (1 2 3 41 0 1 1 1 1 0 0 1 0� � � � , , )1 1 ,

w x w x w x w x( ) ( , , ), ( ) ( , , ), ( ) ( , , ), ( ) (5 6 7 81 0 0 1 1 0 0 0 0 0� � � � , , )1 0 .

Êàê âèäèì, f — ýòî Z
2
3-äèñòàíöèîííàÿ àíòèìàãè÷åñêàÿ ðàçìåòêà Q3 . Çàìå-

òèì, ÷òî w x f xi i( ) ( ) ( , , )� � 1 0 1 , ãäå i �1 2 8, , ,� . Òàêèì îáðàçîì, f — çàêðûòàÿ

Z
2
3-äèñòàíöèîííàÿ ìàãè÷åñêàÿ ðàçìåòêà Q3 . Ðàññìîòðèì ãðàô Q3 , ÿâëÿþùèéñÿ

äîïîëíåíèåì Q3 . Âåñ êàæäîé âåðøèíû xi â ãðàôå Q3 ñ ðàçìåòêîé f ðàâåí

s w x f xi i( ) ( ( ) ( )) ( , , ) ( , , ) ( , , )� 	 � � 	 �0 0 0 1 0 1 1 0 1 . Ñëåäîâàòåëüíî, f — Z
2
3-äèñòàíöè-

îííàÿ ìàãè÷åñêàÿ ðàçìåòêà Q3 ñ ìàãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé ( , , )1 0 1 .

Íàèáîëåå èçó÷åíû ñâîéñòâà ãðóïïîâîé äèñòàíöèîííîé ìàãè÷åñêîé ðàçìåòêè

ðåãóëÿðíûõ ãðàôîâ. Â [18] äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1 [18]. Ïóñòü G — r-ðåãóëÿðíûé (r íå÷åòíîå) äèñòàíöèîííûé ìàãè-

÷åñêèé ãðàô ïîðÿäêà n. Íå ñóùåñòâóåò òàêîé àáåëåâîé ãðóïïû � ïîðÿäêà n, èìå-

þùåé òîëüêî îäíó èíâîëþöèþ, ÷òî G ÿâëÿåòñÿ �-äèñòàíöèîííûì ìàãè÷åñêèì.

Êàæäàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà � �g ÷åòíîãî ïîðÿäêà n èìååò òîëüêî îäíó èíâî-

ëþöèþ. Èñõîäÿ èç ýòîãî, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå òåîðåìû 1.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü G — ( )2 1r 	 -ðåãóëÿðíûé ãðàô ïîðÿäêà n è � �g — öèêëè÷åñ-

êàÿ ãðóïïà ÷åòíîãî ïîðÿäêà n, òîãäà G íå äîïóñêàåò � �g -äèñòàíöèîííîé ìàãè÷åñ-

êîé ðàçìåòêè äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî r.

Â [9] ïðåäñòàâëåí ïðèìåð Z
2
4-äèñòàíöèîííîé ìàãè÷åñêîé ðàçìåòêè ãðàôà

C C4 4� ñ ìàãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé � � ( , , , )0 0 0 0 . Ïðèâåäåì åùå îäèí ïðèìåð

Z
2
4-äèñòàíöèîííîé ìàãè÷åñêîé ðàçìåòêè ýòîãî ãðàôà ïðè � � ( , , , )1 1 1 1 . Äëÿ åå ïî-

ñòðîåíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ ðåêóðñèâíûì ìåòîäîì. Ãðàô C Q4 2� ÿâëÿåòñÿ äâóìåð-

íûì êóáîì, îí òàêæå Z
2
2-äèñòàíöèîííûé ìàãè÷åñêèé. Êàæäóþ âåðøèíó t-ìåðíî-

ãî êóáà Qt áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê t-êîìïîíåíòíûé áèíàðíûé âåêòîð, ïîëàãàÿ,

÷òî ëþáûå äâå âåðøèíû ñìåæíû, åñëè îíè îòëè÷àþòñÿ îäíà îò äðóãîé òîëüêî
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x8 x5 x6 x7 x8 x5

x4 x1 x2 x3 x4 x1

Òàáëèöà 1

( , , )1 1 1 ( , , )0 0 1 ( , , )0 1 1 ( , , )1 0 1 ( , , )1 1 1 ( , , )0 0 1

( , , )1 1 0 ( , , )0 0 0 ( , , )0 1 0 ( , , )1 0 0 ( , , )1 1 0 ( , , )0 0 0

Òàáëèöà 2

8x 7x

5x 6x

4x 3x

1x 2x

Ðèñ. 1. Ãðàô Q3



îäíîé êîìïîíåíòîé. Â äàëüíåéøåì, åñëè íå îãîâîðåíî, âåðøèíó ãðàôà áóäåì

îòîæäåñòâëÿòü ñ åå ìåòêîé, ò.å. V C V Q( ) ( ) , , ,4 2 00 01 11 10� � { }. Â ýòîì ñëó÷àå âåñ

êàæäîé âåðøèíû C4 ðàâåí � � 
( , )1 1
2
2Z . Ðàññìîòðèì ãðàô C C Q Q4 4 2 2� � � è

òàêóþ ìàòðèöó L li j4 4� � ( ), , ÷òî l V C Ci j, )(
 �4 4 è êàæäàÿ âåðøèíà li j, ãðàôà

C C4 4� ÿâëÿåòñÿ ñìåæíîé ñ âåðøèíàìè l l l li j i j i j i j	 � 	 �1 1 1 1, , , ,, , , , ãäå èíäåêñû ïðè l

ñðàâíèìû ñ íóëåì ïî ìîäóëþ 4. Äëÿ òîãî ÷òîáû ãðàô C C4 4� áûë Z
2
4-äèñòàíöè-

îííûì ìàãè÷åñêèì ñ ìàãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé � � ( , , , )1 1 1 1 , íåîáõîäèìî âûïîëíå-

íèå óñëîâèÿ l l l li j i j i j i j	 � 	 �� � � �1 1 1 1, , , , �. Ìàòðèöà L èìååò âèä:

L �

0000 0001 0011 0010

0100 0101 0111 0110

1100 1101 1111 1110

1000 1001 1011 1010

�

�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

.

Ðàçìåòêà, çàäàâàåìàÿ L, ÿâëÿåòñÿ Z
2
4-äèñòàíöèîííîé ìàãè÷åñêîé ñ ìàãè÷åñ-

êîé ïîñòîÿííîé � � ( , , , )1 1 1 1 .

Êàê îòìå÷àëîñü ðàíåå, ïåðâûå ðåçóëüòàòû ïî �-äèñòàíöèîííîé ìàãè÷åñêîé

ðàçìåòêå äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ öèêëîâ ïîëó÷åíû â [9]. Çàòåì îíè óëó÷øåíû

â ðàáîòàõ [17, 19]. Íàéäåííûå â [15] óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ãðóïïîâîé äèñ-

òàíöèîííîé ìàãè÷åñêîé ðàçìåòêè äåêàðòîâîãî ïðîèçâåäåíèÿ ãðàôîâ è îïèñàííûé

ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ðàçìåòêè ãðàôà C C4 4� ïîçâîëÿþò äîêàçàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 2. Ãðàô C m
4

èìååò Z
2
2m -äèñòàíöèîííóþ ìàãè÷åñêóþ ðàçìåòêó äëÿ

ëþáîãî íàòóðàëüíîãî m, m � 2, ñ ìàãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé � � ( , , , )1 1 1� .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî m.

Øàã 1. Â ñëó÷àå m � 2 ïîëó÷åí ãðàô C C4 4� . Êàê èçâåñòíî, îí èìååò Z
2
4-äèñ-

òàíöèîííóþ ìàãè÷åñêóþ ðàçìåòêó.

Øàã 2. Ïóñòü m � 2. Èç äåêàðòîâîãî ïðîèçâåäåíèÿ V C V C V Cm

m

( ) ( ) ( )
4 4 4� � ��

� ���� ����

ìíîæåñòâ âèäà V C V Q( ) ( ) , , ,4 2 00 01 11 10� � { } ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî âåðøèí-

íûõ ìåòîê ñîñòîèò èç âñåõ âîçìîæíûõ 2m-êîìïîíåíòíûõ áèíàðíûõ âåêòîðîâ.

Ïîëó÷èì áèåêöèþ f èç ìíîæåñòâà âåðøèí V C m( )
4

íà ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ

ãðóïïû Z
2
2m . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f — Z

2
2m -äèñòàíöèîííàÿ ìàãè÷åñêàÿ ðàçìåò-

êà, à � � ( , , , )1 1 1� — åå ìàãè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Øàã 3. Îáîçíà÷èì x x x x m� 1 2 2� — ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó C m
4

, à y �

� � �x x x y ym m m1 2 2 2 1 2 2� — âåðøèíó ãðàôà C C Cm m
4

1
4 4

� � � . Çàäàäèì âåðøèí-

íóþ ðàçìåòêó g äëÿ C m
4

1� ïî àíàëîãèè ñ f . Íàéäåì âåñ âåðøèíû y:

w x x x y ym m m( )1 2 2 2 1 2 2� � � �

� �� � � �( , , , , , ) ( , , , , ,x x x y y x x x y ym m m m m m1 2 2 2 1 2 2 1 2 2 2 1 2� � 2 ) �

� � � �( , , , , , ) ( , , , , , ) ( , , , , , ) ( , , ,1 1 1 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 1� � � � 1 1 1, , ) � � ,

ãäå çàïèñü yi îçíà÷àåò âûïîëíåíèå èíâåðñèè íàä ïåðåìåííîé yi èç äâîè÷íîãî

íàáîðà { }0 1, . Òàêèì îáðàçîì, g ÿâëÿåòñÿ Z
2
2 1( )m� -äèñòàíöèîííîé ìàãè÷åñêîé

ðàçìåòêîé C m
4

1� .

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Â òåîðåìå 3 îáîáùåíû ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â [15].

Òåîðåìà 3. Ïóñòü Gi — ri -ðåãóëÿðíûé ãðàô ñ 2
ri âåðøèíàìè (ri ÷åòíîå,

1 � �i m è r ri
i

m

�
�
�

1

).

1. Åñëè Gi ÿâëÿåòñÿ Z
2

ri -äèñòàíöèîííûì ìàãè÷åñêèì ãðàôîì, òî ãðàô

G Gm1 � �� äîïóñêàåò Z
2
r -äèñòàíöèîííóþ ìàãè÷åñêóþ ðàçìåòêó.

2. Åñëè Gi ÿâëÿåòñÿ Z
2

ri -äèñòàíöèîííûì àíòèìàãè÷åñêèì ãðàôîì, òî ãðàô

G Gm1 � �� äîïóñêàåò Z
2
r -äèñòàíöèîííóþ àíòèìàãè÷åñêóþ ðàçìåòêó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïåðâóþ ÷àñòü òåîðåìû. Ïóñòü äëÿ êàæäîãî

ri -ðåãóëÿðíîãî ãðàôà Gi ñ 2
ri âåðøèíàìè ñóùåñòâóåò Z

2

ri -äèñòàíöèîííàÿ ìàãè÷åñ-

êàÿ ðàçìåòêà f i ñ ìàãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé � i
i i

r

i r
a a a

i

i� 
( , , , )
1 2 2

� Z , ãäå 1 � �i m

è âñå ri ÷åòíûå. Âåðøèíû ãðàôà îòîæäåñòâèì ñ èõ ìåòêàìè, òîãäà f x x xi
i i

r

i

i

( )
1 2

� �

� ( , , , )x x xi i

r

i

i1 2
� äëÿ ïðîèçâîëüíîé âåðøèíû ( ) ( )x x x V Gi i

r

i
i

i1 2
� 
 , ãäå ( , ,x xi i

1 2
�

� , )x Z
r

i ri

1 2

 .

Äîêàæåì, ÷òî ãðàô G Gm1 � �� ÿââëÿåòñÿ Z
2
1r rm� ��

-äèñòàíöèîííûì ìàãè-

÷åñêèì. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî m.

Øàã 1. Ïóñòü m � 2 .

Ìíîæåñòâî âåðøèíV G G V G V G( ) ( ) ( )1 2 1 2� � � ãðàôà G G1 2� ñîñòîèò èç ýëå-

ìåíòîâ âèäà ( )x x x x x x
r r1

1
2
1 1

1
2

2
2 2

1 2

� � .

Çàäàäèì âåðøèííóþ ðàçìåòêó f ãðàôà G G1 2� :

f x x x x x x x x x x x
r r r

( ) ( , , , , , ,
1
1

2
1 1

1
2

2
2 2

1
1

2
1 1

1
2

2
2

1 2 1

� � �� � , )x
r2

2 .

Ïîëó÷èì âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâîì âåðøèí

ãðàôà G G1 2� ïîðÿäêà 2 1 2r r�
è ýëåìåíòàìè ãðóïïû Z

2
1 2r r�

. Îïðåäåëèì âåñ êàæäîé

âåðøèíû ( ) ( )x x x x x x V G G
r r1

1
2
1 1

1
2

2
2 2

1 2
1 2

� � 
 � :

w x x x x x xf r r
( )

1
1

2
1 1

1
2

2
2 2

1 2

� � �

� �( , , , , , , , ) ( , , , ,a a a a
r

r r

1
1

2
1 1

1

2 1

0 0 0 0 0 0� �

� �� ��

�

� �� �� 1
2

2
2 2

2

, , , )a a
r

� �

� �( , , , , , , , ) *a a a a a a
r r1

1
2
1 1

1
2

2
2 2

1 2

� � � ,

ãäå �* 
 �
Z

2
1 2r r

è �* � const .

Ñëåäîâàòåëüíî, f ÿâëÿåòñÿ Z
2
1 2r r�

-äèñòàíöèîííîé ìàãè÷åñêîé ðàçìåòêîé ãðà-

ôà G G1 2� .

Øàã 2. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ãðàô G G Gm� � � 	1 1� èìååò Z
2
1 1r rm� � 	�

-äèñòàí-

öèîííóþ ìàãè÷åñêóþ ðàçìåòêó ñ ìàãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé ( , , ,a a
r1

1 1

1

� �

� �, , , )a am

r

m

m1
1 1

1

	 	

	
.
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Øàã 3. Ðàññìîòðèì ãðàô G G G G Gm m m1 1� � � � �	� . Çàäàäèì åãî âåðøèí-

íóþ ðàçìåòêó g àíàëîãè÷íî îïèñàííîé äëÿ ãðàôà G G1 2� . Îïðåäåëèì âåñ êàæäîé

âåðøèíû ( ... ) ( )x x x x x x V G G
r

m

r

m m

r

m
m

m m1
1 1

1
1 1

1 1
1 1

� � � �
	 	

	

 � � :

w x x x x x xg r

m

r

m m

r

m

m m

( )
1
1 1

1
1 1

11 1

� � � �
	 	

	
�

� �	 	

	
( , , , , , , , , , , )a a a a

r

m

r

m

r
m

m

1
1 1

1
1 1

1 1

0 0 0� � � �

� �� ��

� �

� � 	

( , , , , , , ) ( , , , ,0 0 0

1 1

11 1
1 1

�

� �� ��

� � �

�r r

m

r

m

r

m

m

a a a a a a a am

r

m m

r

m

m m1
1 1

11

	 	

	
�, , , , , )� � �,

ãäå � 
 � �
Z

2
1r rm�

è � � const .

Ñëåäîâàòåëüíî, ãðàô G Gm1 � �� äîïóñêàåò Z
2
1r rm� ��

-äèñòàíöèîííóþ ìà-

ãè÷åñêóþ ðàçìåòêó.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîé ÷àñòè òåîðåìû áóäåì ðàññóæäàòü àíàëîãè÷íî. Ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî Gi ÿâëÿåòñÿ Z
2

ri -äèñòàíöèîííûì àíòèìàãè÷åñêèì ãðàôîì äëÿ 2 � �i m.

Øàã 1. Ïóñòü m � 2 è f i — Z
2

ri -äèñòàíöèîííàÿ àíòèìàãè÷åñêàÿ ðàçìåòêà

ãðàôà Gi , i �1 2, . Çàäàäèì âåðøèííóþ ðàçìåòêó f ãðàôà G G1 2� àíàëîãè÷íî äîêà-

çàòåëüñòâó ïåðâîé ÷àñòè òåîðåìû 3. Íàéäåì âåñ âåðøèíû ( )x x x y y yr r1 2 1 21 2
� � 



 �V G G( )1 2 :

w x x x y y yf r r( )1 2 1 21 2
� � �

� �( , , , , , , , ) ( , , , , ,� � � �1 2 1
2

1

2 1

0 0 0 0 0 0� �

� �� ��

�

� �� ��
r

r r

� �
2
2 2

2

, , )�
r

�

� ( , , , , , , , )� � � � � �
1
1

2
1 1

1
2

2
2 2

1 2

� �
r r

,

ãäå w x x xf r r1 1 1
1 2 1

1
2
1 1( ) ( , , , )� �� � � � , w y y yf r r2 2 2

1 2 1
2

2
2 2( ) ( , , , )� �� � � � .

Ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî f — áèåêöèÿ èç V G G( )1 2� íà Z
2
1 2r r�

è âñå âåñà âåð-

øèí — ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû Z
2
1 2r r�

. Ñëåäîâàòåëüíî, f ÿâëÿåòñÿ

Z
2
1 2r r�

-äèñòàíöèîííîé àíòèìàãè÷åñêîé ðàçìåòêîé ãðàôà G G1 2� .

Øàã 2. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ãðàôG G Gm� � � 	1 1� èìååò Z
2
1 1r rm� � 	�

-äèñòàíöèîí-

íóþ àíòèìàãè÷åñêóþ ðàçìåòêó è äëÿ êàæäîé âåðøèíû (x x
r1

1 1

1

� � x xm

r

m

m1
1 1

1

	 	

	
� ) åå

âåñ ðàâåí w x x x x
r

m

r

m

rm

( ) ( , , ,
1
1 1

1
1 1

1
1 1

1 1 1

� � � � �
	 	

	
� � � , , , )� �

1
1 1

1

m

r

m

m

	 	

	
� .

Øàã 3. Ðàññìîòðèì ãðàô G G G G Gm m m1 1� � � � �	� . Çàäàäèì åãî âåðøèí-

íóþ ðàçìåòêó g. Îïðåäåëèì âåñ êàæäîé âåðøèíû (x x x
r

m
1
1 1

1
1

1

� � �
	

� � �x x x V G G
r

m m

r

m
m

m m	

	 
 � �
1

1
1 1) ( ):

w x x x x x xg r

m

r

m m

r

m

m m

( )
1
1 1

1
1 1

11 1

� � � �
	 	

	
�

� 	 	

	
( , , , , , , , , , , ,� � � � �

1
1

2
1 1

1
1 1

1 1

0 0 0� � � �

� �� ��r

m

r

m

r
m

m

) � ( , , , , , , )0 0 0

1 1

1
�

� �� ��

�

�r r

m

r

m

m

m

� � 	

�� �

� 
	 	 �

	
( , , , , , , , , , )� � � � � �

1
1 1

1
1 1

1 21 1

1
� � � �

�

r

m

r

m m

r

m r

m m

Z
� rm ,

ãäå w x xf
m

r

m m

r

m
m m m

( ) ( , , )
1 1

� �� � � . Âåñà âñåõ âåðøèí ðàçëè÷íûå.
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Ðàçìåòêà g ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé èç ìíîæåñòâà âåðøèí íà ìíîæåñòâî ýëåìåí-

òîâ ãðóïïû Z
2
1r rm� ��

. Òàêèì îáðàçîì, g — Z
2
1r rm� ��

-äèñòàíöèîííàÿ àíòèìàãè-

÷åñêàÿ ðàçìåòêà G Gm1 � �� .

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Äàëåå ðàññìîòðèì ãðàô C
k

m

2

2 — äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå 2m êîïèé ãðàôà C k2
.

Òåîðåìà 4. Ãðàô C
k

m

2

2 èìååò Z
2
2km -äèñòàíöèîííóþ ìàãè÷åñêóþ ðàçìåòêó

ñ ìàãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé � � ( , , , )0 0 0� äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî m è k � 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè m �1, òî ãðàô C C C
k k k

2

2
2 2

� � äîïóñêàåò Z
2
2k -äèñòàíöè-

îííóþ ìàãè÷åñêóþ ðàçìåòó ïðè k � 2 ñ ìàãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé �* ( , , , )� 0 0 0� [9].

Ïóñòü m � 2. Ïîëó÷èì ãðàô C C C C C C C
k k k k k k k2

4
2 2 2 2 2

2

2

2� � � � � �( ) ( ) . Ïðè

âû÷èñëåíèè âåñà ëþáîé åãî âåðøèíû èìååì ÷åòíîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ âèäà

x x x x y y yk
j j

k
j� ( , , , , , , , )1 2 2 1 2 2

� � , ãäå ïåðâûå 2k ïîçèöèé ñîâïàäàþò, è òàêîå æå

÷èñëî ñëàãàåìûõ y x x x y y yi i
k

i
k� ( , , , , , , , )

1 2 2 1 2 2� � ñ ðàâíûìè 2k ïîñëåäíèìè

ïîçèöèÿìè, i j k, , , ,�1 2 2� . Îáîçíà÷èì S x ñóììó ÷èñåë âèäà x, à S y — ñóììó ÷è-

ñåë âèäà y. Çíà÷åíèå S x (àíàëîãè÷íî S y) çàâèñèò òîëüêî îò y y yj j
k

j
1 2 2

, , ,� . Ýòî

ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ta � ( , , , )0 0 0� äëÿ ëþáûõ ÷åòíûõ çíà÷åíèé t N
 è a
k

k
Z
2

2 .

Ñëåäîâàòåëüíî, âåñ êàæäîé âåðøèíû ãðàôà C
k2

4 ðàâåí S Sx y

k k

� � ( , , , , , , ,

* *

0 0 0 0 0 0

2 2

�

� �� ��

� �� 	�

�

� �� ��

� �� 	�
� �

è C
k2

4 ÿâëÿåòñÿ Z
2
4k -äèñòàíöèîííûì ìàãè÷åñêèì ñ ìàãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé

� � ( , , , )0 0 0� .

Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, ìîæíî ñòðîèòü ðàçìåòêó ãðàôà C
k2

6 è ò.ä. Ýòî ïðèâî-

äèò ê äîêàçàòåëüñòâó òîãî, ÷òî ãðàô C
k

m

2

2 èìååò Z
2
2km -äèñòàíöèîííóþ ìàãè÷åñ-

êóþ ðàçìåòêó ïðè k � 2 äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî m ñ ìàãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé

� � ( , , , )0 0 0� .

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü ãðàô Gi , i �1 2, , ïîðÿäêà n äîïóñêàåò Z n -äèñòàíöèîííóþ

ìàãè÷åñêóþ ðàçìåòêó ñ ìàãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé � è îäèí èç ãðàôîâ: G1 èëè G2 ,

ÿâëÿåòñÿ r-ðåãóëÿðíûì. Òîãäà ãðàô G G1 2� èìååò Z 2n -äèñòàíöèîííóþ ìàãè÷åñ-

êóþ ðàçìåòêó ñ ìàãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé � �
	n n( )1

2
, åñëè r è n ÷åòíûå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ( )x j
i âåðøèíó ãðàôà Gi , i �1 2, , j n�1 2, , ,� .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f i — Z n -äèñòàíöèîííàÿ ìàãè÷åñêàÿ ðàçìåòêà Gi è � — åå

ìàãè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ. Íå òåðÿÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ãðàô G2 ÿâëÿåòñÿ

r-ðåãóëÿðíûì. Çàäàäèì âåðøèííóþ ðàçìåòêó f ãðàôà G G1 2� ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f x f x f x f x nj j j j( ) ( ), ( ) ( )1
1

1 2
2

2� � � , j n�1 2, , ,� .

Ïîëó÷èì âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâîì âåðøèí

V V1 2� ãðàôà G G1 2� è ýëåìåíòàìè ãðóïïû Z 2n . Ãðóïïà Z 2n èìååò îäíó èí-

âîëþöèþ n. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ òåîðåìû 1 r äîëæíî áûòü ÷åòíûì ÷èñëîì.

Íàéäåì âåñà âåðøèí ãðàôà G G1 2� :
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— åñëè n ÷åòíîå, òî

w x
n n

n
n n

j( )
( ) ( )1 21

2

1

2
� �

	
� � �

	
� � ,

w x rn
n n n n

j( )
( ) ( )2 1

2

1

2
� � �

	
� �

	
� � ;

— åñëè n íå÷åòíîå, òî

w x
n n

n
n n

nj( )
( ) ( )1 21

2

1

2
� �

	
� � �

	
�� � ,

w x rn
n n n n

j( )
( ) ( )2 1

2

1

2
� � �

	
� �

	
� � .

Ñëåäîâàòåëüíî, áèåêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ Z 2n -äèñòàíöèîííîé ìàãè÷åñêîé ðàçìåò-

êîé G G1 2� ïðè ÷åòíûõ çíà÷åíèÿõ r è n. Çíà÷åíèå ìàãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé ðàâíî

� �
	n n( )1

2
.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ðàññìîòðåíû ïðîáëåìû, ñâÿçàííûå ñ íàõîæäåíèåì óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ
ãðóïïîâûõ äèñòàíöèîííûõ ìàãè÷åñêèõ è àíòèìàãè÷åñêèõ ðàçìåòîê äëÿ íåêîòî-
ðûõ êëàññîâ ãðàôîâ. Äîêàçàíî, ÷òî äëÿ �-äèñòàíöèîííîãî ìàãè÷åñêîãî ãðàôà

G åãî äîïîëíåíèå G ÿâëÿåòñÿ �-äèñòàíöèîííûì àíòèìàãè÷åñêèì ãðàôîì. Ââå-
äåíî ïîíÿòèå çàêðûòîé �-äèñòàíöèîííîé ìàãè÷åñêîé ðàçìåòêè. Ðåøåíà çàäà÷à

ïîñòðîåíèÿ Z
2
n -äèñòàíöèîííîé àíòèìàãè÷åñêîé ðàçìåòêè äëÿ òðåõìåðíîãî êóáà

Q3 , ïîêàçàíî, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ çàêðûòûì Z
2
3-äèñòàíöèîííûì ìàãè÷åñêèì ãðà-

ôîì, à åãî äîïîëíåíèå Q3 — Z
2
3-äèñòàíöèîííûì ìàãè÷åñêèì. Â ñâÿçè ñ ýòèì

âîçíèêàåò âîïðîñ îá îáîáùåíèè ýòèõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n-ìåðíî-

ãî êóáà Qn . Äëÿ ãðàôîâ C m
4

, m � 3, è G Gm1 � �� , ãäå Gi — ri -ðåãóëÿðíûå

ãðàôû, 1 � �i m, r ri
i

m

�
�
�

1

, à òàêæå äëÿ G G1 2� íàéäåíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ

�-äèñòàíöèîííîé ìàãè÷åñêîé ðàçìåòêè äëÿ êîíêðåòíûõ àáåëåâûõ ãðóïï �.
Â õîäå äîêàçàòåëüñòâà ñîîòâåòñòâóþùèõ òåîðåì ïîëó÷åíû ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ
�-äèñòàíöèîííîé ìàãè÷åñêîé ðàçìåòêè.
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Íàä³éøëà äî ðåäàêö³¿ 10.10.2019

Ì.Ô. Ñåìåíþòà, Ã.Ï. Äîíåöü
ÏÐÎ ÃÐÓÏÎÂ² ÐÎÇÌ²ÒÊÈ ÄÅßÊÈÕ ÃÐÀÔ²Â

Àíîòàö³ÿ. Âèâ÷àþòüñÿ ãðóïîâ³ ðîçì³òêè ìàã³÷íîãî ³ àíòèìàã³÷íîãî òèï³â.
Âñòàíîâëåíî âçàºìîçâ’ÿçîê ì³æ íèìè äëÿ ãðàôà òà éîãî äîïîâíåííÿ. Óâåäå-
íî ïîíÿòòÿ çàêðèòî¿ ãðóïîâî¿ äèñòàíö³éíî¿ ìàã³÷íî¿ ðîçì³òêè. Çíàéäåíî óìî-

âè ³ñíóâàííÿ Z2
2m-äèñòàíö³éíî¿ ìàã³÷íî¿ ðîçì³òêè ãðàôà C m

4 , çàïðîïîíîâàíî

ñïîñ³á ¿¿ ïîáóäîâè. Âèçíà÷åíî óìîâè ³ñíóâàííÿ Z2
r -äèñòàíö³éíî¿ ìàã³÷íî¿

³ àíòèìàã³÷íî¿ ðîçì³òîê äåêàðòîâîãî äîáóòêó ðåãóëÿðíèõ ãðàô³â. Îòðèìàíî
ðåçóëüòàòè ãðóïîâî¿ äèñòàíö³éíî¿ ìàã³÷íî¿ ðîçì³òêè ç’ºäíàííÿ äâîõ ãðàô³â.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: D-äèñòàíö³éíà ìàã³÷íà ðîçì³òêà, ãðóïîâà äèñòàíö³éíà
ìàã³÷íà ðîçì³òêà, ãðóïîâà äèñòàíö³éíà àíòèìàã³÷íà ðîçì³òêà.

Ì.F. Semeniuta, G.A. Donets
ON GROUP LABELING OF SOME GRAPHS

Abstract. We analyze group labeling of magic and antimagic types. The
relationship between them for graph and its complement is established. The
concept of closed group distance magic labeling is introduced. The conditions

for the existence of Z2
2m-distance magic labeling of a graph C m

4 are found, and

a method for its construction is proposed. The conditions for the existence of

Z2
r -distance magic and antimagic labelings of the Cartesian product of regular

graphs are established. The results of group remote magic labeling of the
connection of two graphs are obtained.

Keywords: D-distance magic labeling, group distance magic labeling, group
distance antimagic labeling.
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