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Àíîòàö³ÿ. Ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó ì³í³ìàêñíîãî îö³íþâàííÿ ôóíêö³îíàëó â³ä ðîç-
â’ÿçêó õâèëüîâîãî ð³âíÿííÿ ç³ øâèäêî êîëèâíèìè êîåô³ö³ºíòàìè òà çà óìî-
âè, ùî ñïîñòåðåæåííÿ º íåë³í³éíèì (ìàº îïåðàòîð òèïó ñóïåðïîçèö³¿). Äëÿ
çíà÷åííÿ ìàëîãî ïàðàìåòðà � � 0 ³ñíóâàííÿ ðîçâ’ÿçêó âèõ³äíî¿ çàäà÷³ âñòà-
íîâëþºòüñÿ çà äîïîìîãîþ òðàäèö³éíîãî ì³í³ìàêñíîãî ï³äõîäó. Ïåðåõ³ä äî
çàäà÷³ ç óñåðåäíåíèìè ïàðàìåòðàìè äàº çìîãó óíèêíóòè íåë³í³éíîñò³ ó
ñïîñòåðåæåíí³. Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì ðîáîòè º äîâåäåííÿ òîãî, ùî
ì³í³ìàêñíà îö³íêà çàäà÷³ ç óñåðåäíåíèìè êîåô³ö³ºíòàìè º íàáëèæåíîþ
ì³í³ìàêñíîþ îö³íêîþ âèõ³äíî¿ çàäà÷³.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ì³í³ìàêñíå îö³íþâàííÿ, õâèëüîâå ð³âíÿííÿ, øâèäêî êî-
ëèâí³ êîåô³ö³ºíòè, óñåðåäíåíà çàäà÷à, íåâèçíà÷åí³ñòü, íàáëèæåíà îö³íêà.

ÂÑÒÓÏ

Ðîçâèòîê ñó÷àñíèõ òåõíîëîã³é çóìîâëþº ðîçðîáëåííÿ íîâèõ åôåêòèâíèõ àëãî-

ðèòì³â ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷ îö³íþâàííÿ, ïðîãíîçóâàííÿ, îïòèì³çàö³¿, äîñë³äæåí-

íÿ ñò³éêîñò³ òà àíàë³çó ñèñòåì, ùî ôóíêö³îíóþòü çà óìîâ íåâèçíà÷åíîñò³ òà íå-

ïîâíîòè äàíèõ. Îñíîâè òåîð³¿ êåðóâàííÿ ñèñòåìàìè, ùî îïèñóþòüñÿ çâè÷àéíèìè

äèôåðåíö³àëüíèìè ð³âíÿííÿìè àáî ð³âíÿííÿìè ç ÷àñòèííèìè ïîõ³äíèìè, îá´ðóí-

òîâàíî â ðîáîòàõ [1–4]. Ïðîòå çàäà÷³ ì³í³ìàêñíîãî îö³íþâàííÿ äëÿ íåñê³í÷åííî-

âèì³ðíèõ ñèñòåì äîñë³äæåíî íåäîñòàòíüî. Òàêîæ âèíèêàº áàãàòî ïðîáëåì ó ðàç³

óçàãàëüíåííÿ çàäà÷ îö³íþâàííÿ íà âèïàäîê ð³âíÿíü ³ç ÷àñòèííèìè ïîõ³äíèìè.

Ç ö³ºþ ìåòîþ ïîáóäîâàíî òåîð³þ ì³í³ìàêñíîãî îö³íþâàííÿ ôóíêö³îíàë³â â³ä

ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿíü ³ç ÷àñòèííèìè ïîõ³äíèìè, çîêðåìà äëÿ ïàðàáîë³÷íèõ òà

åë³ïòè÷íèõ ð³âíÿíü [5, 6]. Ìåòîäàìè ì³í³ìàêñíî¿ òåîð³¿ îö³íþâàííÿ ðîçâ’ÿçàíî

íèçêó çàäà÷ ïðîãíîçóâàííÿ ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿíü ïàðàáîë³÷íîãî òèïó ç³ øâèäêî êî-

ëèâíèìè êîåô³ö³ºíòàìè çà äàíèìè âèì³ðþâàíü, çîêðåìà [7].

Ó ðîáîòàõ [8–10] çàïðîïîíîâàíî òà îá´ðóíòîâàíî ïðîöåäóðó ïîáóäîâè íà-

áëèæåíîãî îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ³ç çâîðîòíèì çâ’ÿçêîì (ñèíòåçó) äëÿ øèðî-

êèõ êëàñ³â ðîçïîä³ëåíèõ ïðîöåñ³â ó ì³êðîíåîäíîð³äíèõ ñåðåäîâèùàõ, ÿê³

äîñë³äæóâàëèñÿ ðàí³øå â [11, 12]. Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó çíàéòè òî÷íó ôîðìóëó

îïòèìàëüíîãî ñèíòåçó äëÿ òàêèõ çàäà÷ íå º ìîæëèâèì. Ïðîòå ïåðåõ³ä äî óñåðåä-

íåíèõ ïàðàìåòð³â çíà÷íî ñïðîùóº ñòðóêòóðó çàäà÷³. Íà áàç³ öüîãî ï³äõîäó áóëî

îòðèìàíî íàáëèæåíó ì³í³ìàêñíó îö³íêó ôóíêö³îíàë³â â³ä ðîçâ’ÿçêó ïàðàáîë³÷íî¿

çàäà÷³ ç³ øâèäêî êîëèâíèìè êîåô³ö³ºíòàìè äëÿ íåë³í³éíèõ ñïîñòåðåæåíü [13].

Ó ö³é ðîáîò³ ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó ì³í³ìàêñíîãî îö³íþâàííÿ ôóíêö³îíàëó â³ä

ðîçâ’ÿçêó õâèëüîâîãî ð³âíÿííÿ ç³ øâèäêî êîëèâíèìè êîåô³ö³ºíòàìè. Âèì³ðþþòü

íå ñàìó âåëè÷èíó, ÿêà îïèñóº äîñë³äæóâàíå ÿâèùå, à ñïîñòåð³ãàþòü äåÿêå çíà÷åí-

íÿ â³ä ðîçâ’ÿçêó ³ç îïåðàòîðîì, ùî âèçíà÷àº ñïîñ³á âèì³ðþâàííÿ. Ïðîáëåìà

óñêëàäíþºòüñÿ íå ëèøå ÷åðåç íàÿâí³ñòü øâèäêî êîëèâíèõ êîåô³ö³ºíò³â, à ùå é

÷åðåç òå, ùî ñïîñòåðåæåííÿ ìàº îïåðàòîð òèïó ñóïåðïîçèö³¿. Òîìó âèïðàâäàíèì

º ïåðåõ³ä äî çàäà÷³ ç óñåðåäíåíèìè ïàðàìåòðàìè. Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì ðîáîòè

º äîâåäåííÿ òîãî, ùî ì³í³ìàêñíà îö³íêà çàäà÷³ ç óñåðåäíåíèìè êîåô³ö³ºíòàìè

º íàáëèæåíîþ ì³í³ìàêñíîþ îö³íêîþ âèõ³äíî¿ çàäà÷³.
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ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×²

Ó öèë³íäð³ Q TT � �( , )0 � , äå � � �
n — îáìåæåíà îáëàñòü, ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó
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(1)

äå a x a x� �( ) ( / )� , a L n� � ( )� — çàäàíà ñèìåòðè÷íà ìàòðèöÿ.

Ñïîñòåð³ãàºìî ôóíêö³þ

� � � � �( ) ( , , ( , )) ( , ) ( )x C t x y t x y t x dt g x

T

� � �
0

, (2)

äå C C t x T� � �� � � �( , , ): ( , )0 � � � — çàäàíà âèì³ðíà ôóíêö³ÿ.

Ôóíêö³¿ y H0 0
1� ( )� , y L1

2� ( )� , f L QT� 2 ( ) ç (1), à òàêîæ ôóíêö³ÿ g L� 2 ( )�

ç (2) — íåâ³äîì³, ïðîòå â³äîìî, ùî âîíè íàëåæàòü îïóêë³é çàìêíåí³é ìíîæèí³ G

ç ïðîñòîðó H L L Q LT0
1 2 2 2( ) ( ) ( ) ( )� � �� � � :

{ } {y y f g G y y f
H QT

0 1 0 0
2

1 1
2 2

0
1

, , , | | | | | | | | | | | | |� �   � � � � | | |g 2 1� }. (3)

Òóò ³ íàäàë³ | | | |� òà ( , )� � — â³äïîâ³äíî íîðìà ³ ñêàëÿðíèé äîáóòîê â L2 ( )� ;

| | | |�
H0

1 — íîðìà â H
0
1 ( )� ; | | | |� QT

òà ( , )� � QT
— â³äïîâ³äíî íîðìà ³ ñêàëÿðíèé

äîáóòîê â L QT
2 ( ).

Ðîçãëÿíåìî òàêó çàäà÷ó ì³í³ìàêñíîãî îö³íþâàííÿ [1]: ïðîâåñòè îö³íþâàííÿ

ôóíêö³îíàëó

l y l t x y t x dtdx

QT

( ) ( , ) ( , )� �� � , (4)

äå l L QT� 2 ( ) — çàäàíà ôóíêö³ÿ, y� — ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (1), ó êëàñ³ ôóíêö³î-

íàë³â â³ä ñïîñòåðåæåíü

�� ( ) ( ) ( ) , ( )l y x u x dx u L� ��� ��
�

�2 , (5)

äå ôóíêö³ÿ �u � º ðîçâ’ÿçêîì çàäà÷³

J u l y l y
y y f g G

� � �( ) : sup ( ( ) �� ( )) inf
, , ,

� � �
�{ }0 1

2 . (6)

Ïðè öüîìó çíà÷åííÿ (6)

� �
�2 : inf ( )�

u
J u (7)

íàçèâàºòüñÿ ïîõèáêîþ ì³í³ìàêñíîãî îö³íþâàííÿ.

Ðàí³øå [13] íàìè áóâ îá´ðóíòîâàíèé òîé ôàêò, ùî ÷åðåç íàÿâí³ñòü øâèäêî

êîëèâíèõ êîåô³ö³ºíò³â ó ð³âíÿíí³ òà ñïîñòåðåæåíí³, à òàêîæ ÷åðåç ñïåöèô³÷íèé

âèãëÿä îïåðàòîðà ñïîñòåðåæåííÿ îòðèìàòè òî÷íèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ ì³í³ìàêñíîãî

îö³íþâàííÿ (1)–(6) íåìîæëèâî. Äëÿ çíàõîäæåííÿ íàáëèæåíîãî ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³
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ì³í³ìàêñíîãî îö³íþâàííÿ (1)–(6) ñêîðèñòàºìîñü ï³äõîäîì, îá´ðóíòîâàíèì ó ðî-

áîò³ [13] äëÿ ïàðàáîë³÷íîãî ð³âíÿííÿ. Äëÿ öüîãî ï³äõîäó âèêîðèñòàíà òåîð³ÿ

óñåðåäíåííÿ äèôåðåíö³àëüíèõ îïåðàòîð³â [11].

Íåõàé a 0 — ñòàëà ìàòðèöÿ, ùî º óñåðåäíåíîþ äî a x� ( ) [11]; C C t x0 0� ( , ) —

çàäàíà ôóíêö³ÿ ç ïðîñòîðó L QT
� ( ), ÿêà íå çàëåæèòü â³ä ôàçîâî¿ çì³ííî¿ y ³ º óñå-

ðåäíåíîþ ôóíêö³ºþ äëÿ C t x� �( , , ).

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó (1) ç äèôåðåíö³àëüíèì îïåðàòîðîì div ( )a 0� ³ ñïîñòåðå-

æåííÿì C t x0 ( , ). ²ñíóâàííÿ òà ìåòîäè çíàõîäæåííÿ ðîçâ’ÿçêó â³äïîâ³äíî¿ çàäà÷³

ì³í³ìàêñíîãî îö³íþâàííÿ äîáðå â³äîì³ [1]. Íåõàé � ( )u L0 2� � — ðîçâ’ÿçîê

â³äïîâ³äíî¿ çàäà÷³ (6). Îñíîâíå ïèòàííÿ, ÿêå äîñë³äæóºòüñÿ â ö³é ñòàòò³, — ÷è

áóäå îö³íêà
� ( ) ( ) � ( )l y x u x dx� ��� �

0

�

äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ �� 0 ñëóãóâàòè íàáëèæåíîþ ì³í³ìàêñíîþ îö³íêîþ äëÿ

âèõ³äíî¿ çàäà÷³ (1)–(6), òîáòî ÷è áóäå êîðåêòíî, ùî � �	 0 � ��0 0, � �� �( , )0 0

âèêîíóºòüñÿ íåð³âí³ñòü

| � |� � 	� �
2 2� � , (8)

äå

� ( � ) inf (( , ) ( , � ))
, , ,

� ��
� � �2 0 0 2

0 1

� � �
�

J u l y u
y y f g G

QT{ }
, (9)

y� — ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (1), � � ìàº âèãëÿä (2).

²ÑÍÓÂÀÍÍß ÐÎÇÂ’ßÇÊÓ ÇÀÄÀ×² ÎÖ²ÍÞÂÀÍÍß

Ñïî÷àòêó äîâåäåìî ðîçâ’ÿçí³ñòü âèõ³äíî¿ çàäà÷³ (1)–(6). Ââàæàòèìåìî, ùî ñè-

ìåòðè÷íà ìàòðèöÿ a L R n� � ( ) çàäîâîëüíÿº óìîâè åë³ïòè÷íîñò³ òà îáìåæå-

íîñò³:

� � � � �� �1 20 0, ,x n
� � �	 �

n , � 	 	 	 � 	1
2

1 1

2
2

1
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n

i j

n

i j i j i

i

n

a x

� � �
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,

, ( ) . (10)

Òîä³ îö³íêà (10) ñïðàâåäëèâà ³ äëÿ ñòàëî¿ ìàòðèö³ a 0 , ÿêà º óñåðåäíåíîþ äî

a x� ( ) [11]. Äî òîãî æ çà âèêîíàííÿ (10) äëÿ ô³êñîâàíèõ y H0 0
1� ( ),�

y L1
2� ( )� , f L QT� 2 ( ) çàäà÷à (1) ìàº ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê y� ó êëàñ³

W T y L T H y L T Lt( , ) ( , ; ( )) | ( , ; ( ))0 0 02
0
1 2 2� � �{ }� � .

Òåîðåìà 1. Íåõàé ôóíêö³ÿ C T� : ( , )0 � � �� � � íåïåðåðâíà çà òðåò³ì àðãó-

ìåíòîì ³ îáìåæåíà. Òîä³ çàäà÷à (1)–(6) ìàº ðîçâ’ÿçîê, òîáòî ³ñíóº òàêà ôóíêö³ÿ �u � ,

íà ÿê³é äîñÿãàºòüñÿ ð³âí³ñòü (7).

Äîâåäåííÿ. Äëÿ ô³êñîâàíèõ u, y0 , y1, f , g ìàºìî

l y l y g u z y z y z ft( ) �� ( ) ( , ) ( ( ), ) ( ( ), ) ( , )� � � � �� � � �  0 00 1 QT
,

äå z � — ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³
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(11)

Îñê³ëüêè ôóíêö³¿ u L� 2 ( )� ³ C t x y L QT
� �( , , ) ( )� � , òî çàäà÷à (11) ìàº óçàãàëü-

íåíèé ðîçâ’ÿçîê z W T� � ( , )0 [1].

Äëÿ ô³êñîâàíîãî u L� 2 ( )� çàäà÷à ìàêñèì³çàö³¿ â (6) ìàº âèãëÿä

( ( , ) ( ( ), ) ( ( ), ) ( , ) ) sup,

| |

� �   �g u z y z y z ft QT

� � �
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0 00 1
2

0 y y f g
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2
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2 2 2
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1| | | | | | | | | | | | | | .   �
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(12)

Îñê³ëüêè C t x y� �( , , ) (à îòæå, ³ z �) çàëåæèòü â³ä { }y y f0 1, , , òî äëÿ (12) íå ³ñíóº

ÿâíîãî ðîçâ’ÿçêó (íà â³äì³íó â³ä âèïàäêó, êîëè C � íå çàëåæèòü â³ä y� [1]).

Ïðîòå ôóíêö³îíàë u J u�
� ( ) º îïóêëèì, íåïåðåðâíèì, à îòæå, ñëàáî íàï³â-

íåïåðåðâíèì çíèçó; ³ äëÿ òîãî, ùîá ³ñíóâàëà �u � òàêà, ùî

� �
� � �2 � �inf ( ) ( � )

u
J u J u ,

çã³äíî ç òåîðåìîþ Âåºðøòðàñà [3] äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî lim ( )
|| ||u

J u
��

� �� .

Çàô³êñóºìî u L� 2 ( )� ³ íàá³ð { }y y f g G0 1, , , � . Öèì çàô³êñîâàíèì çíà÷åííÿì

â³äïîâ³äàþòü ðîçâ’ÿçîê y t x� ( , ) çàäà÷³ (1) ³ ðîçâ’ÿçîê z t x� ( , ) çàäà÷³ (11) ç ïðàâîþ

÷àñòèíîþ C t x y t x u x� �( , , ( , )) ( )� . Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó (1)–(6) ³ç ô³êñîâàíîþ

ôóíêö³ºþ C t x C t x y t x� � �( , ) : ( , , ( , ))� . Çã³äíî ç [1] ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ ìàêñè-

ì³çàö³¿ (12) ó öüîìó âèïàäêó ìàº âèãëÿä

y z y z f z g ut0
0

1
1

1

0 0� � � � � � �
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� � � � � ��� ( ), ( ), , ,
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0
1 ( )� òà H �1 ( )� ,
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�1

.

Ðîçãëÿíåìî â³äîáðàæåííÿ  : G G� ,  ( , , , ) { , , , }y y f g y y f g0 1 0 1
� � � � � . Íå-

õàé

{ , , , } { , , , }y y f g y y f g Gk k k k
0 1 0 1� � ñëàáêî â H L L Q LT0

1 2 2 2( ) ( ) ( ) ( )� � �� � � .

Çâ³äñè äëÿ ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ (1) ç óìîâàìè f y yk k k, ,
0 1

çà òåîðåìîþ ïðî êîì-

ïàêòí³ñòü [1] ìàºìî

y y
k
� �� â C T L([ , ]; ( ))0 2 � ³ ñëàáêî â L T H2

0
10( , ; ( ))� , (13)

y y
kt t
� �� â C T H([ , ]; ( ))0 1� � ³ ñëàáêî â L T L2 20( , ; ( ))� , (14)

äå y y t x� �� ( , ) — ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (1) ç óìîâàìè f , y0 , y1.
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Òîä³ ç îáìåæåíîñò³ C � ³ çà òåîðåìîþ Ëåáåãà îòðèìóºìî

C t x y t x C t x y t x
k

� � � �( , , ( , )) ( , , ( , ))� â L QT
2 ( ). (15)

Îòæå, äëÿ z
k
� — ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ (11) ç y

k
� â³äïîâ³äíî äî [14] ìàºìî, ùî

z z
k
� �� ó ñåíñ³ (13), (14), äå z z t x� �� ( , ) — ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (11) ç y� . Çâ³äñè

âèïëèâàº, ùî

  ( , , , ) ( , , , )y y f g y y f gk k k k
0 1 0 1� â H L L Q LT0

1 2 2 2( ) ( ) ( ) ( )� � �� � � .

Îòæå,  — íåïåðåðâíå â³äîáðàæåííÿ ³  ( )G — êîìïàêò. Òîä³ çà òåîðåìîþ

Øàóäåðà  ìàº íåðóõîìó òî÷êó, òîáòî � �{ }� , � , � , �y y f g G
0 1
� � � � :

{ }� , � , � , � ( � , � , � , � )y y f g y y f g
0 1 0 1
� � � � � � � ��  .

Íåõàé �y� — ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (1), ÿêèé â³äïîâ³äàº �y
0
� , �y

1
� , �f � ; �z � — ðîçâ’ÿçîê

çàäà÷³ (11), ÿêèé â³äïîâ³äàº �y� . Òîä³

| | � ( ) | |
| | � ( ) | |

| | � | |
| | | |

z
z

z
ut

H QT

�
�

�

� � �

0
01

2

0

2

1

2
2�

  
�

�� J u( ). (16)

Îòæå, lim ( )
|| ||u

J u
��

� �� ³ òåîðåìó äîâåäåíî. �

ÏÐÎÖÅÄÓÐÀ ÏÎÁÓÄÎÂÈ ÒÀ ÎÁ¥ÐÓÍÒÓÂÀÍÍß ÍÀÁËÈÆÅÍÎ¯ ÎÖ²ÍÊÈ
ÄËß ÂÈÕ²ÄÍÎ¯ ÇÀÄÀ×²

Ïåðåéäåìî äî ïîáóäîâè òà îá´ðóíòóâàííÿ ì³í³ìàêñíî¿ îö³íêè äëÿ çàäà÷³ ç óñå-

ðåäíåíèìè ïàðàìåòðàìè. Íåõàé ñòàëà, äîäàòíî âèçíà÷åíà ìàòðèöÿ a 0 º óñå-

ðåäíåíîþ äëÿ ìàòðèö³ a x� ( ) [11], ôóíêö³ÿ C C t x L QT
0 0� � �( , ) ( ) òàêà, ùî

� � � �r C t x C t x0 00� � �( , , ) ( , ), â L QT
2 ( ) ð³âíîì³ðíî ïî | |� � r. (17)

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó (1)–(6) ç äèôåðåíö³àëüíèì îïåðàòîðîì A a0 0� �div ( ) ³ ñïîñòå-

ðåæåííÿì

� 0 0

0

( ) ( , ) ( , ) ( )x C t x y t x dt g x

T

� � � .

Â³äîìî [1], ùî äëÿ ô³êñîâàíîãî u L� 2 ( )� ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³

( ( ) �� ( )) sup,

, , ,

l y l y

y y f g G

� �
�

�
�



2

0 1{ }
(18)

ìàº âèãëÿä

y z y z f z g ut0
0

1
1

1

0 0� � � � � ��


�




�




�




�
� ( ), ( ), , , (19)

äå



� � � �

2

2

0

2

1

2
20

01

�   

�

�

�
| | ( ) | |

| | ( ) | |
| | | |

| | | |
z

z
z

ut
H QT�

�
�

�

�

�
�
�

�1

,
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à z º ðîçâ’ÿçêîì çàäà÷³
�

�

	
	




	
	

�

�
�  � �

�

� �
�

� �

2

2

0 0

0

0 0

z

t
A z l C u

z

z zt T t t T

,

| ,

| , | .

� (20)

Äëÿ çíà÷åííÿ çàäà÷³ ìàêñèì³çàö³¿ (18) ìàºìî

J u l y l y
y y f g G

0 2

0 1

( ) sup ( ( ) �� ( ))
, , ,

� � �
�{ }

�   
�

| | ( ) | |
| | ( ) | |

| | | |
| | | |

z
z

z
ut

H QT

0
01

2

0

2

1

2
2

� � � �
. (21)

Òîä³ çàäà÷à

�
0
2 0� inf ( )

u
J u (22)

ìàº ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê �u 0 , ÿêèé ìàº âèãëÿä

� ( , ) ( , )u C t x p t x dt

T
0 0

0

� � �� , (23)

äå p º ðîçâ’ÿçêîì ñèñòåìè

�

�

	
	
	
	
	




	
	
	
	
	

�

�
� �

�

�
� �

��

2
0

2

2

0 0

2

1

0

p

t

A p z

q

t
A q C u

p

�
,

�,

| � , | ,

| ( ), | ( ),

|

q

p q p z

q q

t t t t

t t

�

�
�

�

�

�

� � �

�

�

�

0

1
0

1
00

0

1
0

1

0

� �
| .t� �0 0

(24)

Çã³äíî ³ç çàïðîïîíîâàíèì ðàí³øå ï³äõîäîì [13] ðîçãëÿíåìî ôóíêö³îíàë

� ( ) ( ) � ( )l y x u x dx� ��� �
0

�

(25)

( � ( )u L0 2� � âèçíà÷àºòüñÿ ç (23)) ³ ïîõèáêó ì³í³ìàêñíîãî îö³íþâàííÿ

� ( � ) sup (( , ) ( , � ))
, , ,

� ��
� � �2 0 0 2

0 1

� � �
�

J u l y u
y y f g G

QT
{ }

(26)

( y� — ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (1), ñïîñòåðåæåííÿ � � ìàº âèãëÿä (2)).

Íàñòóïíà òåîðåìà º îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì ðîáîòè.

Òåîðåìà 2. Çà óìîâè (17) îö³íêà (25) º íàáëèæåíîþ ì³í³ìàêñíîþ îö³íêîþ

äëÿ âèõ³äíî¿ çàäà÷³ (1)–(6), à ïîõèáêè (7) ³ (26) º áëèçüêèìè äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ

�� 0, òîáòî � �	 0 � ��0 0, � �� �( , )0 0

| � |� � 	� �
2 2� � . (27)
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Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ 1 ìàºìî

� �
� � �2 � �inf ( ) ( � )

u
J u J u .

Òîä³

J u J l y
y y f g G

QT

� � � �( � ) ( ) sup ( , )
, , ,

� �
�

0

0 1

2

{ }

, (28)

äå y� — ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (1). Äëÿ � �{ }y y f g G0 1, , , äëÿ ìàéæå âñ³õ (ì.â.) t

âèêîíóºòüñÿ ð³âí³ñòü

1

2

2d

dt
y t a y t y t f t y tt t(| | ( ) | | ( ( ), ( ))) ( ( ), ( ))� � � � � � � � .

Ç ö³º¿ ð³âíîñò³, îö³íêè (10) òà ëåìè Ãðîíóîëà âèâîäèìî, ùî

� �� ( , )0 1 sup sup (| | ( ) | | | | ( ) |
, , , [ , ]{ }y y f g G t T H

ty t y t

0 1
0
1

0

2

� �
� � | )2 � C , (29)

äå êîíñòàíòà C � 0 íå çàëåæèòü â³ä �.

Ç íåð³âíîñòåé (28), (29) i (16) oòðèìóºìî, ùî { }�
( , )u �

�� 0 1 îáìåæåíà â L2 ( )� ,

îòæå, çà ï³äïîñë³äîâí³ñòþ äëÿ äåÿêî¿ ôóíêö³¿ ��L2 ( )�

�u � �� ñëàáêî â L2 ( )� , �� 0. (30)

Äîâåäåìî, ùî � � �u 0 . Íåõàé � �� �k 0, � : �u uk k� � . Òîä³ óíàñë³äîê (16)

�
� ��

� �

k

kJ u
z

z
z

k
t
k

H
k

� !  
�

( � )
| | � ( ) | |

| | � ( )| |
| | �0

01

2

0

2

1

k

Q
k

T u
| |

| | � | |
2

2

� �
 ,

äå { � , �y yk k
0 1

, �f k , � }g Gk � º íåðóõîìîþ òî÷êîþ â³äîáðàæåííÿ  k ç òåîðåìè 1,

ïîáóäîâàíîãî çà ôóíêö³ºþ �u k . Òîä³ çà ï³äïîñë³äîâí³ñòþ

{ } { }� , � , � , � � , � , �, �y y f g y y f gk k k k
0 1 0 1� ñëàáêî â H L L Q LT0

1 2 2 2( ) ( ) ( ) ( )� � �� � � ,

à �z k º ðîçâ’ÿçêîì çàäà÷³ (11) ç �yk ³ �u k , �yk — ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (1) äëÿ � �� k

çà óìîâ �f k , �yk
0

, �yk
1

. Òîä³, ñêîðèñòàâøèñü òåîðåìîþ ïðî êîìïàêòí³ñòü, âèâîäè-

ìî, ùî
� �y yk � â C T L([ , ]; ( ))0 2 � , (31)

äå �y — ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (1) çà óìîâ �f , �y0 , �y1 ³ � � 0. Òîä³ ìàº ì³ñöå çá³æí³ñòü

C t x y u C t xk k k� �( , , � ) � ( , )� 0 ñëàáêî â L QT
2 ( ) . (32)

Ä³éñíî, íà îñíîâ³ (17) ³ (31) îòðèìóºìî, ùî

C t x y C t xk k�
( , , � ) ( , )� 0 â L QT

2 ( ).

Òîä³ óíàñë³äîê íåð³âíîñò³ Ãåëüäåðà ìàºìî

| ( , , � ( , )) ( , ) | | � ( ) | ,C t x y t x C t x u x dt dx kk

T

k k

Q

� � � � � � ��
0 0 .

132 ISSN 1019-5262. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2020, òîì 56, ¹ 5



Îòæå, çà ï³äïîñë³äîâí³ñòþ

( ( , , � ( , )) ( , )) � ( ) ,C t x y t x C t x u x kk k k� � � � � �0 0 äëÿ ì.â. ( , )t x .

Çà ëåìîþ Ë³îíñà [5]

( ( , , � ) ( , )) � ,C t x y C t x u kk k k� � � � � �0 0 ñëàáêî â L QT
2 ( ). (33)

Îñê³ëüêè

C t x u kk0 0( , )( � ) ,� � � �� ñëàáêî â L QT
2 ( ), (34)

òî ç³ çá³æíîñòåé (33), (34) îòðèìóºìî çá³æí³ñòü (32). Òîä³

� �z zk � â Ñ T L([ , ]; ( ))0 2 � , � �z zt
k

t� â C T H([ , ]; ( ))0 1� � , (35)

äå �z — ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (11) ç äèôåðåíö³àëüíèì îïåðàòîðîì div( )a 0� ³ ç ïðà-

âîþ ÷àñòèíîþ C t x0 ( , ) � � .

Îòæå,

lim ( � ) lim
| | � ( ) | |

| | � ( ) | |

k

k

k

t
k

H
k

J u
z

z
k

�� ��
! 

��

�

0
01

2

0

2

� � �1

2
2

 

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�
!

| | � | |
| | � | |

z
u

k

Q
k

T

!    �
�

| | � ( ) | |
| | � ( ) | |

| | � | |
| | | |

z
z

zt
H QT

0
01

2

0

2

1

2
2

� � �

�

�
J 0 ( )� . (36)

Ïðîòå îñê³ëüêè �u k òàêà, ùî

inf ( ) ( � )
u

kJ u J uk k� �� ,

òî � �u L2 ( )�

J u J u z y z y z fk kk
t
k k k k k k� �

( � ) ( ) ( ( ( ), ) ( ( ), ) ( , )� � �  0 0
0 1 Q

k
T

g u� ( , ))2 ,

äå { }y y f gk k k k
0 1

, , , — ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (12) ç ôóíêö³ºþ u ; z k — ðîçâ’ÿçîê çà-

äà÷³ (11) äëÿ � �� k ³ ç ïðàâîþ ÷àñòèíîþ C t x y uk k�
( , , ) � ; yk — ðîçâ’ÿçîê çà-

äà÷³ (1) äëÿ � �� k ç â³äïîâ³äíèìè óìîâàìè yk
0

, yk
1

, f k .

Àíàëîã³÷íî äî ïîïåðåäí³õ ì³ðêóâàíü, àëå ç ô³êñîâàíîþ ôóíêö³ºþ u îòðè-

ìóºìî, ùî

{ } { }y y f g y y f gk k k k
0 1 0 1, , , , , ,� ñëàáêî â H L L Q LT0

1 2 2 2( ) ( ) ( ) ( )� � �� � � ,

y yk � â C T L([ , ]; ( ))0 2 � , z zk � â ñåíñ³ (35),

äå z — ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (11) ç äèôåðåíö³àëüíèì îïåðàòîðîì div( )a 0� ³ ç ïðà-

âîþ ÷àñòèíîþ C t x u0 ( , ) � ; y — ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (1) ç äèôåðåíö³àëüíèì îïåðà-

òîðîì div( )a 0� òà â³äïîâ³äíèìè óìîâàìè y0 , f .

Òîä³

lim ( ) ( ( ( ), ) ( ( ), ) ( , ) ( , ))
k

t QJ u z y z y z f g uk

T��
� �   ��

0 00 1
2 0� J u( ). (37)
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Îòæå, � �u L2 ( )�

J J u J u
k

kk0 0( ) lim ( � ) ( )� �� �
��

. (38)

²ç (38) îäåðæóºìî, ùî � � �u 0 ³

� � ��
2

0
2 0 0 0� � �J u( � ), .

ßê ³ ó ïîïåðåäí³õ ì³ðêóâàííÿõ, àëå ç ôóíêö³ºþ u u� � 0 , àíàëîã³÷íî (37) âèâîäèìî

lim ( � ) ( � )
k

J u J uk

��
�� 0 0 0 .

Îòæå,

� ,� � ��
2

0
2 0� � ,

òåîðåìó äîâåäåíî. �

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ó ñòàòò³ ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó ì³í³ìàêñíîãî îö³íþâàííÿ ôóíêö³îíàëó â³ä ðîçâ’ÿç-

êó õâèëüîâîãî ð³âíÿííÿ ç³ øâèäêî êîëèâíèìè êîåô³ö³ºíòàìè òà ç íåâ³äîìèìè

ôóíêö³ÿìè ó ïðàâ³é ÷àñòèí³ ð³âíÿííÿ, ó ïî÷àòêîâ³é óìîâ³ òà ó ñïîñòåðåæåíí³.

Îñê³ëüêè ÷åðåç íàÿâí³ñòü øâèäêî êîëèâíèõ êîåô³ö³ºíò³â ó ð³âíÿíí³ òà ñïîñòå-

ðåæåíí³, à òàêîæ ÷åðåç ñïåöèô³÷íèé âèãëÿä îïåðàòîðà ñïîñòåðåæåííÿ îòðèìà-

òè òî÷íèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ ì³í³ìàêñíîãî îö³íþâàííÿ (1)–(6) íåìîæëèâî, òî

äëÿ çíàõîäæåííÿ íàáëèæåíîãî ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ ì³í³ìàêñíîãî îö³íþâàííÿ çà-

ñòîñîâàíî ï³äõ³ä, îá´ðóíòîâàíèé ó ðîáîò³ [13] äëÿ ïàðàáîë³÷íîãî ð³âíÿííÿ.

Äëÿ öüîãî ï³äõîäó ³ñòîòíî âèêîðèñòàíî òåîð³þ óñåðåäíåííÿ äèôåðåíö³àëüíèõ

îïåðàòîð³â [11]. Ñïåðøó îá´ðóíòîâàíî ³ñíóâàííÿ ì³í³ìàêñíî¿ îö³íêè âèõ³äíî¿

çàäà÷³. Çðåøòîþ áóëî äîâåäåíî, ùî îö³íêà çàäà÷³ ç óñåðåäíåíèìè ïàðàìåòðàìè

º íàáëèæåíîþ îö³íêîþ âèõ³äíî¿ çàäà÷³.

ÑÏÈÑÎÊ Ë²ÒÅÐÀÒÓÐÈ

1. Íàêîíå÷íûé À.Ã. Ìèíèìàêñíîå îöåíèâàíèå ôóíêöèîíàëîâ îò ðåøåíèé âàðèàöèîííûõ óðàâíå-

íèé â ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Êèåâ: ÊÃÓ, 1985. 83 ñ.

2. Êðàñîâñêèé Í.Í. Òåîðèÿ óïðàâëåíèÿ äâèæåíèåì. Ìîñêâà: Íàóêà, 1968. 476 ñ.

3. Ëèîíñ Æ.-Ë. Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ñèñòåìàìè, îïèñûâàåìûìè óðàâíåíèÿìè ñ ÷àñòíûìè

ïðîèçâîäíûìè. Ìîñêâà: Ìèð, 1972. 414 ñ.

4. Ëèîíñ Æ.-Ë. Íåêîòîðûå ìåòîäû ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ êðàåâûõ çàäà÷. Ìîñêâà: Ìèð, 1972. 588 ñ.

5. Nakonechnyi A.G., Podlipenko Yu.K., Zaitsev Yu.A. Minimax prediction estimation of solutions of

initial-boundary-value problems for parabolic equations with discontinuous coefficients based on

imperfect data. Cybernetics and Systems Analysis. 2000. Vol. 36, N 6. P. 845–854.

6. Podlipenko Y., Shestopalov Y. Mixed variational approach to finding guaranteed estimates for

solutions and right-hand sides of the second-order linear elliptic equations under incomplete data.

Minimax Theory and its Applications. 2016. Vol. 01, N 2, P. 197–244.

7. Kapustyan E.A., Nakonechnyj A.G. The minimax problems of pointwise observation for a parabolic

boundary value problem. Journal of Automation and Information Sciences. 2002. Vol. 34, N 5.

P. 52–63.

8. Kapustyan E.A., Nakonechnyj A.G. Optimal bounded control synthesis for a parabolic

boundary-value problem with fast oscillatory coefficients. Journal of Automation and Information

Sciences. 1999. Vol. 31, N 12. P. 33–44.

9. Kapustyan O.V., Kapustyan O.A., Sukretna A.V. Approximate bounded synthesis for one weakly

nonlinear boundary-value problem. Nonlinear Oscillations. 2009. Vol. 12, N 3. P. 297–304.

134 ISSN 1019-5262. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2020, òîì 56, ¹ 5



10. Kapustian O.A., Sobchuk V.V. Approximate homogenized synthesis for distributed optimal control

problem with superposition type cost functional. Statistics, Optimization and Information

Computing. 2018. Vol. 6, N 2. P. 233–239.

11. Æèêîâ Â.Â., Êîçëîâ Ñ.Ì., Îëåéíèê Î.À. Óñðåäíåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ. Ìîñêâà:

Ôèçìàòëèò, 1993. 464 ñ.

12. Áàõâàëîâ Í.Ñ., Ïàíàñåíêî Ã.Ï. Îñðåäíåíèå ïðîöåññîâ â ïåðèîäè÷åñêèõ ñðåäàõ. Ìîñêâà: Íàóêà,

1984. 352 ñ.

13. Êàïóñòÿí Î.À., Íàêîíå÷íèé Î.Ã. Íàáëèæåíå ì³í³ìàêñíå îö³íþâàííÿ ôóíêö³îíàë³â â³ä ðîçâ’ÿç-

êó ïàðàáîë³÷íî¿ çàäà÷³ ç³ øâèäêî êîëèâíèìè êîåô³ö³ºíòàìè ïðè íåë³í³éíèõ ñïîñòåðåæåííÿõ.

Ñèñòåìí³ äîñë³äæåííÿ òà ³íôîðìàö³éí³ òåõíîëîã³¿. 2019. ¹ 2. Ñ. 94–104.

14. Denkiwski Z., Mortola S. Asymptotic behavior of optimal solutions to control problems for systems

described by differential inclusions corresponding to partial differential equations. Journal of

Optimization Theory and Applications. 1993. Vol. 78. P. 365–391.

Íàä³éøëà äî ðåäàêö³¿ 15.01.2020

Å.À. Êàïóñòÿí, À.Ã. Íàêîíå÷íûé
ÏÐÈÁËÈÆÅÍÍÎÅ ÌÈÍÈÌÀÊÑÍÎÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÎÂ ÎÒ ÐÅØÅÍÈÉ
ÂÎËÍÎÂÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÏÐÈ ÍÅËÈÍÅÉÍÎÌ ÍÀÁËÞÄÅÍÈÈ

Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåíà çàäà÷à ìèíèìàêíîãî îöåíèâàíèÿ ôóíêöèîíàëà îò
ðåøåíèÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñ áûñòðî êîëåáëþùèìèñÿ êîýôôèöèåíòàìè è
ïðè óñëîâèè, ÷òî íàáëþäåíèå ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíûì (èìååò îïåðàòîð òèïà
ñóïåðïîçèöèè). Ïðè çíà÷åíèè ìàëîãî ïàðàìåòðà � � 0 ñóùåñòâîâàíèå ðåøå-
íèÿ èñõîäíîé çàäà÷è óñòàíàâëèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ òðàäèöèîííîãî ìèíèìàê-
ñíîãî ïîäõîäà. Ïåðåõîä ê çàäà÷å ñ óñðåäíåííûìè ïàðàìåòðàìè ïîçâîëÿåò
îñâîáîäèòüñÿ îò íåëèíåéíîñòè â íàáëþäåíèè. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáî-
òû — ýòî äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ìèíèìàêñíàÿ îöåíêà çàäà÷è ñ óñðåäíåí-
íûìè êîýôôèöèåíòàìè ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåííîé ìèíèìàêñíîé îöåíêîé èñ-
õîäíîé çàäà÷è.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìèíèìàêñíîå îöåíèâàíèå, âîëíîâîå óðàâíåíèå, áûñòðî
êîëåáëþùèåñÿ êîýôôèöèåíòû, óñðåäíåííàÿ çàäà÷à, íåîïðåäåëåííîñòü, ïðè-
áëèæåííàÿ îöåíêà.

O.A. Kapustian, O.G. Nakonechnyi
APPROXIMATE MINIMAX ESTIMATION OF FUNCTIONALS OF SOLUTIONS
TO THE WAVE EQUATION UNDER NONLINEAR OBSERVATIONS

Abstract. The paper deals with the problem of minimax estimation of
a functional of the solution to the wave equation with rapidly oscillating
coefficients. The observation (output signal) is nonlinear (has the operator of
superposition type). For the small parameter � � 0, the existence of the solution
of original problem is proved using the traditional minimax approach. Transition
to homogenized parameter problem allows us to remove the nonlinearity in the
observation. The main result of the paper is to prove that the estimate of the
problem with homogenized parameters is an approximate minimax estimate of
the original problem.

Keywords: minimax estimation, wave equation, rapidly oscillating coefficients,
homogenized problem, uncertainty, approximate estimate.
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