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íî-äèàãîíàëüíîé ñòðóêòóðû ñ îêàéìëåíèåì íà ãèáðèäíûõ êîìïüþòåðàõ
ñ ãðàôè÷åñêèìè ïðîöåññîðàìè. Ïîëó÷åíû êîýôôèöèåíòû ýôôåêòèâíîñòè àë-
ãîðèòìà. Ïðîâåäåíà àïðîáàöèÿ ðàçðàáîòàííîãî àëãîðèòìà íà òåñòîâûõ è
ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ.
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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ðàçëè÷íûõ îáúåêòîâ â îáëàñòÿõ íàóêè è òåõíè-

êè, ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, à òàêæå ÿâëåíèé ïðèðîäû âî ìíîãèõ

ñëó÷àÿõ ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ àëãåáðàè÷åñêîé ïðîáëåìû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

(ÀÏÑÇ) [1]. Ïðè ýòîì æåëàíèå ïîëó÷àòü áîëåå äîñòîâåðíûå ðåçóëüòàòû ðàñ÷åò-

íûõ çàäà÷ ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ðåøåíèÿ ÀÏÑÇ äëÿ ìàòðèö áîëüøèõ ïî-

ðÿäêîâ. (Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðàñïðîñòðàíåíû çàäà÷è ñ ïîðÿäêîì ìàòðèöû â íå-

ñêîëüêî äåñÿòêîâ ìèëëèîíîâ.) Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ïðè äèñêðåòèçàöèè êðàå-

âûõ çàäà÷ ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ èëè êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé âîçíèêàþò

ñèììåòðè÷íûå ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííûå ðàçðåæåííûå ìàòðèöû, ñòðóêòóðà

êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ íóìåðàöèåé íåèçâåñòíûõ çàäà÷ è ÷àñòî ìîæåò áûòü ëåí-

òî÷íîé, ïðîôèëüíîé, áëî÷íî-äèàãîíàëüíîé ñ îêàéìëåíèåì è ò.ï. [2].

Äëÿ ýôôåêòèâíîãî ðåøåíèÿ âîçíèêàþùèõ ÀÏÑÇ áîëüøèõ îáúåìîâ íåîáõî-

äèìî ïðèìåíÿòü ñîâðåìåííûå ñóïåðêîìïüþòåðû è ñîçäàâàòü àëãîðèòìû, ó÷èòû-

âàþùèå ñïåöèôèêó ðàçðåæåííîñòè ìàòðèö, à òàêæå àðõèòåêòóðíûå è òåõíîëîãè-

÷åñêèå îñîáåííîñòè êîìïüþòåðîâ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ òàêèìè êîìïüþòåðàìè ÿâ-

ëÿþòñÿ ñóïåðêîìïüþòåðû ðàçëè÷íûõ ïàðàëëåëüíûõ àðõèòåêòóð. Ñðåäè íèõ

îñîáåííî ïåðñïåêòèâíû ãèáðèäíûå àðõèòåêòóðû — ìíîãîÿäåðíûå êîìïüþòåðû

MIMD-àðõèòåêòóðû ñ ñîïðîöåññîðàìè-óñêîðèòåëÿìè (çà÷àñòóþ ãðàôè÷åñêèìè)

SIMD-àðõèòåêòóðû [3].

ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÈ ÃÈÁÐÈÄÍÛÕ ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÂ È ÁÈÁËÈÎÒÅÊ ÏÐÎÃÐÀÌÌ ÄËß ÍÈÕ

Ïðè ñîçäàíèè ýôôåêòèâíûõ ãèáðèäíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ MIMD-êîìïüþòåðîâ

ñ ãðàôè÷åñêèìè ïðîöåññîðàìè íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü îñîáåííîñòè èõ ñëîæíîé

àðõèòåêòóðû. Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ ãèáðèäíûé êîìïüþòåð, àðõèòåêòóðà êîòî-

ðîãî ñîñòîèò èç ìíîãîÿäåðíîãî MIMD-êîìïüþòåðà (CPU) ñ òîïîëîãèåé êîì-

ìóíèêàöèé ìåæäó ïðîöåññîðàìè «ãèïåðêóá» è ãðàôè÷åñêèõ SIMD-ïðîöåññîðîâ

(GPU). Êàæäûé èç p âû÷èñëèòåëüíûõ ïðîöåññîâ íà ÿäðàõ CPU ñ ëîãè÷åñêèìè

íîìåðàìè i � 0 1 2, , ,� âçàèìîäåéñòâóåò ñ îäíèì ïðîöåññîðîì GPU, èìåþùèì

òàêîé æå íîìåð. Ýòà àðõèòåêòóðà ÷àñòî îáîçíà÷àåòñÿ p pCPU GPU� .

Âû÷èñëèòåëüíûå óçëû CPU îáúåäèíåíû íåêîòîðîé êîììóíèêàöèîííîé ñðå-

äîé, è äîñòóï ê äàííûì, êîòîðûå ðàçìåùåíû â ïàìÿòè äðóãèõ óçëîâ, âûïîëíÿåò-
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ñÿ äîëüøå. Óçëû CPU è GPU èìåþò îòäåëüíóþ ïàìÿòü, ïîýòîìó äàííûå, ñ êîòî-

ðûìè ïðèõîäèòñÿ îïåðèðîâàòü íà ãðàôè÷åñêèõ ïðîöåññîðàõ, íåîáõîäèìî ÿâíûì

îáðàçîì êîïèðîâàòü èç ïàìÿòè CPU â ïàìÿòü GPU è îáðàòíî. Ñëåäîâàòåëüíî, îá-

úåì âû÷èñëåíèé íà GPU äîëæåí çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàòü îáúåìû òðåáóåìûõ äàí-

íûõ, êîòîðûå íóæíî ïåðåñûëàòü ìåæäó CPU è GPU, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

âû÷èñëåíèÿ íà GPU íå ïåðåêðîþò íàêëàäíûõ ðàñõîäîâ íà ïåðåñûëêó [3].

Îäíîâðåìåííûì âûïîëíåíèåì ìíîæåñòâà ïîòîêîâ íà GPU îáåñïå÷èâàåòñÿ

ìàññîâûé ïàðàëëåëèçì âû÷èñëåíèé ñ ïîìîùüþ òåõíîëîãèè CUDA [3]. Íàïðèìåð,

êàæäîìó ïîòîêó ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå îäèí ýëåìåíò ìàòðèöû èëè êîìïîíåíòà

âåêòîðà. Ýôôåêòèâíîñòü ðåøåíèÿ áîëüøèíñòâà çàäà÷ ëèíåéíîé àëãåáðû âî ìíîãîì

çàâèñèò îò ýôôåêòèâíîãî âûïîëíåíèÿ ìàòðè÷íî-ìàòðè÷íûõ è ìàòðè÷íî-âåêòîðíûõ

îïåðàöèé, à òàêæå ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ).

Ïîýòîìó äëÿ âûïîëíåíèÿ ýòèõ îïåðàöèé öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü GPU, èõ

ìàêñèìàëüíàÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü äîñòèãàåòñÿ ïðè âûïîëíåíèè îäíîòèïíûõ ìàòå-

ìàòè÷åñêèõ îïåðàöèé íàä áîëüøèìè îáúåìàìè äàííûõ â óñëîâèÿõ ïîëíîé çàãðóç-

êè êàæäîãî âû÷èñëèòåëüíîãî óñòðîéñòâà.

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ áîëüøîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ñîçäàíèþ ïðèêëàäíîãî ïðî-

ãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ëèíåéíîé àëãåáðû. Íàèáîëåå èçâåñ-

òíûå áèáëèîòåêè àëãîðèòìîâ è ïðîãðàìì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ëèíåéíîé àëãåáðû

íà êîìïüþòåðàõ ðàçëè÷íûõ ïàðàëëåëüíûõ àðõèòåêòóð ðàçðàáàòûâàþòñÿ ïîä ðó-

êîâîäñòâîì ïðîôåññîðà Äîíãàððû èç Èíñòèòóòà êîìïüþòåðíûõ íàóê óíèâåðñèòå-

òà Òåííåññè, ÑØÀ. Òàê, íà îñíîâå áèáëèîòåêè ìàòðè÷íî-âåêòîðíûõ îïåðàöèé

BLAS è áèáëèîòåêè ïðîãðàìì ïîñëåäîâàòåëüíûõ áëî÷íûõ àëãîðèòìîâ ïðÿìûõ

ìåòîäîâ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ëèíåéíîé àëãåáðû ñ ïëîòíûìè è ëåíòî÷íûìè ìàòðè-

öàìè LAPACK [4] ðàçðàáîòàíî ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå äëÿ ðàçëè÷íûõ ïàðàë-

ëåëüíûõ àðõèòåêòóð, â ÷àñòíîñòè, äëÿ MIMD-êîìïüþòåðîâ ñîçäàíà áèáëèîòåêà

ïðîãðàìì ScaLAPACK [4].

Íà îñíîâå áèáëèîòåêè BLAS ñîòðóäíèêè ôèðìû NVIDIA ñîçäàëè áèáëèîòåêó

ïðîãðàìì CUBLAS [5] äëÿ ïëàòôîðìû NVIDIA®CUDA™, à äëÿ ðàçðåæåííûõ

ìàòðèö — àíàëîãè÷íóþ áèáëèîòåêó ïðîãðàìì CUSPARSE [6]. Ýòè áèáëèîòåêè

øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ ïðè ðàçðàáîòêå ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ äëÿ ïàðàëëåëü-

íûõ êîìïüþòåðîâ ñ ãðàôè÷åñêèìè ïðîöåññîðàìè. Íàïðèìåð, ïîä ðóêîâîäñòâîì

ïðîôåññîðà Äîíãàððû ðàçðàáîòàíà âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíàÿ áèáëèîòåêà ïðîãðàìì

MAGMA (Matrix Algebra for GPU and Multicore Architectures ) [7], â êîòîðîé ïðåä-

ñòàâëåíû ïëèòî÷íûå àëãîðèòìû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ëèíåéíîé àëãåáðû — àíàëîãè

áëî÷íûõ àëãîðèòìîâ èç LAPACK. Âûñîêàÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷

ïðè èñïîëüçîâàíèè MAGMA îáåñïå÷èâàåòñÿ çà ñ÷åò àâòîìàòè÷åñêîãî âûáîðà

îïòèìàëüíîãî ðàçìåðà áëîêà ìàòðèö íà GPU äëÿ ìàêñèìàëüíîãî èõ çàïîëíåíèÿ,

îðèãèíàëüíîé ïåðåäà÷è äàííûõ íà GPU ñ ïåðåêðûòèÿìè âû÷èñëåíèé íà CPU.

Íà îñíîâàíèè áèáëèîòåê BLAS è LAPACK ñîçäàíû äëÿ ìíîãîÿäåðíûõ êîì-

ïüþòåðîâ ñ îáùåé ïàìÿòüþ áèáëèîòåêè ïðîãðàìì Core Math Library AMD (îïòè-

ìèçèðîâàíà ïîä ïðîöåññîðû êîìïàíèè AMD) [8] è Intel Math Kernel Library

(îïòèìèçèðîâàíà ïîä ïðîöåññîðû êîìïàíèè Intel) [9].

Òàêæå îòìåòèì ïàðàëëåëüíóþ áèáëèîòåêó ïðîãðàìì SLEPc (Scalable Library

for Eigenvalue Problem Computations) [10], ïðåäíàçíà÷åííóþ äëÿ ðåøåíèÿ ÀÏÑÇ

ñ áîëüøèìè ðàçðåæåííûìè ìàòðèöàìè, è îñîáåííî áèáëèîòåêó ïðîãðàìì LIS

(Library of Iterative Solvers) [11], êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ðåøàòü ÀÏÑÇ èòåðàöèîííû-

ìè ìåòîäàìè ñ ìàòðèöàìè ðàçëè÷íûõ ôîðìàòîâ íà ïàðàëëåëüíûõ êîìïüþòåðàõ

ñ èñïîëüçîâàíèåì àðèôìåòèêè ðàñøèðåííîé ðàçðÿäíîñòè.
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Â Èíñòèòóòå êèáåðíåòèêè èì. Â.Ì. Ãëóøêîâà ÍÀÍ Óêðàèíû òàêæå ïðîâî-

äÿòñÿ èññëåäîâàíèÿ ïî ñîçäàíèþ ÷èñëåííîãî ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ äëÿ ðå-

øåíèÿ çàäà÷ ëèíåéíîé àëãåáðû äëÿ ðàçëè÷íûõ ïàðàëëåëüíûõ êîìïüþòåðíûõ àð-

õèòåêòóð è ñòðóêòóð ìàòðèö [12–15]. Ïðè ýòîì ðåàëèçóþòñÿ òàêèå ïðèíöèïû ðàç-

ðàáîòêè ïàðàëëåëüíûõ ïðîãðàìì: èññëåäîâàíèå ñîîòâåòñòâèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ

ñâîéñòâ çàäà÷è ñ ïðèáëèæåííûìè äàííûìè âûáðàííîìó ïàðàëëåëüíîìó àëãîðèò-

ìó ðåøåíèÿ; ïîñòðîåíèå ýôôåêòèâíîé êîìïüþòåðíîé òîïîëîãèè èç îïòèìàëüíî-

ãî êîëè÷åñòâà êîìïüþòåðíûõ óñòðîéñòâ; ýôôåêòèâíûå ñïîñîáû ðàñïàðàëëåëèâà-

íèÿ äàííûõ; ðåøåíèå çàäà÷è ñ àíàëèçîì äîñòîâåðíîñòè êîìïüþòåðíûõ ðåçóëüòà-

òîâ [12]. Â ðàáîòàõ [16–19] îïèñàíî ïðèìåíåíèå ñîçäàííîãî ÷èñëåííîãî

ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ

óðàâíåíèé â ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ïðèêëàäíûõ çàäà÷ äëÿ ýëåêòðîñâàð-

êè è ãðàæäàíñêîãî ñòðîèòåëüñòâà íà êîìïüþòåðàõ ðàçëè÷íîé ïàðàëëåëüíîé

àðõèòåêòóðû.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ãèáðèäíûé àëãîðèòì ìåòîäà èòåðàöèé íà

ïîäïðîñòðàíñòâå ðåøåíèÿ ÷àñòè÷íîé îáîáùåííîé ïðîáëåìû ñîáñòâåííûõ çíà÷å-

íèé ñèììåòðè÷íûõ ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííûõ ðàçðåæåííûõ ìàòðèö

áëî÷íî-äèàãîíàëüíîé ñòðóêòóðû ñ îêàéìëåíèåì.

ÃÈÁÐÈÄÍÛÉ ÀËÃÎÐÈÒÌ ÌÅÒÎÄÀ ÈÒÅÐÀÖÈÉ ÍÀ ÏÎÄÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ìåòîä ðåøåíèÿ. Ðàññìîòðèì ðåøåíèå ÷àñòè÷íîé îáîá-

ùåííîé ïðîáëåìû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

Ax Bx� � , (1)

ãäå A, B — ñèììåòðè÷íûå ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííûå ðàçðåæåííûå áëî÷-

íî-äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû ñ îêàéìëåíèåì ïîðÿäêà n . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èñ-

õîäíóþ ìàòðèöó èçíà÷àëüíî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â áëî÷íî-äèàãîíàëüíîì âèäå

ñ îêàéìëåíèåì (â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé èëè êî-

íå÷íûõ ýëåìåíòîâ) èëè ïîëó÷èòü ïîñëå ñòðóêòóðíîé ðåãóëÿðèçàöèè, èñïîëüçî-

âàâ, íàïðèìåð, ìåòîä ïàðàëëåëüíûõ ñå÷åíèé [12]. Îòìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå

ðåàëèçóþòñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäîáèÿ, ïîýòîìó ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ èñõîä-

íîé è ïðåîáðàçîâàííîé ìàòðèö ñîâïàäàþò.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ r ìèíèìàëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì

ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ çàäà÷è (1) ïðèìåíèì ìåòîä èòåðàöèé íà ïîäïðîñòðàíñòâå, ÿâ-

ëÿþùèéñÿ îáîáùåíèåì ìåòîäà îáðàòíûõ èòåðàöèé è çàêëþ÷àþùèéñÿ â ïîñòðîå-

íèè äëÿ çàäà÷è (1) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîäïðîñòðàíñòâ Et ( , , ... )t �1 2 , êîòîðàÿ

ñõîäèòñÿ ê ïîäïðîñòðàíñòâó E� , ñîäåðæàùåìó èñêîìûå ñîáñòâåííûå âåêòî-

ðû [12]. Íà t-é èòåðàöèè âû÷èñëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûé áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà Et è,

åñëè äîñòèãíóòà òðåáóåìàÿ òî÷íîñòü ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ, îïðåäåëÿþòñÿ èñêî-

ìûå ñîáñòâåííûå ïàðû. Òàêèì îáðàçîì, ðåàëèçàöèÿ ìåòîäà èòåðàöèé íà ïîäïðîñ-

òðàíñòâå ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ äëÿ t � �1 2, , ñëåäóþùèõ ïîäçàäà÷ [14]:

— ðåøåíèå ÑËÀÓ

AX Yt t� �1; (2)

— âû÷èñëåíèå ïðÿìîóãîëüíîé ìàòðèöû

W BXt t� ; (3)

— íàõîæäåíèå ïðîåêöèé ìàòðèö À è B íà ïîäïðîñòðàíñòâî Et

A X Y X AXt t t t t� ��
T T

1 , B X W X BXt t t t t� �T T ; (4)
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— ðåøåíèå ïîëíîé ïðîáëåìû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé äëÿ ïðîåêöèé

A Z B Zt t t t t� � ; (5)

— âû÷èñëåíèå ïðèáëèæåíèÿ

Y W Zt t t� . (6)

Åñëè ïîñëå k-é èòåðàöèè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ îêîí÷àíèÿ èòåðàöèîííîãî ïðî-

öåññà, íàïðèìåð
� �

�
�i

c
i
c

i
t

( ) ( )

( )

�
	

�1

, òî ïðîâîäèòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ èòåðàöèÿ è â êà-

÷åñòâå ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé çàäà÷è (1) ïîëàãàþòñÿ � �i i
c* ( )� �1 ( , , , )i r� �1 2 ,

à òàêæå ïåðâûå r ñòîëáöîâ ìàòðèöû X X Zc c



� �� 1 1 (èìååòñÿ â âèäó, ÷òî ñîáñòâåí-

íûå çíà÷åíèÿ óïîðÿäî÷åíû ïî âîçðàñòàíèþ 0 1 2� 	 	 	 	� � �� �r ).

Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ñõîäèòñÿ ëèíåéíî, ïðè÷åì ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè � i

îïðåäåëÿåòñÿ îòíîøåíèåì � �q / 1, ãäå q — ðàçìåðíîñòü èòåðèðóåìîãî ïîäïðîñ-

òðàíñòâà Et [12]. Â ïîñëåäîâàòåëüíûõ ðåàëèçàöèÿõ àëãîðèòìà ðåêîìåíäóåòñÿ âû-

áèðàòü q r r� �min ( , )2 8 . Çàìåòèì, ÷òî ðåøåíèå ÑËÀÓ (2) íà êàæäîé èòåðàöèè

âûïîëíÿåòñÿ ñ îäíîé è òîé æå ìàòðèöåé A, ïîëó÷åííîé â ðåçóëüòàòå òðåóãîëüíî-

ãî ðàçëîæåíèÿ (íàïðèìåð, LLT ) äî íà÷àëà èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà.

Îñíîâíûå ýòàïû ãèáðèäíîãî àëãîðèòìà ìåòîäà èòåðàöèè íà ïîäïðîñò-
ðàíñòâå. Íà îñíîâå ïðîâåäåííîãî àíàëèçà àðõèòåêòóðíûõ è òåõíîëîãè÷åñêèõ

îñîáåííîñòåé ãèáðèäíîãî êîìïüþòåðà ýòàïû ðåøåíèÿ ÷àñòè÷íîé ÀÏÑÇ (1) ãèá-

ðèäíûì àëãîðèòìîì ìåòîäà èòåðàöèé íà ïîäïðîñòðàíñòâå ìîæíî ðàçäåëèòü íà

÷åòûðå ïîäçàäà÷è (ðàçëè÷íîé âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè).

1. Ôîðìèðîâàíèå ðàñïðåäåëåííîé ìåæäó ïðîöåññàìè ìàòðèöû Y0 íà÷àëü-

íûõ èòåðèðóåìûõ âåêòîðîâ òàêèõ, ÷òîáû ìàòðèöà B1 èç (4) áûëà ïîëîæèòåëü-

íî-îïðåäåëåííîé. Ýòà îïåðàöèÿ âûïîëíÿåòñÿ íà CPU, ïðè÷åì áåç îáìåíîâ äàí-

íûìè ìåæäó ïðîöåññàìè ñ èñïîëüçîâàíèåì, íàïðèìåð, ïðåäëîæåííîãî â [12]

ïàðàëëåëüíîãî àëãîðèòìà.

2. Ïðîâåäåíèå LLT -ôàêòîðèçàöèè ðàçðåæåííîé ñèììåòðè÷íîé ïîëîæèòåëü-

íî-îïðåäåëåííîé ìàòðèöû A (íà CPU è GPU) c èñïîëüçîâàíèåì, íàïðèìåð, ãèá-

ðèäíîãî àëãîðèòìà äëÿ ñëó÷àÿ ëåíòî÷íîé ìàòðèöû [13].

3. Âûïîëíåíèå èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà (2)–(6), â êîòîðîì äëÿ êàæäîãî

t � �1 2, , âû÷èñëåíèÿ ðàñïðåäåëÿþòñÿ ìåæäó ïðîöåññîðíûìè óñòðîéñòâàìè ñëå-

äóþùèì îáðàçîì:

— äëÿ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ (2) èñïîëüçóåòñÿ ïîëó÷åííîå ðàíåå LLT -ðàçëîæåíèå

ìàòðèöû A, ò.å. ðåøàþòñÿ ñèñòåìû ñ òðåóãîëüíûìè ìàòðèöàìè LV Yt� �1 è

L X Vt
T � ;

— âû÷èñëåíèå (3) ïðÿìîóãîëüíîé ìàòðèöû W BXt t� â çàâèñèìîñòè îò

ñòðóêòóðû (ðàçðåæåííàÿ èëè äèàãîíàëüíàÿ) ìàòðèöû B, ðàçìåðíîñòè èòåðèðóå-

ìîãî ïîäïðîñòðàíñòâà, êîëè÷åñòâà èñïîëüçóåìûõ GPU è îáúåìà èõ ïàìÿòè âû-

ïîëíÿåòñÿ ëèáî íà CPU, ëèáî íà CPU è GPU, ëèáî òîëüêî íà GPU;

— âû÷èñëåíèÿ (4) ïðîèçâåäåíèé ïðÿìîóãîëüíûõ ìàòðèö äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ

ïðîåêöèé ìàòðèö A è B íà ïîäïðîñòðàíñòâî âûïîëíÿþòñÿ íà GPU, à ñáîðêà ìàò-

ðèö ïðîåêöèé (ïðè èñïîëüçîâàíèè áîëåå îäíîãî GPU) ïðîâîäèòñÿ êàæäûì ïðî-

öåññîì íà CPU. Òàêîé ïîäõîä ñóùåñòâåííî ñîêðàùàåò îáúåì äàííûõ, êîòîðûìè

îáìåíèâàþòñÿ CPU è GPU. Êðîìå òîãî, âû÷èñëåíèå ïðîèçâåäåíèé ïðÿìîóãîëü-

íûõ ìàòðèö íà GPU ìîæíî âûïîëíÿòü àñèíõðîííî ñ äðóãèìè âû÷èñëèòåëüíûìè

îïåðàöèÿìè èëè îáìåíàìè;
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— äëÿ ðåøåíèÿ ïîëíîé îáîáùåííîé ÀÏÑÇ (5) ñ ó÷åòîì ñðàâíèòåëüíî íå-

áîëüøîãî ïîðÿäêà ìàòðèö ïðîåêöèé èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ßêîáè. Çàäà÷à ðåøàåòñÿ

êàæäûì ïðîöåññîì íà CPU, è â òàêîì ñëó÷àå íå òðåáóþòñÿ îáìåíû äàííûìè

ìåæäó âû÷èñëèòåëüíûìè óñòðîéñòâàìè;

— ïðîâåðêà óñëîâèé îêîí÷àíèÿ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà âûïîëíÿåòñÿ êàæ-

äûì ïðîöåññîì íà CPU;

— âû÷èñëåíèå (6) íîâîé ìàòðèöû èòåðèðóåìûõ âåêòîðîâ Yt (èëè ìàòðèöû

ïðèáëèæåííûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ X 
 ) âûïîëíÿåòñÿ íà GPU â ñîîòâåòñòâèè

ñ ðàñïðåäåëåíèåì äàííûõ (âû÷èñëÿåòñÿ ïîäìàòðèöà ìàòðèöû Yt èëè X *), ïðè

ýòîì íåò íåîáõîäèìîñòè â îáìåíàõ äàííûìè ìåæäó ïðîöåññîðíûìè

óñòðîéñòâàìè.

4. Èññëåäîâàíèå äîñòîâåðíîñòè ðåçóëüòàòîâ — âû÷èñëåíèå îöåíîê ïîãðåø-

íîñòè ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [12]). Äëÿ îïðåäåëåíèÿ îöåíîê îòíî-

ñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåííûõ ïðèáëèæåíèé ê ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì

âûïîëíÿþòñÿ îïåðàöèè, àíàëîãè÷íûå âûïîëíÿåìûì â èòåðàöèîííîì ïðîöåññå.

Äëÿ ðåàëèçàöèè ýòèõ îïåðàöèé èñïîëüçóþòñÿ òå æå ãèáðèäíûå àëãîðèòìû, ÷òî

è â èòåðàöèîííîì ïðîöåññå.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ ÷àñòè÷íîé ÀÏÑÇ íóæíî ïðîâîäèòü îòäåëüíîå èññëå-

äîâàíèå. Ïîëó÷èâ ðåøåíèå, ñëåäóåò óáåäèòüñÿ, ÷òî íàéäåíû âñå íåîáõîäèìûå ñîá-

ñòâåííûå çíà÷åíèÿ (è ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå âåêòîðû). Íàïðèìåð, ïðè âû-

÷èñëåíèè m ìèíèìàëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìîæåò âîçíèêíóòü ñèòóàöèÿ, êîãäà

âìåñòî îäíîãî èç íèõ âû÷èñëåíî ( )m �1 -å ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå. Â ÷àñòíîñòè, ïî-

äîáíûå ñèòóàöèè ìîãóò âîçíèêàòü, åñëè íà÷àëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî E0 îêàæåòñÿ

B-îðòîãîíàëüíûì ïî êðàéíåé ìåðå ê îäíîìó èç èñêîìûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ.

Óñòàíîâèòü, êîãäà ââèäó îðòîãîíàëüíîñòè ê èñõîäíîìó ïîäïðîñòðàíñòâó íå íàéäåíà

îäíà (èëè áîëåå) èç èñêîìûõ ñîáñòâåííûõ ïàð, ìîæíî, èñïîëüçîâàâ ñâîéñòâî ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè Øòóðìà ìàòðèöû À B� � [20]. Ïîñêîëüêó ìàòðèöà À B� � çíàêîíåîï-

ðåäåëåííàÿ, äëÿ îáåñïå÷åíèÿ óñòîé÷èâîñòè ïðè LDLT -ðàçëîæåíèè ñäâèã � âûáèðà-

åòñÿ á�ëüøèì ìàêñèìàëüíîãî èç èñïûòûâàåìûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé c ó÷åòîì

êðàòíîñòè èëè ïàòîëîãè÷åñêîé áëèçîñòè â ïðåäåëàõ òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé, íàïðèìåð

� � 1.001� m .

Êàê âèäíî èç îïèñàííîãî àëãîðèòìà, íàèáîëüøóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæ-

íîñòü èìååò ðàçëîæåíèå áëî÷íî-äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû ñ îêàéìëåíèåì. Ðàññìîò-

ðèì ïîäðîáíåå ïðåäñòàâëåíèå ìàòðèöû è àëãîðèòì LLT -ôàêòîðèçàöèè (ãèáðèä-

íûé àëãîðèòì LDLT -ôàêòîðèçàöèè ïðèíöèïèàëüíî îò íåãî íå îòëè÷àåòñÿ, ðàçëè-

÷èå çàêëþ÷àåòñÿ ëèøü â íåêîòîðûõ äåòàëÿõ).

Ñõåìà ðàñïðåäåëåíèÿ ìàòðèö ìåæäó ïðîöåññîðíûìè óñòðîéñòâàìè.
Áëî÷íî-äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó ñ îêàéìëåíèåì ìîæíî ïðåäñòàâèòü â òàêîì âèäå:

A P AP

D C

D C

D C

D

p

p

p

p

� �T ~

11 1

22 2

33 3

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

�

�

�

� � � � � �

� � � �

�

�



�
�
�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�
�
�

1 1 1

1 2 3 1

p p p

p p p pp pp

C

C C C C D�

, (7)

ãäå P — ìàòðèöà ïåðåñòàíîâîê, à áëîêè Dii , Cip è C pi ñîõðàíÿþò ðàçðåæåí-

íóþ ñòðóêòóðó, ð — êîëè÷åñòâî äèàãîíàëüíûõ áëîêîâ, ð � 3.

Áëàãîäàðÿ òàêîé ñòðóêòóðå ðàçðåæåííîé ìàòðèöû, ìîæíî ýôôåêòèâíî ïðî-

âîäèòü ïàðàëëåëüíóþ íåçàâèñèìóþ îáðàáîòêó áëîêîâ Di , Ci , i p� �1 1, , è ïðè
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ýòîì èçìåíÿòü ïîðÿäêè è êîëè÷åñòâî áëîêîâ â ðàçáèåíèè, ÷òî ñïîñîáñòâóò ãèá-

êîìó óïðàâëåíèþ íàãðóçêîé íà âû÷èñëèòåëüíûå óñòðîéñòâà. Çàìåòèì, ÷òî íàè-

áîëüøàÿ ýôôåêòèâíîñòü ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ äîñòèãàåòñÿ, åñëè ïîðÿäîê ïîñëåäíå-

ãî äèàãîíàëüíîãî áëîêà íàìíîãî ìåíüøå, ÷åì ïîðÿäêè äðóãèõ äèàãîíàëüíûõ áëî-

êîâ. Êðîìå òîãî, òàêàÿ áëî÷íàÿ ñòðóêòóðà ïîçâîëÿåò ðàáîòàòü ñ íåðàçðûâíûìè

ìàññèâàìè äàííûõ íà GPU, ÷òî óìåíüøàåò êîëè÷åñòâî èíäåêñíûõ îïåðàöèé è

ïðîâåðîê, êîòîðûå íà ãðàôè÷åñêîì óñêîðèòåëå äîñòàòî÷íî çàòðàòíû.

Ó÷èòûâàÿ ñòðóêòóðó ìàòðèöû, öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü áëî÷íîå ðàñïðå-

äåëåíèå äàííûõ. Ïðè÷åì êîëè÷åñòâî áëîêîâ ñëåäóåò âûáèðàòü â çàâèñèìîñòè îò

êîëè÷åñòâà ïðîöåññîðîâ, çàäåéñòâîâàííûõ â ðàñ÷åòàõ.

Ðàñïàðàëëåëèâàíèå äàííûõ è âû÷èñëåíèé íà îòäåëüíûå ïðîöåññû CPU âû-

ïîëíÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ MPI [12].

Ìåëêîïëèòî÷íûé ãèáðèäíûé àëãîðèòì LL
T -ðàçëîæåíèÿ áëî÷íî-äèàãî-

íàëüíîé ìàòðèöû ñ îêàéìëåíèåì. Ðàññìîòðèì ìåëêîïëèòî÷íûé ãèáðèäíûé

àëãîðèòì ôàêòîðèçàöèè ðàçðåæåííîé áëî÷íî-äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû À ñ îêàé-

ìëåíèåì, êîòîðûé èñïîëüçóåòñÿ â ãèáðèäíîì àëãîðèòìå ìåòîäà èòåðàöèé íà ïîä-

ïðîñòðàíñòâî. Äàííûé àëãîðèòì õîðîøî ó÷èòûâàåò ïðîôèëüíóþ ñòðóêòóðó äèà-

ãîíàëüíûõ áëîêîâ è áëîêîâ îêàéìëåíèÿ.

Ðàçîáüåì ìàòðèöó À íà áëîêè ðàçìåðîì h h� . Äàëåå äëÿ ôàêòîðèçàöèè áëî÷-

íî-äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû ïðèìåíèì àëãîðèòì, ïðåäëîæåííûé â [20] äëÿ

ïëîòíûõ ìàòðèö.

Äëÿ ôàêòîðèçàöèè ìàòðèöû íà k-ì øàãå èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùåå ñîîòíîøå-

íèå:

A
A A

A A

L

L L

L Lk �
�


��

�

�
�� �

�


��

�

�
��

11 12

21 22

11

21 22

11 21
0

T T

0
22

LT

�



�
�

�

�

�
�
, (8)

ãäå ó áëîêà A11 ðàçìåð h h� , ó áëîêà A21 ðàçìåð ( )n kh h� � , ó áëîêà A22 ðàç-

ìåð ( ) ( )n kh n kh� � � , ïðè ýòîì áëîêè A11, A21 è A22 ñîîòâåòñòâóþò ñòðóêòóðå

áëîêîâ Dii , C pi è D pp . Îòñþäà ïîëó÷àåì àëãîðèòì, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ïðî-

âîäèòñÿ ðàçëîæåíèå íà k-ì øàãå:

A L L11 11 11
� 
 T , (9)

L A L21 21 11
1� 
 �( )T , (10)

~
A A L L22 22 21 21

� 
 T . (11)

Îòìåòèì, ÷òî ðåàëèçàöèÿ (9)–(11) íà êàæäîì øàãå ìîäèôèöèðóåò áëîêè Dii ,

C pi , i p� �1 1, , è D pp . Àíàëîãè÷íî îïåðàöèè (10) è (11) âûïîëíÿþòñÿ ëèøü ñ íå-

íóëåâûìè áëîêàìè ïîäìàòðèöû A21. Ïîýòîìó â ñëó÷àå áëî÷íî-äèàãîíàëüíîé

ìàòðèöû ñ îêàéìëåíèåì ïîäìàòðèöû Dii è C pi , à òàêæå ïîäìàòðèöà

D L Lpp i pi pi, ( )� T ìîäèôèöèðóþòñÿ íåçàâèñèìî (äëÿ êàæäîãî i). Ýòî ïîçâîëÿåò

ýôôåêòèâíî ðàñïàðàëëåëèâàòü àëãîðèòì.

Äëÿ ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà íà ãèáðèäíîì êîìïüþòåðå èñïîëüçóåì òàêóþ

ñõåìó ðàñïðåäåëåíèÿ: â GPU( )i (i p� �1 1, ) ñîäåðæàòñÿ îäèíàêîâîãî ðàçìåðà áëî-

êè Dii , C pi è App
i( ) , à â GPU( )p — áëîê D pp .

Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíî áëî÷íîå ðàñïðåäåëåíèå äàííûõ íà k-ì øàãå ôàêòîðè-

çàöèè áëî÷íî-äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû ñ îêàéìëåíèåì c ó÷åòîì ïðåäëîæåííîé

äåêîìïîçèöèè.
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Ïàðàëëåëèçàöèÿ âû÷èñëåíèé
òðåóãîëüíîé ôàêòîðèçàöèè ñîñòîèò
â òîì, ÷òî ðàçëîæåíèå áëîêîâ A11,

à òàêæå ìîäèôèêàöèÿ A21 è A22 ìî-

ãóò ïðîèñõîäèòü íåçàâèñèìî â êàæ-

äîì CPU( )i è GPU( )³ äëÿ i p� �1 1, .

Íà êàæäîì øàãå âî âñåõ ïàðàõ

CPU( )i è GPU( )i äëÿ i p� �1 1, âûïîë-

íÿþòñÿ òàêèå âû÷èñëåíèÿ:

— â ÑPU( )i ôàêòîðèçóåòñÿ A11

èç Dii : A L L11 11 11
� 
 T ;

— â GPU( )i ìîäèôèöèðóåòñÿ

ñòîëáåö áëîêîâ L21: L A L21 21 11
1� �( )T ;

— â GPU( )p ìîäèôèöèðóþòñÿ

áëîêè ìàòðèöû A22 èç App
i( ) :

~
A22 �

� �A L L22 21 21
T ;

— â CPU( )p ñ èñïîëüçîâàíèåì ìóëüòèñáîðêè ìîäèôèöèðóåòñÿ áëîê D pp :

D D App pp

i

p

pp
i


�

�

� � �
1

1
( ) .

Ïîñëå ýòîãî ôàêòîðèçèðóåòñÿ áëîê D pp

 è ïðîöåññ ôàêòîðèçàöèè ìàòðèöû A

çàêàí÷èâàåòñÿ.

Ýôôåêòèâíîñòü ãèáðèäíîãî àëãîðèòìà. Èññëåäîâàíèå ýôôåêòèâíîñòè ïðåä-

ëîæåííîãî ãèáðèäíîãî àëãîðèòìà áàçèðóåòñÿ íà ìåòîäîëîãèÿõ èç [10, 15]. Êàê

îòìå÷àëîñü ðàíåå, ðàññìàòðèâàåòñÿ êîìïüþòåð ãèáðèäíîé àðõèòåêòóðû p CPU

� p GPU.

Ýôôåêòèâíîñòü ïàðàëëåëüíûõ àëãîðèòìîâ õàðàêòåðèçóåòñÿ êîýôôèöèåíòàìè

óñêîðåíèÿ S T Tp p� 1 / è ýôôåêòèâíîñòè E S pp p� / . Çäåñü (äëÿ ãèáðèäíîé àðõè-

òåêòóðû) T1 — âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íà àðõèòåêòóðå 1CPU � 1GPU, Tp — âðåìÿ

ðåøåíèÿ ýòîé æå çàäà÷è íà àðõèòåêòóðå p pCPU GPU� . Âðåìåíà T1 è Tp ìîæíî

âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëàì:

T Otg1 � ,
(12)

T Ot M t M t Q t Q tp g opg opp cpg cpp� � � � �1 2 1 2 ,

ãäå O — êîëè÷åñòâî îïåðàöèé â àëãîðèòìå; tg — ñðåäíåå âðåìÿ âûïîëíåíèÿ

îäíîé àðèôìåòè÷åñêîé îïåðàöèè íà GPU; topg — âðåìÿ îáìåíà èíôîðìàöèåé

ìåæäó CPU è GPU; topp — âðåìÿ îáìåíà îäíèì ìàøèííûì ñëîâîì ìåæäó

äâóìÿ ïðîöåññàìè CPU; tcpg — âðåìÿ äëÿ óñòàíîâêè ñâÿçè ìåæäó CPU è GPU;

tcpp — âðåìÿ óñòàíîâêè ñâÿçè ìåæäó äâóìÿ ïðîöåññàìè CPU; M i , Qi — ñîîò-

âåòñòâåííî êîëè÷åñòâî îáìåíîâ è ñèíõðîíèçàöèé ìåæäó CPU è GPU. Ïðè èñ-

ïîëüçîâàíèè ãèáðèäíîé àðõèòåêòóðû â ôîðìóëå (12) íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü

ñèíõðîííîñòü èëè àñèíõðîííîñòü ðàáîòû CPU è GPU. Â ñëó÷àå àñèíõðîííîé

ðàáîòû ñëåäóåò ñóììèðîâàíèå â (12) çàìåíÿòü îïðåäåëåíèåì ìàêñèìàëüíîãî

çíà÷åíèÿ, à â ñëó÷àå ãèáðèäíîé àðõèòåêòóðû öåëåñîîáðàçíî îöåíèâàòü òîëüêî

óñêîðåíèå, ïîëó÷åííîå çà ñ÷åò èñïîëüçîâàíèÿ GPU.

Ïîñêîëüêó âû÷èñëåíèÿ ïðîèñõîäÿò â îñíîâíîì íà GPU, êîòîðûé ðåàëèçóåò

àðõèòåêòóðó SIMT (Single Instruction, Multiplå Threads), ïðè äàëüíåéøèõ ðàñ÷åòàõ

ñëåäóåò ó÷èòûâàòü, ÷òî îäíà èíñòðóêöèÿ âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ãðóïïû äàííûõ, ò.å.
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Ðèñ. 1. Äåêîìïîçèöèÿ äàííûõ íà GPU( )³

A11

Dii

A21 A22

C pi

A21

A22

A22

A pp
i( )



îäíîâðåìåííî ïðîèñõîäèò n0 îïåðàöèé ñ ïëàâàþùåé òî÷êîé. Âåëè÷èíà n0 çàâè-

ñèò îò àïïàðàòíûõ õàðàêòåðèñòèê êîíêðåòíîãî ãðàôè÷åñêîãî óñêîðèòåëÿ.

Ïðè èññëåäîâàíèè è ðåøåíèè ÷àñòè÷íîé ÀÏÑÇ (1) äëÿ ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö

÷àñòü ýòàïîâ (ôîðìèðîâàíèå ìàòðèöû íà÷àëüíûõ èòåðèðóåìûõ âåêòîðîâ, LLT -ðàç-

ëîæåíèå ìàòðèöû A, âû÷èñëåíèå îöåíîê ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ) èìååò ôèêñè-

ðîâàííîå êîëè÷åñòâî àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, à äëÿ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà

(2)–(6) êîëè÷åñòâî àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé ïðîïîðöèîíàëüíî êîëè÷åñòâó âû-

ïîëíåííûõ èòåðàöèé. Êîëè÷åñòâî èòåðàöèé, íåîáõîäèìîå äëÿ íàõîæäåíèÿ r ìèíè-

ìàëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, êàê ïðàâèëî, îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé O r( ), ïðè-

÷åì îíî òåì ìåíüøå, ÷åì áîëüøå ðàçìåðíîñòü q èòåðèðóåìîãî ïîäïðîñòðàíñòâà.

Òàêèì îáðàçîì, T T c Tp p
F

I p
I� �( ) ( )1 , à êîýôôèöèåíò óñêîðåíèÿ ïðåäëàãàåìî-

ãî ãèáðèäíîãî àëãîðèòìà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

S
T

T

T

T
S

c T

T
Sp

p

p
F

p
p
F I p

I

p
p
It� � �1

1( )
( )

( )
( ) , (13)

ãäå cI — êîëè÷åñòâî èòåðàöèé, T Tp
F

p
I( ) ( ), 1 — ñîîòâåòñòâåííî âðåìÿ ðåøåíèÿ

ïîäçàäà÷ ñ ôèêñèðîâàííûì ÷èñëîì àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé è âðåìÿ âûïîë-

íåíèÿ îäíîé èòåðàöèè íà p pCPU GPU� , à S Sp
F

p
I( ) ( ), 1 — êîýôôèöèåíòû óñêî-

ðåíèÿ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ýòèõ ïîäçàäà÷.

Äàëåå äëÿ àðõèòåêòóðû p pCPU GPU� èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ: Tp
LLT( ) —

âðåìÿ äëÿ LLT -ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû A; T kp
SS( ) ( ) — âðåìÿ äëÿ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ

âèäà (2) ñ k ïðàâûìè ÷àñòÿìè ñ ïðèìåíåíèåì âû÷èñëåííûõ ðàíåå LLT -ðàçëîæå-

íèé ìàòðèöû ñèñòåìû; T T kp
Fo

p
Io( ) ( ), ( ) — ñîîòâåòñòâåííî âðåìåíà âûïîëíåíèÿ

îñòàëüíûõ îïåðàöèé ïðè ðåøåíèè ïîäçàäà÷ ñ ôèêñèðîâàííûì ÷èñëîì àðèôìåòè-

÷åñêèõ îïåðàöèé è ïðè âûïîëíåíèè îäíîé èòåðàöèè. Òîãäà Tp
F( ) è Tp

I( )1 ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â âèäå:

T T T q T T T q Tp
F

p
LLT

p
SS

p
Fo

p
I

p
SS

p
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) , ( )� � � � �1 ( ) ( )Io q . (14)

Çàìåòèì, ÷òî çäåñü è äàëåå ôîðìóëû äëÿ âñåõ T
1
( )
 ìîæíî ïîëó÷èòü, ïîäñòà-

âèâ â ôîðìóëû äëÿ Tp
( )
 çíà÷åíèå p �1, è ÷òî äëÿ âñåõ ýòèõ âðåìåí ñïðàâåäëèâà

ôîðìóëà (13). Òîãäà êîýôôèöèåíò óñêîðåíèÿ ãèáðèäíîãî àëãîðèòìà ìåòîäà èòå-

ðàöèé íà ïîäïðîñòðàíñòâå äëÿ àðõèòåêòóðû p pCPU GPU� ìîæíî âû÷èñëèòü ïî

ôîðìóëå

S
T

T
S q S qp

p
F

p
p
LLT

p
LLT

p
SS

p
SS

p
Fo� � �

( )
( ) ( ) ( ) ( ) (( ( ) ( )� � � ) ( ) )S p

Fo �

� �
c T

T
q S q q S q

I p
I

p
p
SS

p
SS

p
Io

p
Io

( )
( ) ( ) ( ) ( )( ( ) ( ) ( ) ( ))

1

� � , (15)

ãäå � p p p
FT T( ) ( ) ( )/
 
� , � p p p

IT T( ) ( ) ( )/
 
� 1 , S p
( )
 — êîýôôèöèåíò óñêîðåíèÿ ãèá-

ðèäíîãî àëãîðèòìà ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ïîäçàäà÷è (âûïîëíåíèÿ îïåðà-

öèé), à âåðõíèå èíäåêñû è ïàðàìåòðû ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè èíäåê-

ñàìè è ïàðàìåòðàìè äëÿ âðåìåí Tp
( )
 .

68 ISSN 1019-5262. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2020, òîì 56, ¹ 6



Äàëåå ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ìàòðèöû çàäà÷è (1) ÿâëÿþòñÿ áëî÷íî-äèàãî-

íàëüíûìè ñ îêàéìëåíèåì. Äëÿ ñëó÷àÿ èñïîëüçîâàíèÿ ãèáðèäíûõ àëãîðèòìîâ

ôàêòîðèçàöèè (ñì. [13]) ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàêèå ëåììû (ïðåíåáðåãàÿ âåëè-

÷èíàìè ìàëûõ ïîðÿäêîâ). Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîðÿäîê

âñåõ äèàãîíàëüíûõ áëîêîâ z z n pi � � �( – ) / ( )� 1 , ãäå � — ïîðÿäîê ïîñëåäíåãî

äèàãîíàëüíîãî áëîêà. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ëåììû.

Ëåììà 1. Êîëè÷åñòâî îïåðàöèé, êîòîðûå âûïîëíÿþòñÿ íà îäíîì GPU äëÿ

íàõîæäåíèÿ ôàêòîðèçàöèè áëî÷íî-äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû ñ îêàéìëåíèåì, îöåíè-

âàåòñÿ âåëè÷èíîé O
z

z
z

zp

3
2

2

3 3
3� � �� �( ) , à çàòðà÷èâàåìîå âðåìÿ

T
z z t

n

p
t zh p p h tp

g
opp opg�

�
� � � �

3

0

2
2

2
23

3 2
2 2

� �
� �

log
( log ) .

Ëåììà 2. Óñêîðåíèå ìåëêîïëèòî÷íîãî ãèáðèäíîãî àëãîðèòìà LLT -ðàçëîæå-

íèÿ ðàçðåæåííîé áëî÷íî-äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû A ñ îêàéìëåíèåì ñîñòàâëÿåò

S p
p

z z

p

p

zh
p
LLT

opp� �
�

� �(log )
log

( ) (log )
2

2
2

2
2

1
3

2 3

2 4�

�
�

� �
�

2
2

1

4
�

�


��

�

�
��

�


�
�

�

�
�
�

�



�
�

�

�

�
�

�
h

p
opg

(log )
, (16)

ãäå h — ðàçìåð ïëèòêè ïðè èñïîëüçîâàíèè ãèáðèäíîãî àëãîðèòìà ìåëêîïëè-

òî÷íîãî ðàçëîæåíèÿ, �opp
opp

g

n t

t
�

0
, �opg

opg

g

n t

t
�

0
.

Ïðè ïîëó÷åíèè îöåíêè T kp
Io( ) ( ) íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå

íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé âûïîëíÿåòñÿ ïðè âû÷èñëåíèè

ïðîèçâåäåíèÿ ðàçðåæåííîé ìàòðèöû B è ( )n k� -ìàòðèöû, à òàêæå ïðè âû÷èñëå-

íèè ìàòðèö èëè âåêòîðîâ, ýëåìåíòàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäå-

íèÿ n-ìåðíûõ âåêòîðîâ, ïðè 	 B — ñðåäíåì êîëè÷åñòâå íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ

â îäíîé ñòðîêå ìàòðèöû B. Êîëè÷åñòâî îñòàëüíûõ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé,

âûïîëíÿåìûõ îäíèì èç p GPU, çíà÷èòåëüíî ìåíüøå è èì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

Òîãäà ñïðàâåäëèâà òàêàÿ ëåììà.

Ëåììà 3. Êîëè÷åñòâî îïåðàöèé ïðè âûïîëíåíèè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà äëÿ

áëî÷íî-äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö ñ îêàéìëåíèåì îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé T kp
Io( ) ( ),

à âðåìÿ âûïîëíåíèÿ îñòàëüíûõ îïåðàöèé — âåëè÷èíîé Tp
Fo( ) :

T k
n

p

n k p O k

n
pkt k k

t

n
p

Io
C B

G( ) ( )
( ) log ( )

( )�
� �

� �
�



2
2 42

2

0

	�
�

�

�

�
�

�

� �( ( ) log ( ))( ) ( )t zk p t zk
n

zC
E

G
E

2 2 , (17)

T
n

p

n n p p

n
qt q

t

n
p

Fo
C B

G( ) (
( )�

� �
� �

�


��

�

�
�� �

2 2
2 62

0
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ãäå tC — ñðåäíåå âðåìÿ âûïîëíåíèÿ îäíîé àðèôìåòè÷åñêîé îïåðàöèè íà

CPU, t d t dt
C

E
ñpp opp

( ) ( ) � � è t d t dt
G

E
ñpg opg

( ) ( ) � � — âðåìåíà îáìåíà d äâîé-

íûõ ñëîâ ìåæäó äâóìÿ CPU èëè CPU è ñîîòâåòñòâóþùåãî GPU.

Âëèÿíèå T qp
Io( ) ( ) çàâèñèò îò ñîîòíîøåíèÿ 	 B è q , åñëè q ñóùåñòâåííî áîëü-

øå 	 B , òî â (17) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ñëàãàåìûì, ñîäåðæàùèì 	 B , åñëè z B�� 	 è
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z q�� , òî â (14) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü T qp
Io( ) ( ). Èç (17) òàêæå ñëåäóåò îöåíêà
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. (19)

Òåïåðü ìîæíî îöåíèòü óñêîðåíèå è ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëàãàåìîãî ãèáðèä-

íîãî àëãîðèòìà â öåëîì.

Èç àíàëèçà ïîëó÷åííûõ îöåíîê (14)–(19) ñëåäóåò, ÷òî ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëî-

æåííîãî àëãîðèòìà â çíà÷èòåëüíîé ìåðå îïðåäåëÿåòñÿ ýôôåêòèâíîñòüþ àëãîðèòìà

LLT -ðàçëîæåíèÿ, íàïðèìåð, ãèáðèäíîãî ïëèòî÷íîãî àëãîðèòìà [16]. Çàìåòèì, åñëè

íàêëàäíûå ðàñõîäû íà ïåðåñûëêó äàííûõ ìåæäó âû÷èñëèòåëüíûìè óñòðîéñòâàìè

ìåíüøå âðåìåíè âû÷èñëåíèé, òî ýòè àëãîðèòìû çà ñ÷åò èñïîëüçîâàíèÿ àñèíõðîí-

íîñòè áóäóò èìåòü êîýôôèöèåíòû ýôôåêòèâíîñòè, áëèçêèå ê åäèíèöå.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ãèáðèäíîãî àëãîðèòìà ìåòîäà èòåðàöèè íà ïîäïðîñòðàíñòâå
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Ýôôåêòèâíîñòü àëãîðèòìà îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé E S pp p� / .

Êàê óæå óïîìèíàëîñü, íà ýôôåêòèâíîñòü ãèáðèäíîãî àëãîðèòìà ðåøåíèÿ

÷àñòè÷íîé îáîáùåííîé ÀÏÑÇ ìåòîäîì èòåðàöèé íà ïîäïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâåí-

íîå âëèÿíèå èìååò êîëè÷åñòâî cI âûïîëíåííûõ èòåðàöèé äëÿ äîñòèæåíèÿ òðåáó-

åìîé òî÷íîñòè. Îáû÷íî ïðè ïîñòîÿííîì r êîëè÷åñòâî âûïîëíÿåìûõ èòåðàöèé cI

òåì ìåíüøå, ÷åì áîëüøå ðàçìåðíîñòü èòåðèðóåìîãî ïîäïðîñòðàíñòâà q. Êàê ñëå-

äóåò èç ïðåäñòàâëåííûõ îöåíîê, îáúåì âû÷èñëåíèé ïðîïîðöèîíàëåí q. Îäíàêî

â ðÿäå ñëó÷àåâ ïðè îòíîñèòåëüíî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ q íàáëþäàåòñÿ íåäîñòàòî÷íàÿ

çàãðóæåííîñòü GPU (ò.å. ôàêòè÷åñêè óìåíüøàåòñÿ çíà÷åíèå n0) ïðè óâåëè÷åíèè

êîëè÷åñòâà îáìåíîâ, ÷òî ïðèâîäèò ê ñíèæåíèþ ðåàëüíîé ýôôåêòèâíîñòè àëãî-

ðèòìà. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ óâåëè÷åíèå ðàçìåðíîñòè èòåðèðóåìîãî ïîäïðîñòðàíñòâà

(ïîêà íå áóäåò äîñòèãíóòî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ n0) ïîçâîëÿåò ñîêðàòèòü

âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è çà ñ÷åò ñîêðàùåíèÿ êîëè÷åñòâà èòåðàöèé [14].

ÝÊÑÏÅÐÈÌÅÍÒÀËÜÍÎÅ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÝÔÔÅÊÒÈÂÍÎÑÒÈ
ÃÈÁÐÈÄÍÎÃÎ ÀËÃÎÐÈÒÌÀ

Àïðîáàöèÿ ðàçðàáîòàííîãî ãèáðèäíîãî àëãîðèòìà ìåòîäà èòåðàöèé íà ïîäïðîñò-

ðàíñòâå ïðîâîäèëàñü íà ìàòðèöàõ ðàçëè÷íûõ ïîðÿäêîâ (â òîì ÷èñëå íà ìàòðèöàõ

èç êîëëåêöèè Ôëîðèäñêîãî óíèâåðñèòåòà [21] (òàáë. 1)), íà êîìïüþòåðå ãèáðèä-
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íîé àðõèòåêòóðû ÑÊÈÒ-4 [22] ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîöåññîðíûõ óçëîâ ÑPU è ãðà-

ôè÷åñêèõ ïðîöåññîðîâ ñ òàêèìè òåõíè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè: CPU — Intel(R)

Xeon(R) CPU E5-26700; òàêòîâàÿ ÷àñòîòà — 2.60 GHz; ñêîðîñòü — 8 GT/s;

êåø-ïàìÿòü — 20 MB; â óçëå 2 CPU ïî 8 ÿäåð � Hyperthreading � 32 ÿäðà; ìàêñè-

ìàëüíûé îáúåì ïàìÿòè — 384 GB; GPU — Nvidia Tesla M2050; ïàìÿòü — 3 GB;

ïèêîâàÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü — 515 Gflops.

Ïðîãðàììû, ðåàëèçóþùèå àëãîðèòìû, íàïèñàíû íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâà-

íèÿ Ñ++ ñ èñïîëüçîâàíèåì íà CPU ñèñòåìû MPI è áèáëèîòåêè ïðîãðàìì Intel

MKL [9], à äëÿ ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ íà GPU — ñ ïðèìåíåíèåì òåõíîëîãèè CUDA,

áèáëèîòåêè ïðîãðàìì cuBLAS è cuSPARSE [7, 8].

Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåí ãðàôèê óñêîðåíèÿ ðåøåíèÿ ÀÏÑÇ ãèáðèäíûì àëãîðèò-

ìîì ìåòîäà èòåðàöèé íà ïîäïðîñòðàíñòâå äëÿ ðàçëè÷íûõ ìàòðèö èç êîëëåêöèè

Ôëîðèäñêîãî óíèâåðñèòåòà íà ðàçëè÷íûõ ãèáðèäíûõ àðõèòåêòóðàõ. Ïðîâåäåííûå

ýêñïåðèìåíòû ñâèäåòåëüñòâóþò, ÷òî îáåñïå÷èâàåòñÿ õîðîøàÿ ìàñøòàáèðóåìîñòü

àëãîðèòìà, ò.å. ïîëó÷åííîå óñêîðåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðîïîðöèîíàëüíî óâåëè÷è-

âàåòñÿ ñ ðîñòîì êîëè÷åñòâà âû÷èñëèòåëüíûõ óñòðîéñòâ.

Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåí ãðàôèê çàâèñèìîñòè óñêîðåíèÿ àëãîðèòìà îò êîëè÷åñòâà

áëîêîâ, ïîëó÷åííûõ ïðè ïðèâåäåíèè ìàòðèö ê áëî÷íî-äèàãîíàëüíîìó âèäó

ñ îêàéìëåíèåì äëÿ ìàòðèöû Bone010 (ñì. òàáë. 1). Èñïîëüçîâàíèå îïòèìàëüíîãî

êîëè÷åñòâà áëîêîâ ïðè âûïîëíåíèè ýòîé îïåðàöèè â LLT -ðàçëîæåíèè è â èòåðà-

öèîííîì ïðîöåññå ïîçâîëÿåò õîðîøî ñáàëàíñèðîâàòü çàãðóçêó èñïîëüçóåìûõ âû-

÷èñëèòåëüíûõ óñòðîéñòâ (ìèíèìèçàöèÿ ýôôåêòà Ãàéäíà), ïîâûñèòü ýôôåêòèâ-

íîñòü âû÷èñëåíèé è, êàê ñëåäñòâèå, ñóùåñòâåííî ñîêðàòèòü âðåìÿ ðåøåíèÿ çà-

äà÷. Â çàâèñèìîñòè îò òèïà âû÷èñëèòåëüíîãî óñòðîéñòâà è åãî õàðàêòåðèñòèê

ðåêîìåíäóåìûé ðàçìåð ïëèòîê ñîñòàâëÿåò îò 192 äî 1024 äëÿ îäíîãî âû÷èñëè-

òåëüíîãî ïðîöåññà. Ðàçðàáîòàííûé ãèáðèäíûé àëãîðèòì ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî

èñïîëüçîâàòü ñîâðåìåííûå âû÷èñëèòåëüíûå óñòðîéñòâà ðàçëè÷íîãî òèïà è àäàï-

òèðîâàòüñÿ ê èñïîëüçóåìîé ñòðóêòóðå ìàòðèöû. Èç ðèñ. 2, 3 âèäíî, ÷òî ðåçóëüòà-

òû ïðàêòè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ ñîîòâåòñòâóþò òåîðåòè÷åñêèì èññëåäîâàíèÿì

àëãîðèòìà.

Àïðîáàöèÿ ðàçðàáîòàí-

íîãî ãèáðèäíîãî àëãîðèòìà

ìåòîäà èòåðàöèé íà ïîäïðîñ-

òðàíñòâå òàêæå ïðîâîäèëàñü

íà ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ.

Íàïðèìåð, ðåøàëàñü çàäà÷à

óñòîé÷èâîñòè ñëîèñòîãî

äâóõêîìïîíåíòíîãî êîìïî-

çèòíîãî ìàòåðèàëà ðåãóëÿð-

íîé ñòðóêòóðû [23, 24] ïðè

ðàâíîìåðíîì îäíîîñíîì

ñæàòèè àðìèðóþùèõ ñëîåâ

ïîâåðõíîñòíîé íàãðóçêîé ïî-
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Ò à á ë è ö à 1. Òåñòîâûå ëåíòî÷íûå ìàòðèöû èç êîëëåêöèè Ôëîðèäñêîãî óíè-

âåðñèòåòà

Íàçâàíèå çàäà÷è Ïðîáëåìíàÿ îáëàñòü
Ïîðÿäîê ìàòðèöû

(êîëè÷åñòâî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ)

G2_circuit Structural problem 150102 (726674)

Bone010 Model reduction problem 986703 (47851783)

Emila_923 Structural problem 923136 (40373538)

Ðèñ. 2. Ãðàôèê óñêîðåíèÿ ðåøåíèÿ ðàçëè÷íèõ çàäà÷ ãèá-
ðèäíûì àëãîðèòìîì ìåòîäà èòåðàöèé íà ïîäïðîñòðàíñòâå

2CPU� 2GPU 4CPU� 4GPU 8CPU� 8GPU
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Emila_923
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ñòîÿííîé èíòåíñèâíîñòè, êîòîðàÿ ñâîäèëàñü ê îáîáùåííîé çàäà÷å íà ñîáñòâåííûå

çíà÷åíèÿ. Âû÷èñëåííîå ãèáðèäíûì àëãîðèòìîì ìåòîäà èòåðàöèé íà ïîäïðîñò-

ðàíñòâå ìèíèìàëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïðåäåëèëî êðèòè÷åñêóþ íàãðóçêó,

à ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ — ôîðìó ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè.

Çàäà÷à ðåøàëàñü ñ ðàçëè÷íûìè èñõîäíûìè äàííûìè. Äàëåå ïðèâåäåí ëèñ-

òèíã ïðîòîêîëà ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ òàêèìè èñõîäíûìè äàííûìè: ïîðÿäîê ìàòðèö

À è Â — 12282, ïîëóøèðèíà ëåíòû ìàòðèöû À — 6212, ïîëóøèðèíà ëåíòû

ìàòðèöû Â — 71.

Ôðàãìåíò ïðîòîêîëà ðåøåíèÿ çàäà÷è

Problem solving: total time = 7.84e+00

Results: SOLUTION WAS CALCULATED by 20 iterations

FIRST 3 EIGENVALUES

Eigenvalues (calculated) Estimates of Errors

1.248665556779830e-01 1.893e-06

1.248734577580778e-01 8.894e-07

1.248765574182433e-01 2.837e-06

Â ïðîòîêîëå ïðåäñòàâëåíû òðè âû÷èñëåííûå ìèíèìàëüíûå ñîáñòâåííûå çíà-

÷åíèÿ. Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ñ ïîìîùüþ ïàêåòà MATLAB [25] ïîëó÷åíî çà 340 ñ.

Âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ãèáðèäíûì àëãîðèòìîì ìåòîäà èòåðàöèé íà ïîäïðîñòðàí-

ñòâå ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåëêîïëèòî÷íîãî àëãîðèòìà ôàêòîðèçàöèè áëî÷íî-äèàãî-

íàëüíîé ìàòðèöû ñ îêàéìëåíèåì íà ÑÊÈÒ-4 ñîñòàâëÿåò 7.84 ñ, ÷òî ïðèáëèçè-

òåëüíî â 43 ðàçà áûñòðåå.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â ðàáîòå ïðåäëîæåí è èññëåäîâàí íîâûé ïàðàëëåëüíûé àëãîðèòì ìåòîäà èòå-

ðàöèé íà ïîäïðîñòðàíñòâå äëÿ ðåøåíèÿ ÷àñòè÷íîé îáîáùåííîé ïðîáëåìû ñîá-

ñòâåííûõ çíà÷åíèé ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííûõ áëî÷íî-äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö

ñ îêàéìëåíèåì íà ãèáðèäíûõ êîìïüþòåðàõ. Èññëåäîâàíû êîýôôèöèåíòû óñêî-

ðåíèÿ è ýôôåêòèâíîñòè ñîçäàííîãî àëãîðèòìà. Ïðîâåäåíî ýêñïåðèìåíòàëüíîå

èññëåäîâàíèå íà òåñòîâûõ è ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ. Ðàçðàáîòàííûé ãèáðèäíûé

àëãîðèòì ó÷èòûâàåò ñòðóêòóðó ìàòðèöû, îïòèìèçèðóåò êîììóíèêàöèè ìåæäó

ïðîöåññîðíûìè ýëåìåíòàìè è èñïîëüçîâàíèå ïàìÿòè, äîñòèãàÿ òåì ñàìûì âû-

ñîêîé ýôôåêòèâíîñòè.
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Ðèñ. 3. Ãðàôèê çàâèñèìîñòè óñêîðåíèÿ îò ðàçìåðà áëîêà ïðè ôàêòîðèçàöèè äëÿ àëãîðèòìà ìåòîäà
èòåðàöèé íà ïîäïðîñòðàíñòâå
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Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïîñòîÿííî ðàñòóò îáúåìû çàäà÷, êîòîðûå ïðèõîäèòñÿ ðå-

øàòü íà ñîâðåìåííûõ ñóïåðêîìïüþòåðàõ. Ïîýòîìó àêòóàëüíà ïðîáëåìà ýôôåê-

òèâíîãî èñïîëüçîâàíèÿ êîìïüþòåðíûõ ðåñóðñîâ äëÿ òàêèõ çàäà÷. Äàëüíåéøèå

èññëåäîâàíèÿ àâòîðîâ áóäóò íàïðàâëåíû íà ñîçäàíèå íîâûõ ïàðàëëåëüíûõ àëãî-

ðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ ëèíåéíîé àëãåáðû äëÿ ðàçëè÷íûõ ðàçðåæåííûõ ñòðóêòóð

ìàòðèö, à òàêæå ïîèñêà ýôôåêòèâíûõ ñïîñîáîâ èõ ïåðåóïîðÿäî÷åíèÿ è õðàíåíèÿ.
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Î.Ì. Õ³ì³÷, Î.Â. Ïîïîâ, Î.Â. ×èñòÿêîâ, Â.À. Ñèäîðóê
ÏÀÐÀËÅËÜÍÈÉ ÀËÃÎÐÈÒÌ ÐÎÇÂ’ßÇÓÂÀÍÍß ×ÀÑÒÊÎÂÎ¯ ÏÐÎÁËÅÌÈ ÂËÀÑÍÈÕ
ÇÍÀ×ÅÍÜ ÄËß ÁËÎ×ÍÎ-Ä²ÀÃÎÍÀËÜÍÈÕ ÌÀÒÐÈÖÜ Ç ÎÁÐÀÌËÅÍÍßÌ

Àíîòàö³ÿ. Çàïðîïîíîâàíî ã³áðèäíèé àëãîðèòì ìåòîäó ³òåðàö³é íà ï³äïðîñ-
òîð³ ðîçâ’ÿçàííÿ ÷àñòêîâî¿ óçàãàëüíåíî¿ ïðîáëåìè âëàñíèõ çíà÷åíü äëÿ ñè-
ìåòðè÷íèõ äîäàòíî îçíà÷åíèõ ðîçð³äæåíèõ ìàòðèöü áëî÷íî-ä³àãîíàëüíî¿
ñòðóêòóðè ç îáðàìëåííÿì íà ã³áðèäíèõ êîìï’þòåðàõ ç ãðàô³÷íèìè ïðîöåñî-
ðàìè. Íàâåäåíî êîåô³ö³ºíòè åôåêòèâíîñò³ àëãîðèòìó. Âèêîíàíî àïðîáàö³þ
ðîçðîáëåíîãî àëãîðèòìó íà òåñòîâèõ òà ïðàêòè÷íèõ çàäà÷àõ.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: àëãåáðà¿÷íà ïðîáëåìà âëàñíèõ çíà÷åíü, êîìï’þòåð ã³áðèä-
íî¿ àðõ³òåêòóðè, ã³áðèäíèé àëãîðèòì, ìåòîä ³òåðàö³é íà ï³äïðîñòîð³, åôåê-
òèâí³ñòü ïàðàëåëüíèõ àëãîðèòì³â, äð³áíîïëèòêîâèé àëãîðèòì.

Î.Ì. Khimich, O.V. Popov, O.V. Chistyakov, V.A. Sidoruk
A PARALLEL ALGORITHM FOR SOLVING THE PARTIAL EIGENVALUE PROBLEM
FOR BLOCK-DIAGONAL BORDERED MATRICES

Abstract. A hybrid algorithm of the iteration method for the subspace of
solution of a partial generalized eigenvalue problem for symmetric positive
definite sparse matrices of block-diagonal structure with bordering on hybrid
computers with graphic processors is proposed, efficiency coefficients of the
algorithm are obtained, and the algorithm is tested against test and practical
problems.

Keywords: algebraic eigenvalue problem, computer of hybrid architecture,
hybrid algorithm, subspace iteration method, efficiency of parallel algorithm.
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