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ÁÛÑÒÐÛÉ ÐÅÊÓÐÑÈÂÍÛÉ ÀËÃÎÐÈÒÌ ÓÌÍÎÆÅÍÈß
ÌÀÒÐÈÖ ÏÎÐßÄÊÀ n q

q� �3 1( )

Àííîòàöèÿ. Ïðåäëîæåí íîâûé áûñòðûé ðåêóðñèâíûé àëãîðèòì óìíîæåíèÿ

ìàòðèö ïîðÿäêà n qq� �3 1( ), ïîñòðîåííûé íà îñíîâå ãèáðèäíîãî àëãîðèòìà

óìíîæåíèÿ ìàòðèö íå÷åòíîãî ïîðÿäêà n q q� � � �3 2 1 1� �( , ), êîòîðûé èñ-

ïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå áàçîâîãî àëãîðèòìà ïðè � � �3 0q q( ) . Ïî ñðàâíåíèþ

ñ èçâåñòíûì áëî÷íî-ðåêóðñèâíûì àëãîðèòìîì Ëåéäåðìàíà ïðåäñòàâëåííûé
àëãîðèòì ïîçâîëÿåò ìèíèìèçèðîâàòü íà 10.4% ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ñëîæ-

íîñòü, ðàâíóþ W nì � 0 896 2 854. . îïåðàöèé óìíîæåíèÿ íà ãëóáèíå ðåêóðñèè

d n� �log3 3, è ñîêðàòèòü âåêòîð âû÷èñëåíèé íà òðè ðåêóðñèâíûõ øàãà. Äàíà
îöåíêà ìóëüòèïëèêàòèâíîé ñëîæíîñòè áàçîâîãî è ðåêóðñèâíîãî àëãîðèòìîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ëèíåéíàÿ àëãåáðà, áëî÷íî-ðåêóðñèâíûé àëãîðèòì Ëåéäåð-
ìàíà, ñåìåéñòâî áûñòðûõ ãèáðèäíûõ àëãîðèòìîâ óìíîæåíèÿ ìàòðèö, àëãî-
ðèòì Âèíîãðàäà äëÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

Íîâûé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ ðåêóðñèâíûõ àëãîðèòìîâ óìíîæåíèÿ ìàòðèö [1],

îñíîâîé êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå áûñòðûõ ãèáðèäíûõ àëãîðèòìîâ óìíî-

æåíèÿ ìàòðèö [2–4] â êà÷åñòâå áàçîâûõ, îòêðûâàåò íîâûå âîçìîæíîñòè äëÿ

îïòèìèçàöèè âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè èçâåñòíûõ, øèðîêî ïðèìåíÿåìûõ íà

ïðàêòèêå áëî÷íî-ðåêóðñèâíûõ àëãîðèòìîâ óìíîæåíèÿ ìàòðèö [5–7]. Ïðåäñòàâ-

ëåííûé â [1] íîâûé ðåêóðñèâíûé àëãîðèòì óìíîæåíèÿ ìàòðèö ïîðÿäêà

2 1q q( )� , èñïîëüçóþùèé â êà÷åñòâå áàçîâîãî áûñòðûé ãèáðèäíûé àëãîðèòì

óìíîæåíèÿ ìàòðèö ïîðÿäêà n � 4� ïðè � � ��2 01q q( ) , ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü

ìèíèìèçèðîâàííóþ íà 7% ïî ñðàâíåíèþ ñ áëî÷íî-ðåêóðñèâíûìè àëãîðèòìàìè

Øòðàññåíà [5] è Âèíîãðàäà–Øòðàññåíà [6] ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ñëîæíîñòü,

ðàâíóþ O n( . ).0 932 2 807 îïåðàöèé óìíîæåíèÿ, ñîêðàùàÿ âåêòîð âû÷èñëåíèé íà

òðè ðåêóðñèâíûõ øàãà.

Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì èññëåäîâàíèé â íàïðàâëåíèè

îïòèìèçàöèè ìóëüòèïëèêàòèâíîé ñëîæíîñòè èçâåñòíûõ ðåêóðñèâíûõ àëãîðèò-

ìîâ óìíîæåíèÿ ìàòðèö êàê ÷åòíîãî, òàê è íå÷åòíîãî ïîðÿäêà. Ðàññìîòðåí íîâûé

áûñòðûé ðåêóðñèâíûé àëãîðèòì óìíîæåíèÿ ìàòðèö ïîðÿäêà 3 1q q( )� , â êîòî-

ðîì â êà÷åñòâå áàçîâîãî ïðèìåíÿåòñÿ ãèáðèäíûé àëãîðèòì óìíîæåíèÿ ìàòðèö

íå÷åòíîãî ïîðÿäêà n q q� � � �3 2 1 1� �( , ) , ïîñòðîåííûé íà îñíîâå èçâåñòíîãî

áûñòðîãî ãèáðèäíîãî àëãîðèòìà óìíîæåíèÿ ìàòðèö ïîðÿäêà n � �3 1� �( ) [4],

îñíîâíîå âû÷èñëèòåëüíîå ÿäðî êîòîðîãî ïðåîáðàçîâàíî ñîãëàñíî ìåòîäó Âèíîã-

ðàäà [8] ñ ó÷åòîì íå÷åòíîñòè ïîðÿäêà îïåðèðóåìûõ ìàòðèö. Ïîëó÷åííûé â ðå-

çóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèÿ íîâûé áûñòðûé ãèáðèäíûé àëãîðèòì èñïîëüçóåòñÿ

â êà÷åñòâå áàçîâîãî ïðè � � �3 0q q( ) . Ïî ñðàâíåíèþ ñ áëî÷íî-ðåêóðñèâíûì àëãî-

ðèòìîì Ëåéäåðìàíà [7] äëÿ óìíîæåíèÿ ìàòðèö ïîðÿäêà n qq� �3 0( ) , ìóëüòèïëè-

êàòèâíàÿ ñëîæíîñòü êîòîðîãî ñîñòàâëÿåò O n O n( ) ~ ( )
log .3 23 2 854 îïåðàöèé óìíîæå-

íèÿ, ïðåäëîæåííûé ðåêóðñèâíûé àëãîðèòì õàðàêòåðèçóåòñÿ ìèíèìèçèðîâàííîé

íà 10.4% ìóëüòèïëèêàòèâíîé ñëîæíîñòüþ, ðàâíîé O n( . ).0 896 2 854 îïåðàöèé óìíî-
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æåíèÿ íà ãëóáèíå ðåêóðñèè d n� �log 3 3, ñîêðàùàÿ ïðè ýòîì âåêòîð âû÷èñëåíèé

íà òðè ðåêóðñèâíûõ øàãà. Äàíà îöåíêà ìóëüòèïëèêàòèâíîé ñëîæíîñòè áàçîâîãî

è ðåêóðñèâíîãî àëãîðèòìîâ.

Íîâûé áûñòðûé ðåêóðñèâíûé àëãîðèòì óìíîæåíèÿ ìàòðèö ïîðÿäêà

n q
q� �3 1( ) . Ïðè ïîñòðîåíèè áàçîâîãî àëãîðèòìà äëÿ äàííîãî ðåêóðñèâíîãî

àëãîðèòìà óìíîæåíèÿ äâóõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö: A aij� ( ) è B bij� ( ) ïîðÿäêà

n qq� �3 1( ) , ïðèìåíÿåòñÿ áûñòðûé ãèáðèäíûé àëãîðèòì óìíîæåíèÿ ìàòðèö ïî-

ðÿäêà n � �3 1� �( ) [4], â êîòîðîì äëÿ ìèíèìèçàöèè åãî ìóëüòèïëèêàòèâíîé

ñëîæíîñòè îñíîâíîå âû÷èñëèòåëüíîå ÿäðî, ñîäåðæàùåå 23 ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö

ïîðÿäêà n / 3, òðàíñôîðìèðóåòñÿ ñîãëàñíî ìåòîäó Âèíîãðàäà [8]. Îòìåòèì, ÷òî

ïðè èñïîëüçîâàíèè äàííîãî ìåòîäà äëÿ óìíîæåíèÿ äâóõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö:

A aij� ( ) è B bij� ( ) íå÷åòíîãî ïîðÿäêà n � � �2 1 1� �( ) , ýëåìåíòû ðåçóëüòèðóþ-

ùåé ìàòðèöû C cij� ( ) âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

c a b b a aij i k k j k j i k

k

n

in� � � � �� �
�

�

� ( )( ), , , ,

( ) /

2 1 2 2 1 2

1

1 2

bnj � (1)

� �� �
�

�

�

�

�� a a b bi k i k k j k j

k

n

k

n

, , , ,

( ) /( ) /

2 1 2 2 1 2

1

1 2

1

1 2

,

ãäå i j n, , , ..., ;�1 2 k n� �1 2 1 2, , ..., ( ) / .

Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà (1) ðàâíà W n n nì
Âèí � � �0 5 1 53 2. .

îïåðàöèé óìíîæåíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî ïðè óìíîæåíèè ìàòðèö ÷åòíîãî ïîðÿäêà ìóëü-

òèïëèêàòèâíàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà Âèíîãðàäà ñîñòàâëÿåò W n nì
Âèí � �0 5 3 2.

îïåðàöèé óìíîæåíèÿ.

Â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïî ôîðìóëå (1) êàæäîé èç 23 ôîðìóë âû÷èñëå-

íèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö ïîðÿäêà n / 3 óêàçàííîãî ãèáðèäíîãî àëãîðèòìà [4] ïî-

ëó÷àåì íîâûé áûñòðûé ãèáðèäíûé àëãîðèòì óìíîæåíèÿ ìàòðèö íå÷åòíîãî ïî-

ðÿäêà n q q� � � �3 2 1 1� �( , ) , êîòîðûé ïðèìåíÿåòñÿ â êà÷åñòâå áàçîâîãî ïðè

� � �3 0q q( ) . Ñîãëàñíî áàçîâîìó àëãîðèòìó íà ïåðâîì øàãå ðåêóðñèè âû÷èñëÿ-

þòñÿ 28 ìàòðèö ïîðÿäêà n / 3, ýëåìåíòàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòû

� �
ik ik
1 14	 	� è � �

kj kj
1 14	 	� , îïðåäåëÿåìûå ïî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì:

�
ik i k i k i k i k ia a a a a1

3 2 3 2 3 2 3 1 3 2 3 3 1 3 2 3� � � � �� � � � � � �, , , , � � �� �1 3 1 3 3 1 3 3, , ,k i k i ka a ,

�
ik i k i ka a2

3 2 3 2 3 1 3 2� �� � � �, , ,

�
ik i k i k i ka a a3

3 2 3 2 3 1 3 2 3 1 3 1� � � �� � � � � �, , , ,

�
ik i k i ka a4

3 1 3 2 3 1 3 1� �� � � �, , ,

�
ik i k i k i ka a a5

3 2 3 2 3 3 2 3 3 1� � � �� � � �, , , ,

�
ik i k i ka a6

3 2 3 2 3 3 2� � �� � �, , ,

�
ik i k i ka a7

3 3 2 3 3 1� �� �, , , (2)

�
ik i k i k i k i k ia a a a a8

3 2 3 2 3 2 3 1 3 2 3 3 1 3 1 3� � � � �� � � � � � �, , , , � � �� �1 3 3 3 2 3 3 1, , ,k i k i ka a ,

�
ik i k i k i ka a a9

3 2 3 3 3 1 3 3� � � �� �, , , ,

�
ik i k i ka a10

3 2 3 3 3� �� , , ,

�
ik i k i ka a11

3 3 1 3 3� ��, , ,
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�
ik i k i k i ka a a12

3 2 3 3 1 3 1 3 1 3� � � �� � � �, , , ,

�
ik i k i ka a13

3 2 3 3 1 3� �� �, , ,

�
ik i k i ka a14

3 1 3 1 3 1 3� �� � �, , ,

ãäå i k m, , ,... , ;� 1 2 m n� / 3;

�
kj k j k jb b1

3 2 3 1 3 1 3 1� � �� � � �, , ,

�kj k j k j k j k jb b b b2
3 2 3 2 3 2 3 1 3 1 3 2 3 1 3 1� � � � � �� � � � � � � �, , , , b b bk j k j k j3 1 3 3 3 2 3 3� �� �, , , ,

�
kj k j k j k jb b b3

3 2 3 2 3 2 3 1 3 1 3 1� � �� � � � � �, , , ,

�
kj k j k jb b4

3 2 3 2 3 2 3 1� � �� � � �, , ,

�
kj k j k j k jb b b5

3 2 3 2 3 2 3 3 1 3� � �� � � �, , , ,

�
kj k j k jb b6

3 2 3 3 1 3� �� �, , ,

�
kj k j k jb b7

3 2 3 2 3 2 3� � �� � �, , , (3)

�kj k j k j k j k jb b b b b8
3 2 3 2 3 2 3 3 1 3 2 3 1 3 1 3� � � � � �� � � � � � �, , , , k j k j k jb b� � �� �1 3 3 3 2 3 3 1, , , ,

�
kj k j k j k jb b b9

3 1 3 1 3 3 2 3 3 1� � �� � � �, , , ,

�
kj k j k jb b10

3 1 3 1 3 3 1� �� � �, , ,

�
kj k j k jb b11

3 3 2 3 3 1� � �� �, , ,

�
kj k j k j k jb b b12

3 1 3 3 3 2 3 3� � �� �, , , ,

�
kj k j k jb b13

3 1 3 3 3� �� , , ,

�
kj k j k jb b14

3 3 2 3 3� � ��, , ,

ãäå j k m, , ,... , ;� 1 2 m n� / 3.

Çàòåì âû÷èñëÿþòñÿ 23 ïðîèçâåäåíèÿ S s S sij ij
1 1 23 23� �( ), ..., ( ) äâóõ ìàòðèö

ïîðÿäêà n / 3:

s h gij ij i j
1 1 1 1� � �� , s h gij ij i j

5 5 5 5� � �� ,

s h gij ij i j
2 2 2 2� � �� , s h gij ij i j

6 6 6 6� � �� , (4)

s h gij ij i j
3 3 3 3� � �� , · · · · · · · ,

s h gij ij i j
4 4 4 4� � �� , s h gij ij i j

23 23 23 23� � �� , i j m, , ,... ;� 1 2 m n� / 3 ,

ãäå

� � � �ij i k k j k j i k imb b1
2 1

1
6 1 3 1 6 4 3 1 2

1 1� � � �
� � � � �( )( )

, , , ,
� � �

�

�

� b m j

k

m

3 1 3 1

1

1 2

,

( ) /

,

� � � � �ij i k k j k j i k
k

m
2

2 1
2

2
1

2 1
1

2
2

1

1 2

� � �
� �

�

�

� ( )( )
, , , ,

( ) /

� �� �im mj
2 1 ,

� � �ij i k k j k j i k

k

m

a a3
3 1 6 4 2

2
2 1
2

3 1 6 1

1

� � �� � � � �
�

( )( ), , , ,

( �

� �� � �
1 2

3 1 3 1
2

) /

,a i m mj� ,

� � � � � � �ij i k k j k j i k im mj

k

4
2 1

3
2
3

2 1
3

2
3 3 3� � � � �

� �
( )( )

, , , ,
�

�

�
1

1 2( ) /m

,
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� � � � � � �ij i k k j k j i k im mj

k

5
2 1

4
2
4

2 1
4

2
4 4 4� � � � �

� �
( )( )

, , , ,
�

�

�
1

1 2( ) /m

,

�ij i k k j k j i ka b b a6
3 2 6 5 6 2 3 2 6 5 3 2 3 2 6 2� � �� � � � � � � �( )(, , , , )

( ) /

k

m

�

�

� �
1

1 2

� �� � � �a bi m m j3 2 3 2 3 2 3 2, , , (5)

� � � � �ij i k k j k j i k
k

m
7

2 1
5

2
5

2 1
5

2
5

1

1 2

� � �
� �

�

�

� ( )( )
, , , ,

( ) /

� �� �im mj
5 5 ,

� � � � �ij i k k j k j i k
k

m
8

2 1
6

2
6

2 1
6

2
6

1

1 2

� � �
� �

�

�

� ( )( )
, , , ,

( ) /

� �� �im mj
6 6 ,

� � � � �ij i k k j k j i k
k

m
9

2 1
7

2
7

2 1
7

2
7

1

1 2

� � �
� �

�

�

� ( )( )
, , , ,

( ) /

� �� �im mj
7 7 ,

� � � �ij i k k j k j i k imb b b10
2 1

8
6 1 3 6 4 3 2

8 8
3� � � � �

� � �( )( )
, , , , m j

k

m

�
�

�

� 1 3

1

1 2

,

( ) /

,

� � �ij i k k j k j i k i ma a a11
3 6 4 2

8
2 1
8

3 6 1 3 3� � � �� � � �( )( ), , , , , 1
8

1

1 2

�
�

�

� �mj

k

m( ) /

,

� � � � � � �ij i k k j k j i k im mj
12

2 1
9

2
9

2 1
9

2
9 9 9� � � � �

� �
( )( )

, , , ,
k

m

�

�

�
1

1 2( ) /

,

� � � � � �ij i k k j k j i k im
13

2 1
10

2
10

2 1
10

2
10 10� � � �

� �
( )( )

, , , ,
�

�

�

� �mj

k

m
10

1

1 2( ) /

,

�ij i k k j k j i k

k

a b b a14
3 2 6 3 6 3 2 6 3 3 2 3 2 6� � �� � � � � �

�

( )( ), , , ,

1

1 2

3 2 3 3 3 2

( ) /

, ,

m

i m m ja b
�

� �� � � ,

� � � � �ij i k k j k j i k
k

m
15

2 1
11

2
11

2 1
11

2
11

1

� � �
� �

�

�
( )( )

, , , ,

( 1 2
11 11

) /

� � �� �im mj ,

� � � � � �ij i k k j k j i k im
16

2 1
12

2
12

2 1
12

2
12 12� � � �

� �
( )( )

, , , ,
�

�

�

� �mj

k

m
12

1

1 2( ) /

,

� � � � � �ij i k k j k j i k im
17

2 1
13

2
13

2 1
13

2
13 13� � � �

� �
( )( )

, , , ,
�

�

�

� �mj

k

m
13

1

1 2( ) /

,

� � � � � �ij i k k j k j i k im
18

2 1
14

2
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ãäå i j m, , , ..., ;�1 2 m n� / 3; k m� �1 2 1 2, , ..., ( ) / .

Ýëåìåíòû ðåçóëüòèðóþùåé ìàòðèöû C cij� ( ) îïðåäåëÿþòñÿ ïî ñëåäóþùèì

ôîðìóëàì:

c s s si j ij ij ij3 2 3 2
6 14 19

� � � � �, ,

c s s s s s s si j ij ij ij ij ij ij ij3 2 3 1
1 4 5 6 12 14 15

� � � � � � � � �, ,

c s s s s s s si j ij ij ij ij ij ij ij3 2 3
6 7 9 10 14 16 18

� � � � � � � �, ,

c s s s s s s si j ij ij ij ij ij ij ij3 1 3 2
2 3 4 6 14 16 17

� � � � � � � � �, , (7)

c s s s s si j ij ij ij ij ij3 1 3 1
2 4 5 6 20

� � � � � � �, ,

c s s s s si j ij ij ij ij ij3 1 3
14 16 17 18 21

� � � � � �, ,

c s s s s s s si j ij ij ij ij ij ij ij3 3 2
6 7 8 11 12 13 14

, � � � � � � � � ,

c s s s s si j ij ij ij ij ij3 3 1
12 13 14 15 22

, � � � � � � ,

c s s s s si j ij ij ij ij ij3 3
6 7 8 9 23

, � � � � � , i j m, , ,... ;� 1 2 m n� / 3.

Ðàññìîòðèì ðåàëèçàöèþ áàçîâîãî àëãîðèòìà (2)–(7) â ðåêóðñèâíîì ðåæèìå,

ãäå íà ïåðâîì øàãå ðåêóðñèè ôîðìèðóþòñÿ 23 ïàðû ìàòðèö ïîðÿäêà m
n

�
3

, ïðåä-

íàçíà÷åííûå äëÿ âûïîëíåíèÿ îïåðàöèè ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö äëÿ êàæäîé èç ýòèõ

ïàð. Ïðè ýòîì âû÷èñëÿþòñÿ ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ ïî ôîðìóëàì (2), (3) è ôîð-

ìèðóþòñÿ ìàòðèöû, ñîäåðæàùèå ýëåìåíòû èñõîäíûõ ìàòðèö A è B. Èíäåêñû, ñî-

ãëàñíî êîòîðûì ôîðìèðóþòñÿ äàííûå ìàòðèöû, ýêâèâàëåíòíû èíäåêñàì ïðè ýëå-

ìåíòàõ ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòðèö èçâåñòíîãî ãèáðèäíîãî àëãîðèòìà óìíîæåíèÿ

ìàòðèö ïîðÿäêà n � 3� [4], íà îñíîâå êîòîðîãî ïîñòðîåí áàçîâûé àëãî-

ðèòì (2)–(7). Ñôîðìèðîâàííûå íà ïåðâîì ðåêóðñèâíîì øàãå 23 ïàðû ìàòðèö ïî-

ðÿäêà m ÿâëÿþòñÿ ïðîìåæóòî÷íûìè è ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê èñõîäíûå ìàòðèöû

äëÿ ñëåäóþùåãî ðåêóðñèâíîãî øàãà, ãäå äëÿ êàæäîé èç ýòèõ ïàð ôîðìèðóþòñÿ

íîâûå 23 ïàðû ìàòðèö ïîðÿäêà
m

3
àíàëîãè÷íî ïåðâîìó ðåêóðñèâíîìó øàãó. Íà

êàæäîì ïîñëåäóþùåì øàãå ðåêóðñèè ïîðÿäîê îïåðèðóåìûõ ìàòðèö óìåíüøàåò-

ñÿ âòðîå. Íà ïîñëåäíåì øàãå ðåêóðñèè àëãîðèòì îïåðèðóåò (9
9)-ìàòðèöàìè,

îêîí÷àòåëüíî ôîðìèðóÿ äëÿ êàæäîé ïàðû ïðîìåæóòî÷íûõ ìàòðèö äàííîãî ïî-

ðÿäêà íîâûå 23 ïàðû (3
3)-ìàòðèö, âûïîëíÿÿ äàëåå âû÷èñëåíèÿ ïî ôîðìóëàì

(4)–(7). Ïðè ðåàëèçàöèè ïîëíîãî ðåêóðñèâíîãî âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà àëãî-

ðèòì òðåáóåò log 3 1n � ðåêóðñèâíûõ øàãîâ. Äåòàëüíåå ïðîöåññ âû÷èñëåíèÿ ïðî-

èçâåäåíèÿ ìàòðèö â ðåêóðñèâíîì ðåæèìå îïèñàí äàëåå.

Îöåíêà ìóëüòèïëèêàòèâíîé ñëîæíîñòè áàçîâîãî è ðåêóðñèâíîãî àëãî-
ðèòìîâ. Ïîñêîëüêó ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà Âèíîãðàäà (1) ñî-
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ñòàâëÿåò W n n nì
Âèí � � �0 5 1 53 2. . îïåðàöèé óìíîæåíèÿ, áàçîâûé àëãîðèòì

(2)–(7), ïðåîáðàçîâàííûé ïî ôîðìóëå (1), èìååò ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ñëîæíîñòü,

ðàâíóþ

W W m m m
n n n

ì
áàç

ì
Âèí� � � � � � � �

�

�
23 23 0 5 1 5 23

54

3

18 3

3 2
3 2

( . . ) 


�

�

�
�

� �0 4259 3. n

� �3 833 7 6662. .n n îïåðàöèé óìíîæåíèÿ.

Îöåíèì ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ñëîæíîñòü ðàññìîòðåííîãî ðåêóðñèâíîãî àë-

ãîðèòìà ñ ó÷åòîì ãëóáèíû ðåêóðñèè d, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ âàæíåéøåé õàðàêòåðèñ-

òèêîé, âëèÿþùåé íà îïòèìèçàöèþ âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè àëãîðèòìà.

Ïîñòðîåííûé íà îñíîâå áàçîâîãî àëãîðèòìà (2)–(7) íîâûé ðåêóðñèâíûé àë-

ãîðèòì èìååò ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ñëîæíîñòü, îïðåäåëÿåìóþ ïî ñëåäóþùåé

ôîðìóëå:

W
n

ì
ðåê � � � ��

23 0 4259 3 3833 3 7 666 33 3 2(log )
[ . ( ) . ( ) . (

� � � � )] �

� �
� ��

�
�
�

�

�
23

0 4259 3 3833 3 7666 3

23

3

3 2
log . ( ) . ( ) . ( )n

� � �

�
�
�

�

� � �� �n n
log .~3 23 2 854 îïåðàöèé óìíîæåíèÿ, (8)

ãäå �
� � �

�
�

� �0 4259 3 3 833 3 7 666 3

23

3 2. ( ) . ( ) . ( )
— êîýôôèöèåíò ïðè n2 854. ;

� � 2 3 3, , ..., log n.

Ïðè ýòîì ãëóáèíà ðåêóðñèè ñîñòàâëÿåò d n� � �(log )3 1� ðåêóðñèâíûõ

øàãîâ.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (8), îïðåäåëÿåì ìàêñèìàëüíûé ïðîöåíò ìèíèìèçàöèè

ìóëüòèïëèêàòèâíîé ñëîæíîñòè íîâîãî àëãîðèòìà, êîòîðûé äîñòèãàåòñÿ ïðè � � 4

íà ãëóáèíå ðåêóðñèè d n� �log 3 3:

W nì
ðåê � � �

� �
� 2 854

4 3 4 2 4

4

0 4259 3 3 833 3 7 666 3

23

. . ( ) . ( ) . ( )
n2 854. �

� � �
250868

279841
0 8962 854 2 854n n. .. îïåðàöèé óìíîæåíèÿ.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäñòàâëåííûé ðåêóðñèâíûé àëãîðèòì èìååò íàèìåíüøóþ

ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ñëîæíîñòü O n( . ).0 896 2 854 ïî ñðàâíåíèþ ñ áëî÷íî-ðåêóðñèâ-

íûì àëãîðèòìîì Ëåéäåðìàíà, ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ñëîæíîñòü êîòîðîãî ðàâíà

O n( ).2 854 îïåðàöèé óìíîæåíèÿ.

Â òàáë. 1 ïðèâåäåíû õàðàêòåðèñòèêè äàííîãî ðåêóðñèâíîãî àëãîðèòìà ïðè

� � 2 3 4 5 6, , , , .

Èç òàáë. 1 ñëåäóåò, ÷òî ðàññìîòðåííûé àëãîðèòì îáåñïå÷èâàåò ìàêñèìàëüíûé

ïðîöåíò ìèíèìèçàöèè (10.4%) ìóëüòèïëèêàòèâíîé ñëîæíîñòè íà ãëóáèíå ðåêóð-

ñèè d n� log 3 , ñîêðàùàÿ âåêòîð âû÷èñëåíèé íà òðè ðåêóðñèâíûõ øàãà.

Îáîñíîâàíèå íîâîãî àëãîðèòìà. Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ïðàâèëüíîñòè íîâîãî àë-

ãîðèòìà ðàññìîòðèì êîíêðåòíûé ïðèìåð ðåêóðñèâíîãî àëãîðèòìà óìíîæåíèÿ

ìàòðèö A aij� ( ) è B bij� ( ) ïîðÿäêà n qq� �3 3( ), êîòîðûé ãàðàíòèðóåò òî÷íîñòü

ðåøåíèÿ çàäà÷è âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ìàòðèö â ðåêóðñèâíîì ðåæèìå.

Êàê ñëåäóåò èç òàáë. 1, ïðè n � 27 äàííûé àëãîðèòì îáåñïå÷èâàåò ìèíèìèçàöèþ

ìóëüòèïëèêàòèâíîé ñëîæíîñòè íà 9.9%, ñîêðàùàÿ âåêòîð âû÷èñëåíèé íà äâà ðå-

êóðñèâíûõ øàãà ïî ñðàâíåíèþ ñ áëî÷íî-ðåêóðñèâíûì àëãîðèòìîì Ëåéäåðìàíà.
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Ðàññìîòðèì ïåðâûé øàã ðåêóðñèè äàííîãî àëãîðèòìà, êîòîðûé ïðè ðåàëèçà-

öèè ïîëíîãî ðåêóðñèâíîãî âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà òðåáóåò äâà ðåêóðñèâíûõ

øàãà (log )3 27 1 2� � . Âíà÷àëå âû÷èñëÿåì ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ K ij
1 1� ( ), ...,�

K ij
14 14� ( )� è L Lij ij

1 1 14 14� �( ), ..., ( )� � ïî ôîðìóëàì (2) è (3) ïðè i j k, , , , ...,�1 2 9,

à òàêæå ôîðìèðóåì ìàòðèöû, êîòîðûå âêëþ÷àþò ýëåìåíòû èñõîäíûõ ìàòðèö A è

B ñîãëàñíî óêàçàííûì ïðè íèõ èíäåêñàì ( , , , ..., )i j �1 2 9 , à èìåííî:

A a i j
3

3 1 3 1� � �( ), , A a i j
6

3 2 3 2� � �( ), , A a i j
11

3 3 1� �( ), , A a i j
14

3 2 3� �( ), ,

A a i j
19

3 2 3 1� � �( ), , A a i j
20

3 1 3� �( ), , A a i j
21

3 1 3 2� � �( ), , A a i j
22

3 3 2� �( ), ,

A a i j
23

3 3� ( ), , B b i j
1

3 1 3 1� � �( ), , B b i j
6

3 2 3 2� � �( ), , B b i j
10

3 1 3� �( ), ,

B b i j
14

3 3 2� �( ), , B b i j
19

3 1 3 2� � �( ), , B b i j
20

3 3 1� �( ), , B b i j
21

3 2 3� �( ), ,

B b i j
22

3 2 3 1� � �( ), , B b i j
23

3 3� ( ), .

(8)

Óêàçàííûå èíäåêñû ïðè ýëåìåíòàõ ïåðå÷èñëåííûõ ìàòðèö (8) ýêâèâàëåíòíû

èíäåêñàì ïðè ýëåìåíòàõ ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòðèö èçâåñòíîãî ãèáðèäíîãî àëãî-

ðèòìà óìíîæåíèÿ ìàòðèö ïîðÿäêà n � 3� [4], íà îñíîâå êîòîðîãî ïîñòðîåí áàçî-

âûé àëãîðèòì (2)–(7). Îòìåòèì, ÷òî â àëãîðèòìå [4] îïåðàöèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ìàò-

ðèö äëÿ êàæäîé èç 23 ïàð âûïîëíÿåòñÿ òðàäèöèîííûì ìåòîäîì, à â íîâîì àëãî-

ðèòìå — ìåòîäîì Âèíîãðàäà (1), îáåñïå÷èâàþùèì ìèíèìèçàöèþ

ìóëüòèïëèêàòèâíîé ñëîæíîñòè â ðåêóðñèâíîì ðåæèìå.

Äàëåå ôîðìèðóåì 23 ïàðû ìàòðèö ïîðÿäêà m
n

� �
3

9 äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèç-

âåäåíèé S S S1 2 23, 	 	� :

K B S1 1 1� , K L S2 1 2� , A L S3 2 3� , K L S3 3 4� , K L S4 4 5� ,

A B S6 6 6� , K L S K L S5 5 7 6 6 8� �, , K L S7 7 9� , K B S8 10 10� ,

A L S11 8 11� , K L S9 9 12� , K L S10 10 13� , A B S14 14 14� ,

K L S11 11 15� , K L S12 12 16� , K L S13 13 17� , K L S14 14 18� , A B S19 19 19� ,

A B S20 20 20� , A B S21 21 21� , A B S22 22 22� , A B S23 23 23� .

Ñôîðìèðîâàííûå íà ïåðâîì ðåêóðñèâíîì øàãå 23 ïàðû ìàòðèö ïîðÿäêà

m � 9 ÿâëÿþòñÿ ïðîìåæóòî÷íûìè è ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê èñõîäíûå ìàòðèöû äëÿ

ñëåäóþùåãî ðåêóðñèâíîãî øàãà, ãäå äëÿ êàæäîé èç ýòèõ ïàð ôîðìèðóþòñÿ íîâûå

23 ïàðû ìàòðèö ïîðÿäêà
m

3
3� àíàëîãè÷íî ïåðâîìó ðåêóðñèâíîìó øàãó. Íî ïî-
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Ò à á ë è ö à 1

Ïîðÿäîê
ìàòðèö

Õàðàêòåðèñòèêè íîâîãî ðåêóðñèâíîãî àëãîðèòìà

Ãëóáèíà ðåêóðñèè
Êîýôôèöèåíò

ïðè n
2 854.

Ìèíèìèçàöèÿ
ìóëüòèïëèêàòèâíîé

ñëîæíîñòè

3q d � %

32 � 9 log3 1n � 1.043 –

33 � 27 log3 2n � 0.901 9.9

34 � 81 log3 3n � 0.896 10.4

35 � 243 log3 4n � 0.984 1.6

36 � 729 log3 5n � 1.128 –



ñêîëüêó âòîðîé ðåêóðñèâíûé øàã íå ïðèâîäèò ê ìèíèìèçàöèè ìóëüòèïëèêàòèâ-

íîé ñëîæíîñòè, òàê êàê � �1 043. (ñì. òàáë. 1), ýòîò øàã ñîêðàùàåòñÿ. Ó÷èòûâàÿ,

÷òî äàííûé ïðèìåð ñîñòîèò èç îäíîãî ðåêóðñèâíîãî øàãà, äàëåå ðåàëèçóåì

îïåðàöèþ ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö äëÿ êàæäîé èç ñôîðìèðîâàííûõ 23 ïàð ñîãëàñíî

ôîðìóëàì (4)–(6).

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ïðàâèëüíîñòè íîâîãî àëãîðèòìà íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî

êàæäàÿ èç 23 ôîðìóë (4)–(6) ýêâèâàëåíòíà ôîðìóëå (1). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà êîð-

ðåêòíîñòè àëãîðèòìà ââåäåì äîïîëíèòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ìàòðèö, ïðèíàä-

ëåæàùèõ (8), à èìåííî:

A a ai j ij
3

3 1 3 1
3� �� �( ) ( ), , A a ai j ij

6
3 2 3 2

6� �� �( ) ( ), , A a ai j ij
11

3 3 1
11� ��( ) ( ), ,

A a ai j ij
14

3 2 3
14� ��( ) ( ), , A a ai j ij

19
3 2 3 1

19� �� �( ) ( ), , A a ai j ij
20

3 1 3
20� ��( ) ( ), ,

A a ai j ij
21

3 1 3 2
21� �� �( ) ( ), , A a ai j ij

22
3 3 2

22� ��( ) ( ), , A a ai j ij
23

3 3
23� �( ) ( ), ,

B b bi j ij
1

3 1 3 1
1� �� �( ) ( ), , B b bi j ij

6
3 2 3 2

6� �� �( ) ( ), , B b bi j ij
10

3 1 3
10� ��( ) ( ), ,

B b bi j ij
14

3 3 2
14� ��( ) ( ), , B b bi j ij

19
3 1 3 2

19� �� �( ) ( ), , B b bi j ij
20

3 3 1
20� ��( ) ( ), ,

B b bi j ij
21

3 2 3
21� ��( ) ( ), , B b bi j ij

22
3 2 3 1

22� �� �( ) ( ), , B b bi j ij
23

3 3
23� �( ) ( ), .

Â ýòîì ñëó÷àå ýêâèâàëåíòíîñòü óêàçàííûõ ôîðìóë ïðîâåðÿåì íà ïðèìåðå

âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ ïåðâîãî ýëåìåíòà s
11
1 ïðîèçâåäåíèÿ S sij

1 1� ( ) ïåðâîé ïàðû

ìàòðèö K ij
1 1� ( )� è B b i j

1
3 1 3 1� � �( ), ñîãëàñíî ïåðâûì ôîðìóëàì (4)–(6) è ñðàâ-

íåíèÿ åãî ñî çíà÷åíèåì ýëåìåíòà s
11
1 ïðîèçâåäåíèÿ S sij

1 1� ( ) äâóõ ìàòðèö:

K ij
1 1� ( )� è B bij

1 1� ( ), âû÷èñëåííîìó ïî ôîðìóëå (1) ïðè

i j k
m

m, ; ;� �
�

� �1
1

2
4 9.

Âíà÷àëå îïðåäåëÿåì çíà÷åíèå ýëåìåíòà s
11
1 ñîãëàñíî ïåðâûì ôîðìó-

ëàì (4)–(6):

s h g
11
1

11
1

1
1

1
1� � �� ;

� � �
11
1

2 1
1

6 1 3 1 6 4 3 1 2
1

1

� � �� � � � �
�

( )( )
, , , ,

(

i k k j k j i k
k

m

b b
�

� �
1 2) /

� � � � � � �� �� � �im m jb b b1
3 1 3 1 1 1

1
5 2 2 2 1 2

1
, , , , ,

( ) ( )

� � � � � � � �( ) ( ) ( ) (
, , , , , , ,� � � �

1 3
1

11 2 8 2 1 4
1

1 5
1

17 2 14 2b b b b
1 6
1
,

) �

� � � � � �( ) ( ) ;
, , , , , ,� � �

1 7
1

23 2 20 2 1 8
1

1 9
1

26 26b b b

h
i k i k1

1
2 1

1
2

1
1 1
1

1 2
1

1 3
1

1 4
1

1 5
1

1 6
� � � ��� � � � � � � �

, , , , , , , ,
1

1 7
1

1 8
1

1

1 2

�
�

�

� � �
, ,

( ) /

k

m

,

g b b b b b b b bk j k j1
1

6 1 3 1 6 4 3 1 5 2 2 2 11 2 8 2 17 2� � � �� � � �, , , , , , , 14 2 23 2 20 2

1

1 2

, , ,

( ) /

�
�

�

� b b

k

m

.
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Äàëåå âû÷èñëÿåì çíà÷åíèå ýëåìåíòà s
11
1 ïî ôîðìóëå (1):

s b b
i k k j k j i k

k

m

11
1

2 1
1

2
1

2 1
1

2
1

1

1 2

� � �� �
�

�

� ( )( )
, , , ,

( ) /

� � � � �� im mjb1 1

� ��
�

�

�
�

�

� � �
i k i k

k

m

k j k j
k

m

b b
, ,

( ) /

, ,

( ) /

2 1
1

2
1

1

1 2

2 1
1

2
1

1

1 2

� �

� � � � � � � �( ) ( ) ( ) (
, , , , , , ,

� � �
1 1
1

2 1
1

1 1
1

1 2
1

1 3
1

4 1
1

3 1
1b b b b �

1 4
1
,

) �

� � � � � � � �( ) ( ) ( ) (
, , , , , , ,

� � �
1 5
1

6 1
1

5 1
1

1 6
1

1 7
1

8 1
1

7 1
1b b b b �

1 8
1
,

) �

� � � � � �� � � � � � � �
1 9
1

9 1
1

1 1
1

1 2
1

1 3
1

1 4
1

1 5
1

1 6
1

1, , , , , , , , ,
(b

7
1

1 8
1�
,

) �

� � � �( )
, , , , , , , ,

b b b b b b b b
1 1
1

2 1
1

3 1
1

4 1
1

5 1
1

6 1
1

7 1
1

8 1
1 .

Ýêâèâàëåíòíîñòü çíà÷åíèé äàííûõ ýëåìåíòîâ, à òàêæå îñòàëüíûõ ýëåìåíòîâ

ìàòðèö S S1 23~ ïîäòâåðæäàåì íà ñîâîêóïíîñòè òåñòîâûõ ïðèìåðîâ.

Äàëåå îïðåäåëÿåì ïî ôîðìóëàì (7) ïðè i j, , , ...,�1 2 9 çíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ ðå-

çóëüòèðóþùåé ìàòðèöû C cij� ( ), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è âû÷èñëåíèÿ

ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö A è B ïîðÿäêà n � 27 â ðåêóðñèâíîì ðåæèìå. Ïðàâèëüíîñòü

âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé äàííûõ ýëåìåíòîâ òàêæå ïîäòâåðæäàåì íà òåñòîâûõ

ïðèìåðàõ.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ïîðÿäêà n èñõîäíûõ ìàòðèö A è B íî-

âîãî ðåêóðñèâíîãî àëãîðèòìà äëÿ äîñòèæåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïðîöåíòà ìèíèìè-

çàöèè ìóëüòèïëèêàòèâíîé ñëîæíîñòè (10.4%) ïîðÿäîê ïðîìåæóòî÷íûõ ìàòðèö,

âû÷èñëÿåìûõ íà êàæäîì ïîñëåäóþùåì øàãå ðåêóðñèè, óìåíüøàåòñÿ âòðîå, ïîêà

íå äîñòèãíåò çíà÷åíèÿ n � 81, ïðè êîòîðîì îáåñïå÷èâàåòñÿ íà äàííîì øàãå ðåêóð-

ñèè ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà � � 0 896. (ñì. òàáë. 1) è ñîêðàùåíèå

òðåõ ðåêóðñèâíûõ øàãîâ.

Òàêèì îáðàçîì, äàííûé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ ðåêóðñèâíûõ àëãîðèòìîâ, èñ-

ïîëüçóþùèé áûñòðûå ãèáðèäíûå àëãîðèòìû óìíîæåíèÿ ìàòðèö â êà÷åñòâå áàçî-

âûõ, äàåò âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü íîâûå ðåêóðñèâíûå àëãîðèòìû óìíîæåíèÿ ìàò-

ðèö êàê ÷åòíîãî, òàê è íå÷åòíîãî ïîðÿäêà, èìåþùèå ìèíèìèçèðîâàííóþ ìóëü-

òèïëèêàòèâíóþ ñëîæíîñòü è ïðàêòè÷åñêóþ öåííîñòü.
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Ë.Ä. ªëô³ìîâà
ØÂÈÄÊÈÉ ÐÅÊÓÐÑÈÂÍÈÉ ÀËÃÎÐÈÒÌ ÌÍÎÆÅÍÍß ÌÀÒÐÈÖÜ ÏÎÐßÄÊÓ n q

q� �3 1( )

Àíîòàö³ÿ. Çàïðîïîíîâàíî íîâèé øâèäêèé ðåêóðñèâíèé àëãîðèòì ìíîæåííÿ

ìàòðèöü ïîðÿäêó n qq� �3 1( ), ïîáóäîâàíèé íà îñíîâ³ ã³áðèäíîãî àëãîðèòìó

ìíîæåííÿ ìàòðèöü íåïàðíîãî ïîðÿäêó n q q� � � �3 2 1 1� �( , ), ÿêèé çàñòî-

ñîâóºòüñÿ ÿê áàçîâèé àëãîðèòì, êîëè � � �3 0q q( ). Ïîð³âíÿíî ç â³äîìèì

áëî÷íî-ðåêóðñèâíèì àëãîðèòìîì Ëåéäåðìàíà íàâåäåíèé àëãîðèòì äîçâîëÿº
ì³í³ì³çóâàòè íà 10.4% ìóëüòèïë³êàòèâíó ñêëàäí³ñòü, ÿêà äîð³âíþº

W nì � 0 896 2 854. . îïåðàö³é ìíîæåííÿ íà ãëèáèí³ ðåêóðñ³¿ d n� �log3 3, òà

ñêîðîòèòè âåêòîð îá÷èñëåíü íà òðè ðåêóðñèâíèõ êðîêè. Íàâåäåíî îö³íêó
ìóëüòèïëèêàòèâíî¿ ñêëàäíîñò³ áàçîâîãî òà ðåêóðñèâíîãî àëãîðèòì³â.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ë³í³éíà àëãåáðà, áëî÷íî-ðåêóðñèâíèé àëãîðèòì Ëåéäåðìà-
íà, ñ³ì’ÿ øâèäêèõ ã³áðèäíèõ àëãîðèòì³â ìíîæåííÿ ìàòðèöü, àëãîðèòì Âè-
íîãðàäà äëÿ ñêàëÿðíîãî äîáóòêó.

L.D. Jelfimova
A FAST RECURSIVE ALGORITHM FOR MULTIPLYING MATRICES OF ORDER n q

q� �3 1( )

Abstract. A new fast recursive algorithm is proposed for multiplying matrices

of order n qq� �3 1( ). This algorithm is based on hybrid algorithm for

multiplying matrices of odd order n q q� � � �3 2 1 1� �( , ), which is used as

basic algorithm for � � �3 0q q( ). As compared with the well-known

block-recursive Laderman’s algorithm, the new algorithm minimizes by 10.4%

the multiplicative complexity equal to W nì � 0 896 2 854. . multiplication

operations at recursive level d n� �log3 3 and reduces the computation vector by
three recursive steps. The multiplicative complexity of the basic and recursive
algorithms are estimated.

Keywords: linear algebra, Laderman’s block-recursive matrix multiplication
algorithm, family of fast hybrid matrix multiplication algorithms, Winograd’s
algorithm for inner product.
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