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Àíîòàö³ÿ. Ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó ïîáóäîâè îïòèìàëüíèõ çà òî÷í³ñòþ íà êëàñàõ
ôóíêö³é òà áëèçüêèõ äî íèõ êâàäðàòóðíèõ ôîðìóë îá÷èñëåííÿ ïåðåòâîðåííÿ
Áåññåëÿ. Äëÿ äåÿêèõ êëàñ³â ï³ä³íòåãðàëüíèõ ôóíêö³é ïîáóäîâàíî îïòèìàëüí³
çà òî÷í³ñòþ îö³íêè ïîõèáêè îá÷èñëåííÿ ïåðåòâîðåííÿ Áåññåëÿ, à òàêîæ
êâàäðàòóðí³ ôîðìóëè, íà ÿêèõ ö³ îö³íêè äîñÿãàþòüñÿ.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ïåðåòâîðåííÿ Áåññåëÿ, îïòèìàëüíà çà òî÷í³ñòþ êâàäðàòóðíà
ôîðìóëà, ³íòåðïîëÿö³éí³ êëàñè ôóíêö³é, ìåòîä êàïåëþõ³â, ìåòîä ãðàíè÷íèõ
ôóíêö³é.

Îá÷èñëåííÿ ³íòåãðàë³â, ùî ì³ñòÿòü ôóíêö³¿ Áåññåëÿ (ïåðåòâîðåíü Áåññåëÿ),

º îñíîâíèì ùîäî áàãàòüîõ ïðàêòè÷íèõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ òà äëÿ

ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ öèôðîâîãî îáðîáëåííÿ ñèãíàë³â ³ çîáðàæåíü. Çîêðåìà, ìîæíà

íàâåñòè íèçêó çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè, àñòðîíîì³¿, òåîð³¿ ïðóæíîñò³, òåîð³¿ ïî-

òåíö³àë³â, ðîçïîâñþäæåííÿ åëåêòðîìàãí³òíèõ õâèëü, òåïëîïðîâ³äíîñò³, ïðèêëàäíî¿

ñòàòèñòèêè òîùî. Ó á³ëüøîñò³ âèïàäê³â òàê³ ïåðåòâîðåííÿ íå ìîæíà âèêîíàòè

àíàë³òè÷íî, ³ ïîòð³áíî çàñòîñîâóâàòè ÷èñåëüí³ ìåòîäè. Ó ö³é ðîáîò³ ðîçãëÿíóòî

çàäà÷ó ïîáóäîâè îïòèìàëüíèõ çà òî÷í³ñòþ òà áëèçüêèõ äî íèõ êâàäðàòóðíèõ ôîð-

ìóë îá÷èñëåííÿ ïåðåòâîðåííÿ Áåññåëÿ. Äëÿ äåÿêèõ êëàñ³â ï³ä³íòåãðàëüíèõ

ôóíêö³é ïîáóäîâàíî îïòèìàëüí³ çà òî÷í³ñòþ îö³íêè ïîõèáêè îá÷èñëåííÿ ïåðåòâî-

ðåííÿ Áåññåëÿ, à òàêîæ êâàäðàòóðí³ ôîðìóëè, íà ÿêèõ ö³ îö³íêè äîñÿãàþòüñÿ.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×²

Ðîçãëÿíåìî îá÷èñëåííÿ ç ì³í³ìàëüíî ìîæëèâîþ ïîõèáêîþ ³íòåãðàëà âèãëÿäó
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— ôóíêö³ÿ Áåññåëÿ ïåðøîãî ðîäó ïî-

ðÿäêó m, m — íåâ³ä’ºìíå ö³ëå ÷èñëî. Òóò �( )a x e dxa x� �

�
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�
0

1 — ãàìà-

ôóíêö³ÿ (äëÿ ö³ëèõ íåâ³ä’ºìíèõ n ãàìà-ôóíêö³ÿ �( ) ( )!n n� �1 ).
Äîïóñòèìî, ùî f x F( )� , F — ìíîæèíà ôóíêö³é, âèçíà÷åíèõ íà â³äð³çêó

[ , ]0 1 òà çàäàíèõ íå á³ëüøå, í³æ N çíà÷åííÿìè f x f( )� �� ó âóçëîâèõ òî÷êàõ x� ,

� � �0 1, N , x� �[ , ]0 1 . Íåõàé LN — ìíîæèíà âñ³õ êâàäðàòóðíèõ ôîðìóë l fN ( ), ùî

âèêîðèñòîâóþòü ³íôîðìàö³þ ïðî çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ f x( ) íå á³ëüøå, í³æ ó N òî÷êàõ.

Ïîçíà÷èìî R R f l mN� ( , , , )� ðåçóëüòàò íàáëèæåíîãî îá÷èñëåííÿ I fm ( , )� çà äî-

ïîìîãîþ êâàäðàòóðíî¿ ôîðìóëè l fN ( ). Ðîçãëÿíåìî òàê³ õàðàêòåðèñòèêè:

V f m l I f RN m( , , , ) ( ( , ), )� � �� ,

V F m l V f m lN
f F

N( , , , ) sup ( , , , )� ��
�

, (2)

V V F m V F m lN
l L

N
N N
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( , , ) inf ( , , , )� � ,
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äå � �( ( , ), )I f Rm — ïîõèáêà ÷èñåëüíîãî ³íòåãðóâàííÿ: � �( ( , ), )I f Rm �
� �| ( , ) |I f Rm � .

Êâàäðàòóðíó ôîðìóëó l fN
� ( ), íà ÿê³é äîñÿãàºòüñÿ îïòèìàëüíà îö³íêà VN ,

áóäåìî íàçèâàòè îïòèìàëüíîþ çà òî÷í³ñòþ êâàäðàòóðíîþ ôîðìóëîþ. ßêùî

V F m l VN N( , , , )� �� � , � � 0, òî lN íàçèâàºòüñÿ îïòèìàëüíîþ çà òî÷í³ñòþ ôîð-

ìóëîþ îá÷èñëåííÿ I fm ( , )� ç òî÷í³ñòþ äî � . ßêùî � � o VN( ) àáî � �O VN( ), òî

lN íàçèâàºòüñÿ àñèìïòîòè÷íî îïòèìàëüíîþ àáî îïòèìàëüíîþ çà ïîðÿäêîì òî÷-

íîñò³ â³äïîâ³äíî.

Äëÿ îá÷èñëåííÿ îö³íîê ïîõèáêè ÷èñåëüíîãî ³íòåãðóâàííÿ I fm ( , )� íà êëàñàõ

ï³ä³íòåãðàëüíèõ ôóíêö³é F âèêîðèñòîâóþòü ìåòîä êàïåëþõ³â [1]. Â³í äàº çìîãó îòðè-

ìàòè îö³íêó ïîõèáêèV F m( , , )� , à íå ïîõèáêó. Öå çóìîâëþº çàñòîñîâí³ñòü öüîãî ìå-

òîäó äëÿ ïîáóäîâè ëèøå îïòèìàëüíî¿ ç òî÷í³ñòþ äî � êâàäðàòóðíî¿ ôîðìóëè.

Ï³äâèùåííÿ «ïîòåíö³éíî¿ ñïðîìîæíîñò³» êâàäðàòóðíèõ ôîðìóë ìîæå áóòè

çä³éñíåíå øëÿõîì «çâóæåííÿ» â³äïîâ³äíîãî êëàñó F íà ³íòåðïîëÿö³éí³ êëàñè FN ,

ÿê³ âèçíà÷àþòüñÿ íàëåæí³ñòþ êëàñó F òà ùå 2N ô³êñîâàíèìè çíà÷åííÿìè ³íôîð-

ìàö³éíîãî îïåðàòîðà: { }xi
N
0

1� ³ { }f i
N
0

1� [2]. Ôóíêö³¿, ÿê³ íàëåæàòü äî òàêèõ

(³íòåðïîëÿö³éíèõ) êëàñ³â, íå ðîçð³çíÿþòüñÿ êâàäðàòóðíèìè ôîðìóëàìè (äëÿ âñ³õ

íèõ íàáëèæåíå çíà÷åííÿ ³íòåãðàëà áóäå îäíå ³ òå æ ñàìå). Äëÿ ïîáóäîâè òà

îá´ðóíòóâàííÿ îïòèìàëüíèõ çà òî÷í³ñòþ ³ áëèçüêèõ äî íèõ êâàäðàòóðíèõ ôîðìóë

îá÷èñëåííÿ I fm ( , )� â êëàñàõ FN çàñòîñîâóþòü ìåòîä ãðàíè÷íèõ ôóíêö³é [3].

Ó ö³é ðîáîò³ ðîçãëÿäàòèìåìî òàê³ êëàñè ï³ä³íòåãðàëüíèõ ôóíêö³é:

1) CL — êëàñ ôóíêö³é f x( ) , âèçíà÷åíèõ íà [ , ]0 1 , ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâ³

Ë³ïøèöÿ ç êîíñòàíòîþ L:

| ( ) ( ) | | |f x f x L x x� � � � �'' '' , � �x x a b, [ , ]'' ;

2) CL N, — êëàñ ôóíêö³é f x CL( )� , çàäàíèõ ô³êñîâàíèìè çíà÷åííÿìè f i

ó âóçëàõ ô³êñîâàíî¿ ñ³òêè xi , i N� �0 1, ;

3) W rr L, , �1, — êëàñ ôóíêö³é, ùî ìàþòü ( )r �1 -ó íåïåðåðâíó ïîõ³äíó, ïðè-

÷îìó f x Cr
L

( ) ( )� �1 ;

4) W N L2, , — êëàñ ôóíêö³é, ùî íàëåæàòü êëàñó W L2, , ³ âèõ³äíà ³íôîðìàö³ÿ

ïðî f x( ) çàäàíî ô³êñîâàíèìè çíà÷åííÿìè ôóíêö³¿ òà ¿¿ ïåðøî¿ ïîõ³äíî¿ ó âóçëàõ

ô³êñîâàíî¿ ñ³òêè xi , i N� �0 1, .

Äëÿ ñïðîùåííÿ âèêëàäîê äîïóñòèìî, ùî f x( ) âèçíà÷åíà òî÷íî íà â³äð³çêó

[ , ]0 1 ó âóçëàõ ð³âíîì³ðíî¿ ñ³òêè { }x h N h N� � �� � � �, , , /0 1 1 .

ÏÎÁÓÄÎÂÀ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÈÕ ÇÀ ÏÎÐßÄÊÎÌ ÒÎ×ÍÎÑÒ² ÊÂÀÄÐÀÒÓÐÍÈÕ ÔÎÐÌÓË
ÎÁ×ÈÑËÅÍÍß ÏÅÐÅÒÂÎÐÅÍÜ ÁÅÑÑÅËß ÄËß ÊËÀÑ²Â C L , Wr L, , W L2,

Ìàº ì³ñöå òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Íåõàé f x CL( )� , m — íåâ³ä’ºìíå ö³ëå ÷èñëî. Òîä³ äëÿ îïòèìàëü-

íî¿ îö³íêè ïîõèáêè îá÷èñëåííÿ ³íòåãðàëà (1) ó ðàç³ âåëèêèõ çíà÷åíü �

(�
� �

�� � �
3

4 2
m M , M — ê³ëüê³ñòü íóë³â ôóíêö³¿ J xm ( )� íà [ , ]0 1 ) ñïðàâåäëèâà

òàêà îö³íêà çíèçó:

V C m LC
N

N L( , , )�
�

� 1
1

, (3)

äå C
C

J dm1
2

0
4

� � | ( ) |� �

�

, C2 — äåÿêà êîíñòàíòà, ùî çàëåæèòü â³ä � òà m .
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Äîâåäåííÿ. Ùîá ïîáóäóâàòè îö³íêó (3), çàñòîñóºìî ìåòîä îòðèìàííÿ îö³íîê

çíèçó äëÿ ïîõèáîê ÷èñåëüíîãî ³íòåãðóâàííÿ [1], â³äîìèé òàêîæ ï³ä íàçâîþ ìåòî-

äó êàïåëþõ³â.

Â³äîìî, ùî äëÿ íåâ³ä’ºìíèõ m óñ³ íóë³ ôóíêö³¿ J zm ( ) º ä³éñíèìè òà ³çîëüîâàíè-

ìè [4, ñ. 32]. Äîïóñòèìî, ùî J xm ( )� íà [ , ]0 1 çì³íþº çíàê M ðàç³â ó òî÷êàõ xi
0 0 1�[ , ],

i M� �0 1, . Ðîç³á’ºìî êðîê h íà l ð³âíèõ ÷àñòèí (l M� — íàòóðàëüíå ÷èñëî) ³ ðîçãëÿ-

íåìî ñ³òêó { }x p p Nl h lp � � �� �, , , /0 . Ïîçíà÷èìî �
p p p

x x� � ��
�

[ , ]
1

òàê³ â³äð³çêè

[ , ]x xp p�1 , ÿê³ çàäîâîëüíÿþòü óìîâ³ xi p
0 � �� . Âèçíà÷èìî ôóíêö³þ f x1
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� �( ) .
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äå � � �
p p p p

x x x
� � � �� �

�
1

1
2[ , ( ) / ], � � �

p p p p
x x x

� � � �� �
� �

2
1 1

2[ ( ) / , ]. Ñóìà ó

ïðàâ³é ÷àñòèí³ (4) àïðîêñèìóº | ( ) |J dm � �

�
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� .
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Â³äîìî [4], ùî ó âèïàäêó z �� ìàº ì³ñöå òàêå àñèìïòîòè÷íå ïðåäñòàâëåííÿ

ôóíêö³é Áåññåëÿ:

J z
z

z m O zm ( ) cos ( )/� � �
�

�
�

	



��

�2

2 4

3 2

�

� �
. (5)

Äî òîãî æ äëÿ äîäàòíèõ íóë³â ôóíêö³¿ J zm ( ) ç âåëèêèìè íîìåðàìè ñïðàâåäëè-

âà íàáëèæåíà ð³âí³ñòü

x m k
k
m( )  � �

3

4 2

� �
� ,

äå k — íîìåð äîäàòíîãî íóëÿ (íóë³ x m
1
( ) , x m

2
( ) , … íóìåðîâàí³ ó ïîðÿäêó çðîñòàí-

íÿ, ïî÷èíàþ÷è ç íàéìåíøîãî äîäàòíîãî íóëÿ).

Çâ³äñè âèïëèâàº, ùî îñê³ëüêè çà óìîâîþ òåîðåìè � — âåëèêå, òî íàéá³ëüøèé

íà [ , ]0 1 íóëü x
M �1
0 ôóíêö³¿ J xm ( )� çàäîâîëüíÿº óìîâ³ x m M

M �
 � � �

1
0 3

4 2

� �
� � ,

âíàñë³äîê öüîãî ê³ëüê³ñòü íóë³â ôóíêö³¿ J xm ( )� íà [ , ]0 1 çàäîâîëüíÿº óìîâ³

M
m

� � �
�

� 2

3

4
. Îòæå, çíà÷åííÿ l ìîæå áóòè âèáðàíå íå á³ëüøèì çà äåÿêó êîí-

ñòàíòó. Äîïóñòèìî, ùî l C� 2 . Òîä³

| ( , ) |I f LC
h

m �
�

1 1
� � , äå C

C
J dm1

2 0

1

4
� � | ( ) |� �

�

.

Ðîçãëÿíåìî ôóíêö³þ f x f x2 1
� �� �( ) ( ) . Âíàñë³äîê òîãî ùî áóäü-ÿêà êâàäðà-

òóðíà ôîðìóëà, ïîáóäîâàíà çà çíà÷åííÿìè öèõ ôóíêö³é ó âóçëàõ x� , � � �0 1, N ,

äàº íóëüîâèé ðåçóëüòàò, ìàºìî R f l m R f l mN N( , , , ) ( , , , )1 2 0� �� �� � , à îñê³ëüêè

I f I fm m( , ) ( , )� �1 2
� �� � , òî

V f m l V f m l I f R R IN N m m( , , , ) ( , , , ) | ( , ) | | ( ,1 2 1
� � �� � � � �� � � � f 2

� �) |

� � � � �� � �| ( ( , ) ) ( ( , )) | | ( , ) |I f R R I f I fm m m� � �1 2 12 .

×åðåç òå ùî äëÿ áóäü-ÿêî¿ êâàäðàòóðíî¿ ôîðìóëè l fN ( )

V C m l V f m l V f m lL N N N( , , , ) max ( , , , ), ( , , , )� � �� �� �{ }1 2

�
�

� �
� �

�V f m l V f m l
I f LC s hN N

m
( , , , ) ( , , , )

| ( , ) | /1 2
1 1

1 2

2

� �
� ,

íèæíÿ ìåæà çà âñ³ìà êâàäðàòóðíèìè ôîðìóëàìè ìàº âèãëÿä V C m LC
h

N L( , , )�
�

� 1 .

Òåîðåìó ïîâí³ñòþ äîâåäåíî.

Äëÿ îá÷èñëåííÿ ³íòåãðàëà (1) íà êëàñ³ CL ïîáóäóºìî êâàäðàòóðíó ôîðìóëó, ùî

áàçóºòüñÿ íà àïðîêñèìàö³¿ ôóíêö³¿ f x CL( )� êóñêîâî-ïîñò³éíîþ ôóíêö³ºþ f x3
� ( ),

ÿêà íà â³äð³çêàõ x x x� � �[ , ]/ /� �1 2 1 2 , � � �0 1, N , äîð³âíþº f x f3, ( )� �
� � . Òóò

x x x N x x� � � �� �� � � � �1 2 1 2 02 1 1/ // , , ,� ,

x x x N x xN N� � � �� �� � � � �1 2 1 22 0 2/ // , , ,� .

Ï³äñòàâèìî f x3
* ( ) ó ôîðìóëó (1) ³ îòðèìàºìî

R m f x J x dx f J x dxm

x

x

m1 3

0

1

1 2

1 2

( , ) ( ) ( ) ( )

/

/

� � ��
�

�

�

� ��
� �

�

�

�

�


0

1N

. (6)
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Ìàº ì³ñöå òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìà 2. Íåõàé f x CL( )� , m — íåâ³ä’ºìíå ö³ëå ÷èñëî. Òîä³ ó ðàç³ âåëèêèõ

çíà÷åíü � êâàäðàòóðíà ôîðìóëà (6) º îïòèìàëüíîþ çà ïîðÿäêîì òî÷íîñò³, ïðè÷îìó

V C m R LC
N

L( , , , )�
�

1 3
1

� , C J dm3

0

1

2
� � | ( ) |

�

� � . (7)

Äîâåäåííÿ. Ïðîâåäåìî îö³íþâàííÿ:

� � �
�

�

�

�

( ( , ), ( , )) [ ( ) ( )

/

/

I f R m f x f xm

N

x

x

1

0

1

1 2

1 2

� �
�

�

 �
�

�

] ( )J x dxm � �

� � � �

�

�

�

�
�

�

x

xN

m

x

f x f x J x dx L

�

�

�
�

� �

1 2

1 2

1
0

1

/

/

| ( ) ( ) | | ( ) |

/

/

| | | ( ) |

2

1 2

0

1 xN

mx x J x dx

�

�
� �

�

�
�

�

� � �

� � � � � �

�

�

� �L x x J x dx x x J x dxm

x

x

m( ) | ( ) | ( ) | ( ) |

/

� �� �

�

�

1 2

1

1

x

xN

�

�

�

�

�
!

"

#
#

$

%

&
&
�

�

� 1 2

0

1 /

� �
!

"

#
�

�

�

� �L
h

J x dx
h

J x dx

x

x

m

x

x

m
2 2

1 2

1 2

1

�

�

�

�

� �

/

/

| ( ) | | ( ) |
#

$

%

&
&
�

�

�


� 0

1N

� �� �L
h

J d L
N

J dm m
2

1 1

2
0 0

�
� �

�
� �

� �

| ( ) | | ( ) | . (8)

Îñê³ëüêè îö³íêà �( , )I Rm 1 ñïðàâåäëèâà äëÿ áóäü-ÿêî¿ ôóíêö³¿ f x CL( )� , òî

âîíà ñïðàâåäëèâà ³ äëÿ V C m RL( , , , )� 1 .

Äîâåäåííÿ çàâåðøóºòüñÿ ïîð³âíÿííÿì îö³íêè çíèçó äëÿ V C mN L( , , )� (3) òà

îö³íêè çâåðõó äëÿ V C m RL( , , , )� 1 (8).

Òåîðåìó ïîâí³ñòþ äîâåäåíî.

Çàóâàæåííÿ 1. Îñê³ëüêè | ( ) |J ym � 1 'y ³ | ( ) | /J y C ym � �
4

1 3 ' �y 1 [5], 'm,

äå C4 — êîíñòàíòà, íåçàëåæíà â³ä y ³ m, òî äëÿ � �1

| ( ) | | ( ) | | ( ) | /J d J d J d C dm m m� � � � � � � �

� �

0 0

1

1

4
1 31� � �� � � � �

1

4
2 31

3

2
1

�

�� � � �C ( )/ .

Îòæå, ìàòèìåìî òàêó êîíñòàíòó C5 , íåçàëåæíó â³ä � òà m, ùî

| ( ) | /J d Cm � � �

�

0

5
2 3

� � ³

V C m R L
N

J d C
L

N
L m( , , , ) | ( ) |�

�
� �

�

�

1

0

5 3

1

2 2
� �� .

Çàóâàæåííÿ 2. Ç óðàõóâàííÿì àñèìïòîòè÷íîãî íàáëèæåííÿ (5) äëÿ

áóäü-ÿêîãî ô³êñîâàíîãî m òà âåëèêèõ çíà÷åíü � îòðèìóºìî

| ( ) | | ( ) | | ( ) |J d J d J dm m m� � � � � �

� �

�

�

0 0

� � �� � �

� �
�

�
�

	



� �� �

� ��
� �

� � �

�

�

�

�
2 1

1 2
1 2

6
3 2

/
/ /d C dx .
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Îòæå, ìàòèìåìî òàêó êîíñòàíòó C7 , íåçàëåæíó â³ä � òà m , ùî

| ( ) |J d Cm � � �

�

0

7� � ³

V C m R L
N

J d LC
N

L m( , , , ) | ( ) |�
�

� �
�

�

1

0

7
1

2

1

2
� �� .

Ðîçãëÿíåìî êëàñ ôóíêö³é Wr L, .

Òåîðåìà 3. Íåõàé f x Wr L( ) ,� , m — íåâ³ä’ºìíå ö³ëå ÷èñëî. Òîä³ äëÿ îïòè-

ìàëüíî¿ îö³íêè ïîõèáêè îá÷èñëåííÿ ³íòåãðàëà (1) ó ðàç³ âåëèêèõ çíà÷åíü � ñïðà-

âåäëèâà òàêà îö³íêà çíèçó:

V W m LC
N

N r L r
( , , ), �

�
� 8

1
, (9)

äå C
r

C r
J d

r m8

9
2

02 2 1
�

�
�

!

( ) ( )!
| ( ) |� �

�

, C9 — äåÿêà êîíñòàíòà, ùî çàëåæèòü

â³ä � òà m .

Äîâåäåííÿ. Ùîá îòðèìàòè îö³íêó (9), çàñòîñóºìî ìåòîä êàïåëþõ³â.

Äîïóñòèìî, ùî J xm ( )� íà [ , ]0 1 çì³íþº çíàê M ðàç³â ó òî÷êàõ xi
0 0 1�[ , ],

i M� �0 1, . Ðîç³á’ºìî êðîê h íà l ð³âíèõ ÷àñòèí (l M� — íàòóðàëüíå ÷èñëî) ³ ðîçãëÿ-

íåìî ñ³òêó { }x p p Nl h lp � � �� �, , , /0 . Ïîçíà÷èìî �
p p p

x x� � ��
�

[ , ]
1

òàê³ â³äð³çêè

[ , ]x xp p�1 , ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâ³ xi p
0 � �� . Âèçíà÷èìî ôóíêö³þ f x4

� ( ) [6]:

f x

LN

r
x x x x J x x

r

r p
r

p
r

m p

4
2 1

2* ( ) !
( ) ( ) ( ( )),

�
� � �� � ��

sign � �

�

p

p
p

x

�

�

��

�

�
��

�
�
�

,

, .0 �

Âî÷åâèäü, ùî f xi4 0� �( ) , i N� �0 1, , à ç ðåçóëüòàò³â ðîáîòè [6] âèïëèâàº,

ùî f x Wr L4
� �( ) , .

Ïðîâåäåìî îö³íþâàííÿ

| ( , ) | ( ) ( ) ( ) ( )I f f x J x dx f x J x dm m

p

m

p

� � �4 4

0

1

4
� � �� ��  �

�
��

x �

� � �� �

�
�

��
LN

r
x x x x J x dx

r

r p
r

p
r

m

p
p

!
( ) ( ) | ( ) |

22 1
�

�

.

Çðîáèìî çàì³íó çì³ííèõ x x
p

� � �� � � òà îòðèìàºìî

| ( , ) |
!

| (I f
LN

r
J xm

r

r

r r

m p
�

�

�

�
�

�

�
� �4 22

� �
�

�
�

	



� �
�

�
�

	



� � �

�
� ) | d

p

�

��

0

.

Çàñòîñóºìî òåîðåìó ïðî ñåðåäíº çíà÷åííÿ äî êîæíîãî ³íòåãðàëà â ñóì³:

| ( , ) |
!( )

| ( ) | ( )I f
LN

r
J dm

r

r m p
r r�

�
� � �� � �

��

4 2 1
0

2

2

�

�
� �� �

�

�
�

��

�

�
�

��
�

�

p

86 ISSN 1019-5262. Ê³áåðíåòèêà òà ñèñòåìíèé àíàë³ç, 2021, òîì 57, ¹ 2



� �
�

�
�

��

�

�
�

��
�

� �
2

2 2 1
0

LN

r
J d

r

r m p
r r

p!( )
| ( ) | ( )

�
� � �� � �

��

�
 �

� � � �
�

�

�


2

2
1 1

2 1

2LN

r
B r r J

r

r

r
m p

p!( )
( ) ( , ) | ( ) |

�
�� �� �

�
� � �

�
�

	



� �

�


LN B r r

r Nl
J

LB rr

r

r

m p
p

( , )

!
| ( ) |

(
*

1 1

2

1

2

2

�
�� �

� �
�

�


1 1

2 2

, )

!( )
| ( ) | ,

r

r l N
J

r r m p
p�

�� � (10)

äå � � �
p p p

x x� � ��
�

[ , ]
1

, B r r
r

r
( , )

( !)

( )!
� � �

�
1 1

2 1

2

— ³íòåãðàë Åéëåðà ïåðøîãî

ðîäó. Ñóìà ó ïðàâ³é ÷àñòèí³ (10) àïðîêñèìóº | ( ) |J dm � �

�

0

� .

ßê áóëî çàñâ³ä÷åíî ï³ä ÷àñ äîâåäåííÿ òåîðåìè 1, äëÿ âåëèêèõ çíà÷åíü �

ê³ëüê³ñòü íóë³â ôóíêö³¿ J xm ( )� íà [ , ]0 1 çàäîâîëüíÿº óìîâ³ M
m

� � �
�

� 2

3

4
. Îòæå,

çíà÷åííÿ l ìîæå áóòè âèçíà÷åíå íå á³ëüøèì çà äåÿêó êîíñòàíòó. Äîïóñòèìî, ùî
l C� 9 . Òîä³

| ( , ) |
!

( )!( )
| ( ) |I f

Lr

r C N
J d LCm r r m�

�
� �

�

�

4

9
2

0

8
2 1 2

1� �
�

��
N r

,

äå C
r

C r
J d

r m8

9
2

02 2 1
�

�
�

!

( ) ( )!
| ( ) |� �

�

.

Ðîçãëÿíåìî ôóíêö³þ f x f x5 4
� �� �( ) ( ) . Âíàñë³äîê òîãî ùî áóäü-ÿêà êâàäðà-

òóðíà ôîðìóëà, ïîáóäîâàíà çà çíà÷åííÿìè öèõ ôóíêö³é ó âóçëàõ x� , � � �0 1, N ,

äàº íóëüîâèé ðåçóëüòàò, ìàºìî R f l m R f l mN N( , , , ) ( , , , )4 5 0� �� �� � , à îñê³ëüêè

I f I fm m( , ) ( , )� �4 5
� �� � , òî

V f m l V f m l I f R R IN N m m( , , , ) ( , , , ) | ( , ) | | ( ,4 5 4
� � �� � � � �� � � � f 5

� �) |

� � � � �� � �| ( ( , ) ) ( ( , )) | | ( , ) |I f R R I f I fm m m� � �4 5 42 .

Îñê³ëüêè äëÿ áóäü-ÿêî¿ êâàäðàòóðíî¿ ôîðìóëè l fN ( ) ìàºìî

V W m l V f m l V f m lr L N N N( , , , ) max ( , , , ), ( , , , ), � � �� �� �{ }4 5

�
�

� �
� �

�V f m l V f m l
I fN N

m
( , , , ) ( , , , )

| ( , ) |4 5
4

2

� �
� LC

N r8
1

�
,

òî é íèæíÿ ìåæà çà âñ³ìà êâàäðàòóðíèìè ôîðìóëàìè îö³íþºòüñÿ ÿê

V W m LC
N

N r L r
( , , ), �

�
� 8

1
.

Òåîðåìó ïîâí³ñòþ äîâåäåíî.

Ëåãêî äîâåñòè, ùî çã³äíî ç óìîâàìè òåîðåìè 3 êâàäðàòóðíà ôîðìóëà

R m S x J x dxm2

0

1

( , ) ( ) ( )� �� � � (11)

º îïòèìàëüíîþ çà ïîðÿäêîì òî÷íîñò³. Òóò S x� ( ) — ïðîñòèé ïîë³íîì³àëüíèé

ñïëàéí íà ñ³òö³ � : 0 10 1� ( ( ( �x x x N� çà óìîâè, ùî f x S x( ) ( )� � çàäîâîëü-

íÿº ïåâí³ êðàéîâ³ óìîâè [7, òåîðåìà 4.4.1] ³ ìàòðèöÿ, îáåðíåíà äî ìàòðèö³

êîåô³ö³ºíò³â ñèñòåìè ð³âíÿíü äëÿ ñïëàéíà, îáìåæåíà.
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Ðîçãëÿíåìî êëàñ W L2, . Íåõàé ó âóçëîâèõ òî÷êàõ x� çàäàíî çíà÷åííÿ äåÿêî¿

ôóíêö³¿ f x W L( ) ,� 2 òà ¿¿ ïîõ³äíî¿ �f x( ) : f x f( )� �� , � � �f x f( )� � , � � �0 1, N . Äëÿ

îá÷èñëåííÿ ïåðåòâîðåííÿ Áåññåëÿ (1) íà öüîìó êëàñ³ ïîáóäóºìî êâàäðàòóðíó

ôîðìóëó, ùî áàçóºòüñÿ íà àïðîêñèìàö³¿ ôóíêö³¿ f x( ) åðì³òîâèì êóá³÷íèì ñïëàé-

íîì S x3 ( ) , ÿêèé íà â³äð³çêàõ [ , ]x x� ��1 , � � �0 1, N , ìàº âèãëÿä

S x t f t f t h f t h f3 1 2 1 3 4 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � � � � �� �	 	 	 	� � � � , (12)

äå 	1
21 1 2( ) ( ) ( )t t t� � � , 	2

2 3 2( ) ( )t t t� � , 	3
21( ) ( )t t t� � , 	4

21( ) ( )t t t� � � ,

t x x h� �( ) /� .

Ï³äñòàâèìî S x3 ( ) ó ôîðìóëó (1):

R m I S S x J x dxm m3 3 3

0

1

( , ) ( , ) ( ) ( )� � �� � ��

� � � � �
�

�
�

�

�

x

xN

t f t f t h f t h

�

�

�
� � �	 	 	 	

1

0

1

1 2 1 3 4( ( ) ( ) ( ) ( ) � ��f J x dxm� �1 ) ( )

� � � � � � �
�

�
�

�

� �

x

xN

f t f f t f f ht f

�

�

�
� � � � � �

1

0

1
2

1
2

13 2( ( ) ( ) �

� � � � � � � �� �ht f f ht f f J x dxm
2

1
3

12( ) ( )) ( )� � � � � . (13)

Ìàº ì³ñöå òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìà 4. Íåõàé f x W L( ) ,� 2 , m — íåâ³ä’ºìíå ö³ëå ÷èñëî. Òîä³ äëÿ âåëèêèõ

çíà÷åíü � êâàäðàòóðíà ôîðìóëà (13) º îïòèìàëüíîþ çà ïîðÿäêîì òî÷íîñò³, ïðè÷îìó

V W m R LC
N

L( , , , ),2 3 10 2

1
�

�
� , C J dm10

0

1

16
� � | ( ) |� �

�

. (14)

Äîâåäåííÿ. Âèêîíàºìî îö³íþâàííÿ:

� � � �

�

�

�

( ( , ), ( , )) [ ( ) ( )] ( )I f R m f x S x J x dxm

x

x

m

N

3 3

0

1

� �
�

�
�

�

 �
1

� �
�

�
�

�

x

xN

mf x S x J x dx

�

�

�

�

1

0

1

3| ( ) ( ) | | ( ) | .

Ó ðîáîò³ [8] äîâåäåíî, ùî ó âèïàäêó, êîëè f x W L( ) ,� 2 , ìàºìî | ( ) ( ) |f x S x� �3

�
Lh2

16
íà êîæíîìó â³äð³çêó [ , ]x x� ��1 . Îòæå,

� � � �

�

�

�

( ( , ), ( , )) | ( ) |I f R m
Lh

J x dx Lm

x

x

m

N

3

2

0

1

16

1

� �
�

�
�

�
1

16 2
0�

� �

�

N
J dm| ( ) | .� (15)

Îñê³ëüêè îö³íêà �( , )I Rm 3 ñïðàâåäëèâà äëÿ áóäü-ÿêî¿ ôóíêö³¿ f x W L( ) ,� 2 ,

òî âîíà ñïðàâåäëèâà ³ äëÿ V W m RL( , , , ),2 3� .

Äîâåäåííÿ çàâåðøóºòüñÿ ïîð³âíÿííÿì îö³íêè çíèçó äëÿ V W mN r L( , , ), � (9)

ó âèïàäêó r � 2 òà îö³íêè çâåðõó äëÿ V W m RL( , , , ),2 3� (15).

Òåîðåìó ïîâí³ñòþ äîâåäåíî.

ÏÎÁÓÄÎÂÀ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÈÕ ÇÀ ÒÎ×Í²ÑÒÞ ÊÂÀÄÐÀÒÓÐÍÈÕ ÔÎÐÌÓË
ÎÁ×ÈÑËÅÍÍß ÏÅÐÅÒÂÎÐÅÍÜ ÁÅÑÑÅËß ÄËß ÊËÀÑ²Â C L N, , W N L2, ,

Ðîçãëÿíåìî á³ëüø âóçüê³ (³íòåðïîëÿö³éí³) êëàñè ôóíêö³é FN [2]: CL N, òà W N L2, , .

Êëàñ CL N, â³äïîâ³äàº âèïàäêó, êîëè { }f N
� 0

1� ô³êñîâàí³, à êëàñ W N L2, , â³äïîâ³äàº

âèïàäêó, êîëè ô³êñîâàí³ { }f N
� 0

1� òà { }� �f N
� 0

1.
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Äëÿ ïîáóäîâè îïòèìàëüíèõ çà òî÷í³ñòþ êâàäðàòóðíèõ ôîðìóë îá÷èñëåííÿ ïåðå-

òâîðåííÿ Áåññåëÿ (1) íà êëàñàõ CL N, , W N L2, , çàñòîñóºìî ìåòîä ãðàíè÷íèõ

ôóíêö³é [3], ùî ïîëÿãàº ó âèçíà÷åíí³ ÷åáèøîâñüêîãî öåíòðà I fm
� ( , )� ³ ÷åáèøîâñüêî-

ãî ðàä³óñà �� îáëàñò³ íåâèçíà÷åíîñò³ ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ (1) íà ôóíêö³ÿõ êëàñó FN :

I f
I f I f

m f
I f I

m
m m

m m

�
� �

�
� �

�
�

�
�

( , )
( , ) ( , )

,

( , , )
( , )

�
� �

� �
�

2

( , )
,

� f

2

(16)

äå I f I fm
f F

m

N

�

�
�( , ) sup ( , )� � , I f I fm

f F
m

N

�

�
�( , ) inf ( , )� � — ìàæîðàíòà ³ ì³íîðàí-

òà ìíîæèíè ìîæëèâèõ çíà÷åíü ³íòåãðàëà (1) íà ôóíêö³ÿõ êëàñó FN .

Çàäà÷à âèçíà÷åííÿ ìàæîðàíòè I fm
� ( , )� òà ì³íîðàíòè I fm

� ( , )� îáëàñò³ íå-

âèçíà÷åíîñò³ ³íòåãðàëà (1) ïîòðåáóº ïîáóäîâè ôóíêö³é f x FN
� �( ) , f x FN

� �( ) ,

íà ÿêèõ âîíè â³äïîâ³äíî äîñÿãàþòüñÿ:

I f f x J x dxm m

a

b
� �� �( , ) ( ) ( )� � , I f f x J x dxm m

a

b
� �� �( , ) ( ) ( )� � . (17)

Òîä³ îïòèìàëüíà êâàäðàòóðíà ôîðìóëà ìàº âèãëÿä

I f f x f x J x dxm m
� � �� ��( , ) ( ( ) ( )) ( )� �

1

2
0

1

, (18)

à ÷åáèøîâñüêèé ðàä³óñ ìàº âèãëÿä

� � �� � �� ��( , , ) ( ( ) ( )) ( )m f f x f x J x dxm
1

2
0

1

. (19)

Îòæå, äëÿ ïîáóäîâè I fm
� ( , )� ³ � �� ( , , )m f â³äïîâ³äíî äî âèãëÿäó (18) ³ (19)

íåîáõ³äíî âèçíà÷èòè ôóíêö³¿ f x� ( ) ³ f x� ( ), à òàêîæ ôóíêö³¿

f x f x f x� � �� �( ) ( ( ) ( ))
1

2
, (20)

�� � �� �( ) ( ( ) ( ))x f x f x
1

2
, (21)

ÿê³ â³äïîâ³äíî çàäàþòü ÷åáèøîâñüêèé öåíòð ³ ÷åáèøîâñüêèé ðàä³óñ îáëàñò³ íå-

âèçíà÷åíîñò³ êëàñó FN .

Ðîçãëÿíåìî êëàñ CL N, . Âî÷åâèäü, ùî íà êîæíîìó åëåìåíòàðíîìó â³äð³çêó

[ , ]x x� ��1 êëàñ ôóíêö³é CL N, îáìåæåíèé ïðÿìèìè f L x x� �) �( ) ³ f L x x� �� �) �1 1( ),

ÿê³ ïîïàðíî ïåðåòèíàþòüñÿ ó òî÷êàõ x
x x f

L
�

� � ��
�

��1

2 2

| |�
³ x

x x f

L
�

� � ��
�

��1

2 2

| |�
.

Äëÿ ñïðîùåííÿ ïîäàëüøèõ âèêëàäîê ïðèïóñòèìî, ùî âñ³ òî÷êè xi
0 0 1�[ , ], i M� �0 1, ,

ó ÿêèõ ôóíêö³ÿ J xm ( )� çì³íþº çíàê, íàëåæàòü ìíîæèí³ âóçë³â x� . Òîä³ ç óðàõóâàííÿì

êîëèâàíü ôóíêö³¿ Áåññåëÿ íà êîæíîìó åëåìåíòàðíîìó â³äð³çêó [ , ]x x� ��1 âèçíà÷èìî

ôóíêö³¿ f x CL N
) �( ) , òàê:

à) f x f L x x J xm
) � ) �( ) ( ) ( ( ))� � ��sign äëÿ x x x�[ , ]� � ;

á) f x f f L x x J xm
) � ) ) � �( ) ( ( ))( ( ) ( ( )))

1

2
1{ sign sign� � � � ��

� ) �� �( ( ))( ( ) ( ( )))1 1 1� sign sign }� f f L x x J xm� � � �� äëÿ x x x�[ , ]� � ;
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â) f x f L x x J xm
)

� �� ) �( ) ( ) ( ( ))� � ��1 1 sign äëÿ x x x� �[ , ]� � 1 .

Òóò sign ( ( ))J xm � � — çíàê ôóíêö³¿ J xm ( )� íà ïðîì³æêó ( , )x x� ��1 .

Ìàº ì³ñöå òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìà 5. Íåõàé f x CL N( ) ,� , âñ³ íóë³ xi
0 0 1�[ , ], i M� �0 1, , ôóíêö³¿ J xm ( )�

íàëåæàòü ìíîæèí³ âóçë³â x� , m — íåâ³ä’ºìíå ö³ëå ÷èñëî. Òîä³ äëÿ áóäü-ÿêèõ � êâàä-

ðàòóðíà ôîðìóëà

R m f x J x dx

x

x

m

N

4 6

0

1 1

( , ) ( ) ( ),� �

�

�

�
�

�
�

� �

�

�

, (22)

f x

f x x x

f L x x f x x x

6,
* ( )

, [ , ] ,

( ) ( ), [ ,

�

� � �

� � � � �

�

�

� � �sign � ] ,

, [ , ] ,

, ,

, [ , ],

f x x x

N

f x x xN N N

� � �

�

� �

� �

�

� �

�

�

�

�
��

�

1 1

1 1

0 2�
�
�

(23)

äå x
x x f

L
�

� � ��
�

��1

2 2

| |�
, x

x x f

L
�

� � ��
�

��1

2 2

| |�
, º îïòèìàëüíîþ çà òî÷í³ñòþ,

ïðè÷îìó

V C f x m R L x x J x dxL N
N N

m( , , , , , ) ( )| ( ) |, { } { }� � �� �0
1

0
1

4
� � � �

x

xN
L x f

�

�

� �

�
�

�

�
�

��
�

�
*

�

� � �| |

2
0

2

* � �
�

�
�

��
�� �

�

�| ( ) | ( ) | ( ) |J x dx L x x J x dx Lm

x

x

x

x

m� �

�

�

�

�

�

1

1

x

x

N m

N

N

x x J x dx

�

� � �

1

1( ) | ( ) |� .

Äîâåäåííÿ. Çã³äíî ç (16), (19) ìàºìî

V C f x m
I f I f

L N
N N m m( , , , , )

( , ) ( , )
, { } { }� � �

� �
0

1
0

1

2

� �
� �

�
�

�

� � �� �

�

�
�

�  �
�

1

2

1

2
0

1

0

1 1

( ( ) ( )) ( ) ( ( )f x f x J x dx f xm

N

x

x

�
�

�

�

� ��f x J x dxm( )) ( )�

� � �
�

�
�

��

�

�

�

 �
�

�
� �

�

�

�

�
0

2

2

N

x

x

m

x

x

L x x J x dx
L x f

( ) | ( ) |
| |� �

�

�� �| ( ) |J x dxm

� �
�

�
�

��
� �

�

�

� �� �L x x J x dx L x x

x

x

m

x

x

N

N

N

�

�

� �

1

1

1 1( )| ( ) | ( ) | J x dxm ( ) |� . (24)

Ïðîâåäåìî îö³íþâàííÿ:

V C f x m R IL N
N N

f x C
m

L N

( , , , , , ) sup | (,
( ) ,

{ } { }� � � �
0

1
0

1
4

� �

�
� , ) ( , ) |f R m� �4 �

� � �� � � �
�max ( ( ) ( )) ( ) , ( ( ) ( )) ( )f x f x J x dx f x f x J xm m6

0

1

6� � dx

0

1

�
�

�
�

��

�

�
�

��
�

� � �
�

�
�

�

 � �
�

�
� �

�

�

�

�

�
0

2

2

N

x

x

m

x

x

L x x J x dx
L x f

J( ) | ( ) |
| |

|
� �

m x dx( ) |�

�

�
�

��
�

� �
�

�
�

��
� �

�

�

� �� �L x x J x dx L x x

x

x

m

x

x

N

N

N

�

�

� �

1

1

1 1( ) | ( ) | ( ) | J x dxm ( ) |� . (25)
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Äîâåäåííÿ çàâåðøóºòüñÿ ïîð³âíÿííÿì îö³íêè çâåðõó (24) ç îö³íêîþ çíèçó (25).

Òåîðåìó ïîâí³ñòþ äîâåäåíî.

ßêùî íå âñ³ òî÷êè, ó ÿêèõ ôóíêö³ÿ J xm ( )� çì³íþº çíàê, çá³ãàþòüñÿ ç âóçëàìè x� ,

òî ïîáóäóºìî êâàäðàòóðíó ôîðìóëó ó òàêèé ñïîñ³á: íà â³äð³çêàõ [ , ]x x� ��1 , êóäè ïî-

òðàïèëè íóë³ J xm ( )� , çàì³íèìî f x( ) òàê, ÿê ó ôîðìóë³ (6), à íà â³äð³çêàõ [ , ]x x� ��1 ,

êóäè íå ïîòðàïèëè íóë³ J xm ( )� , çàì³íèìî f x( ) ôóíêö³ºþ f x3
� ( ). Âî÷åâèäü, ùî îò-

ðèìàíà êâàäðàòóðíà ôîðìóëà áóäå îïòèìàëüíîþ çà ïîðÿäêîì òî÷íîñò³.

Ðîçãëÿíåìî ïîáóäîâó îïòèìàëüíî¿ çà òî÷í³ñòþ êâàäðàòóðíî¿ ôîðìóëè îá-

÷èñëåííÿ ïåðåòâîðåííÿ Áåññåëÿ (1) ó âèïàäêó, êîëè f x( ) íàëåæèòü ³íòåðïî-

ëÿö³éíîìó êëàñó ôóíêö³é W N L2, , .

Äîïóñòèìî, ùî âñ³ òî÷êè, ó ÿêèõ ôóíêö³ÿ J xm ( )� çì³íþº çíàê, íàëåæàòü

ìíîæèí³ âóçë³â x� . Ìàæîðàíòó ³ ì³íîðàíòó êëàñó W N L2, , íà [ , ]x x� ��1 áóäóâàòè-

ìåìî ç óðàõóâàííÿì çíàêó ôóíêö³¿ J xm ( )� . Öå äàñòü çìîãó îòðèìàòè á³ëüø òî÷í³

îö³íêè ïîõèáêè ÷èñåëüíîãî ³íòåãðóâàííÿ ³ ïîêðàùèòè îö³íêó ÿêîñò³ çàïðîïîíî-

âàíèõ êâàäðàòóðíèõ ôîðìóë. Âî÷åâèäü, ùî ìíîæèíà êëàñó W N L2, , íà êîæíîìó

åëåìåíòàðíîìó â³äð³çêó [ , ]x x� ��1 îáìåæåíà ÷îòèðìà êðèâèìè:

f f x x
L

x x J xm� � � � ��� � � ) �( ) ( ) ( ( ))
2

2 sign ,

f f x x
L

x x J xm� � � � ��� � � �� � � ) �1 1 1 1
2

2
( ) ( ) ( ( ))sign ,

ÿê³ ïîïàðíî ïåðåòèíàþòüñÿ ó òî÷êàõ x x x x� � � �� � � �� ��
1, äå

� min ( , )x x x� � 1 2 , �� max ( , )x x x� � 1 2 ,

x
x x x f f f

f Lh
1

1 1

2

2

2
�

�
�

� � � �

� �
� �� � � � � �

� �

� �

�

( )

( )
, (26)

x
x x x f f f

f L x
2

1 1

2

2

2
�

�
�

� � � �

� �
� �� � � � � �

� �

� �

� �

( )

( )
,

�x x x� � �� ��1 , � f f f� � �� ��1 , � � � � � ��f f f� � �1 , L — êîíñòàíòà Ë³ïøèöÿ.

Âèçíà÷èìî ôóíêö³¿ f x W N L
) �( ) , ,2 íà êîæíîìó åëåìåíòàðíîìó â³äð³çêó

[ , ]x x� ��1 . Îêðåìî ðîçãëÿíåìî â³äð³çêè:

à) x x x�[ , � ]� � , ó öüîìó âèïàäêó âåðõíÿ ³ íèæíÿ ãðàíèö³ îáëàñò³ íåâèçíà÷å-

íîñò³ çíà÷åíü f x W N L( ) , ,� 2 ìàþòü âèãëÿä

f x f f x x
L

x x J xm
) � � � � ) �( ) ( ) ( ) ( ( ))� � � � ��

2

2 sign ;

á) x x x�[ � , �� ]� � , ïîáóäîâà ãðàíè÷íèõ ôóíêö³é ó öüîìó âèïàäêó á³ëüø ñêëàäíà,

îñê³ëüêè f x� ( ) ³ f x� ( ) çàëåæàòü â³ä çíàêà � �f , òîìó âèçíà÷àþòüñÿ âîíè òàê:

f x f f f x x
L

x x) � � � � � ) �( ) ( ( ))( ( ) ( ) (
1

2
1

2

2
� sign sign� � � � � � J xm ( )))� � �

�
�
�

� ) � � � � ) �� � � �( ( ))( ( ) ( )1
2

1 1 1 1
2sign sign� f f f x x

L
x x� � � � � ( ( )))J xm � �

�
�
�

;

â) x x x� �[ �� , ]� � 1 , ó öüîìó âèïàäêó

f x f f x x
L

x x J xm
)

� � � �� � � � ) �( ) ( ) ( ) ( ( ))� � � � ��1 1 1 1
2

2
sign ;

òóò sign ( ( ))J xm � � — çíàê ôóíêö³¿ J xm ( )� íà ïðîì³æêó ( , )x x� ��1 .
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Âèêîðèñòîâóþ÷è ñï³ââ³äíîøåííÿ (20), (21), îòðèìàºìî ÷åáèøîâñüêèé öåíòð ³

÷åáèøîâñüêèé ðàä³óñ îáëàñò³ íåâèçíà÷åíîñò³ êëàñó ôóíêö³é W N L2, , äëÿ [ , ]x x� ��1 :

f x

f f x x x x x

f f x x f

7

1

2

, ( )

( ), [ , � ],

[ ( )

�

� � � � �

� � �

� �

� � � �

� � � � � � �� � �

�

� � � �

� � � �

1 1 1

1
4

2

f x x

L x
f x x x xi

i i i

( )]

( )( ), [
�

�sign � , �� ],

( ), [ �� , ],

,

x x

f f x x x x x

N

� �

� � � � �

�

� � � �� � � �

� �
1 1 1 1

0 2,

( ), [ , ].f f x x x x xN N N N N� � � �� � � �

�

�

�
�
�
�

�

�
�
�
�

1 1 1 1

(27)

Ëåãêî ïåðåâ³ðèòè, ùî f x7, ( )�
� íåïåðåðâíà íà [ , ]x x� ��1 ³ f x W N L7 2, , ,( )�

� � :

�

�

�

� � � �

7

2

2

4

, ( )

( ) ( ( )), [ , � ],

[(

� �

� �

�

x

L
x x J x x x x

L
x x

msign

� � �

� � �

�) ( ) ] ( ( ))

( )(

2
1

2

1

2

� � � �

� � �

�x x J x

f f f

msign

sign � � � x f x f x x x x

L
x x Jm

� � � � �

�

� �

�

� � � � � �

�

1 1

1
2

2

), [ � , �� ],

( ) (sign ( )), [ �� , ] ,

, ,

( ) ( (

�

�

�

� � �x x x x

N

L
x x J xN m

�

� �

�

�

�

1

1
2

0 2

2
sign N N Nx x x� ��

�

�

�
�
�
�
��

�

�
�
�
�
�
� 1 1)), [ , ].

(28)

Âî÷åâèäü, ùî ÷åáèøoâñüêèé öåíòð ³ ÷åáèøoâñüêèé ðàä³óñ îáëàñò³ íåâèçíà-

÷åíîñò³ êëàñó W N L2, , îá÷èñëþþòüñÿ òàê:

f x f x

i

N

7 7

0

1
� �

�

�

�( ) ( ),�� , � � �7 7

0

1
� �

�

�

�( ) ( ),x x

i

N

� . (29)

Ñïðàâåäëèâà òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìà 6. Íåõàé f x W N L( ) , ,� 2 , ³íôîðìàö³ÿ ïðî f x( ) çàäàíà ô³êñîâàíîþ
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äå f x7
� ( ) âèçíà÷àºòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿìè (27), (29), º îïòèìàëüíîþ çà òî÷í³ñòþ
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ñåëüíîãî ³íòåãðóâàííÿ I fm ( , )� íà êëàñ³ W N L2, , äîð³âíþº

V W f x m
I f I f

N L
N N m m( , , , , )

( , ) ( , )
, ,2 0

1
0

1

2
{ } { }� � �

� �� �
� �

�
�

�

� � �� �

�

�
�

� �
�

1

2

1

2
0

1

0

1 1

( ( ) ( )) ( ) ( ( )f x f x J x dx f xm

x

xN

�

�

�

�

� ��f x J x dxm( )) ( )�

� � �
�

�  �
�

�

�

�

�

x

x

m

i

N N

x

x

x J x dx
L

x

�

�

�

�

� ��
�

1

7

0

1

0

2

2
,

�

( ) ( ) ( x J x dxm� �) | ( ) |2 �
�

�
�

��

� � � � �� �
L

x x x x J x dx

x

x

m
4

2
1

2

�

��

[( ) ( ) ] | ( ) |

�

�

� � �

� � � � � � � � � �� �
1

2
1 1sign ( ) ( ) ( )� � �f f f x f x f x J x dxm� � � � � � � �

�

��

x

x

�

�

� �

� �
�

�
�

��
�

�

�

� ��
L

x x J x dx L x x

x

x

m

x

x

N

N

N

2

1

1

1
2

��

( ) | ( ) | (

�

�

� � + �1 ) | ( ) |J x dxm � .

Îñê³ëüêè

� �� � � � � � � � � �� � � � � �� � � � �f x f x f x f x f x f� � � � � � � � �1 1 1 1
1

2
( 1 1� � � � � � � ��x f x f x� � � � � )

� � � � � � � � � � � � �� � � �
1

2
1 1 1 1( )f x f x f x f x� � � � � � � �

� � � � � � � � � � �� �� � �f x f x x x f f� � � � � � �
1

2

1

2
1 1( ) ( )

� � �
��

�
�

	



��

� � �� �� �f x
x x

x
f f

�
� �

�
� �1 1

2 2
,

îñòàòî÷íî ìàºìî

V W f x m
L

xN L
N N

N

x

x

( , , , , ) (, ,

�

2 0
1

0
1

0

2

2
{ } { }� �

�

�

�

�

� �

�

�

� � � x J x dxm� �) | ( )|2
�

�
�

��
�

� � � � � �
�

� �
L

x x x x J x dx
f

x

x

x

m
4 2

2
1

2

�

��

[( ) ( ) ] | ( ) |
| |

�

�

� �
��

�
�

��

�
�

	



� ��

�
x x

J x dxm

x

x

� � �

�

�

1

2
( )

�

��

�
�

�
� � ��

�
�

	



� ��sign ( )

( )

�

��

�
� �

f
f

f f
x J x dxm

x

x

�
�

� �
� �

�

2 2

1
�

� �

� �
�

�
�

��
� �

�

�

� ��
L

x x J x dx
L

x x

x

x

m

x

x

N

N

2 2

1

1

1
2

��

( ) | ( ) | (

�

�

� � N mJ x dx�1
2) | ( ) |� .

ISSN 1019-5262. Ê³áåðíåòèêà òà ñèñòåìíèé àíàë³ç, 2021, òîì 57, ¹ 2 93



Îòæå, îòðèìàëè îïòèìàëüíó îö³íêó. Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ íåîáõ³äíî

îòðèìàòè âèðàç ïîõèáêè êâàäðàòóðíî¿ ôîðìóëè R m5 ( , )� îá÷èñëåííÿ ³íòåãðà-

ëà (1). Äëÿ öüîãî îá÷èñëèìî
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Òåîðåìó ïîâí³ñòþ äîâåäåíî.

Íà çàâåðøåííÿ äîäàìî, ùî äëÿ îá÷èñëåííÿ ïîáóäîâàíèõ êâàäðàòóðíèõ ôîð-

ìóë íåîáõ³äíî îá÷èñëþâàòè ìîìåíòè øâèäêîêîëèâíèõ ôóíêö³é Áåññåëÿ

I x a b x J x dxm
k k

m

a

b

( , , , ) ( )� �� � , k � 0 1 2, , ,� ,

äå a ³ b — âóçëè ³íòåãðóâàííÿ x� , � � �0 1, N . Ìåòîäè åôåêòèâíîãî îá÷èñëåí-

íÿ öèõ ôóíêö³é ðîçãëÿíóòî â [9].
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Â.Ê. Çàäèðàêà, Ë.Â. Ëóö
ÎÏÒÈÌÀËÜÍÛÅ ÏÎ ÒÎ×ÍÎÑÒÈ ÊÂÀÄÐÀÒÓÐÍÛÅ
ÔÎÐÌÓËÛ ÂÛ×ÈÑËÅÍÈß ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈß ÁÅÑÑÅËß
ÄËß ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ ÊËÀÑÑÎÂ ÏÎÄÛÍÒÅÃÐÀËÜÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåíà çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ ïî òî÷íîñòè íà
êëàññàõ ôóíêöèé è áëèçêèõ ê íèì êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë âû÷èñëåíèÿ ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ Áåññåëÿ. Äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ ïîäûíòåãðàëüíûõ ôóíêöèé ïî-
ñòðîåíû îïòèìàëüíûå ïî òî÷íîñòè îöåíêè ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèÿ ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ Áåññåëÿ, à òàêæå êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû, íà êîòîðûõ ýòè îöåíêè
äîñòèãàþòñÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïðåîáðàçîâàíèå Áåññåëÿ, îïòèìàëüíàÿ ïî òî÷íîñòè êâàä-
ðàòóðíàÿ ôîðìóëà, èíòåðïîëÿöèîííûå êëàññû ôóíêöèé, ìåòîä øàïî÷åê, ìå-
òîä ãðàíè÷íûõ ôóíêöèé.

V.K. Zadiraka, L.V. Luts
OPTIMAL FOR ACCURACY QUADRATURE FORMULAS FOR CALCULATING
OF THE BESSEL TRANSFORMATION FOR CERTAIN CLASSES OF SUB-INTEGRAL
FUNCTIONS

Abstract. The paper considers the problem of constructing optimal for accuracy
in classes of functions and close to them quadrature formulas for calculating the
Bessel transformation. For some classes of subintegral functions, optimal
estimates of the error in calculating the Bessel transform are constructed, and
quadrature formulas are constructed on which these estimates are achieved.

Keywords: Bessel transformation, optimal in accuracy quadrature formula,
interpolation classes of functions, hat method, boundary functions method.
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