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Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåíû è èññëåäîâàíû ìåòîäû ðåøåíèÿ ïåðåîïðåäåëåí-
íûõ ÑËÀÓ, ó êîòîðûõ îñíîâíàÿ ìàòðèöà èçâåñòíà òî÷íî, à ïðàâàÿ ÷àñòü ñî-
äåðæèò ïîãðåøíîñòü. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîêîìïîíåíòíàÿ ïîãðåøíîñòü ÿâ-
ëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, ïðèíàäëåæàùåé ìàëîìó îãðàíè÷åííîìó èíòåð-
âàëó. Ïðè òî÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìà èìååò îäíîçíà÷íîå
ðåøåíèå. Â îñíîâó ðàçâèâàåìîãî ïîäõîäà ïîëîæåíî ãàðàíòèðîâàííîå îöåíè-
âàíèå èíòåðâàëîâ ïðèíàäëåæíîñòè òî÷íîãî ðåøåíèÿ, ïî êîòîðûì ìîæíî ñó-
äèòü î êà÷åñòâå ïîëó÷àåìûõ ïðèáëèæåííûõ îöåíîê ðåøåíèé. Ýòè ãàðàíòè-
ðîâàííûå îöåíêè èñïîëüçóþòñÿ ïðè ñðàâíåíèè ìåòîäîâ è îöåíèâàíèè èõ
ýôôåêòèâíîñòè. Ïî ðåçóëüòàòàì ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñäåëàí ñðàâíè-
òåëüíûé àíàëèç ìåòîäîâ è äàíû ðåêîìåíäàöèè ïî èõ ïðàêòè÷åñêîìó ïðèìå-
íåíèþ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïåðåîïðåäåëåííûå ÑËÀÓ, îöåíèâàíèå, ãàðàíòèðîâàííûé èí-
òåðâàë, ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå, îãðàíè÷åííàÿ ïîãðåøíîñòü, ÌÍÊ, îáóñëîâ-
ëåííîñòü.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ïðè ìàòåìàòè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè ïîëó÷àåìûõ ïðè ïðîâåäåíèè ýêñïåðèìåí-

òîâ íåòî÷íûõ äàííûõ, ò.å. ñîäåðæàùèõ ïîãðåøíîñòè, ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü

ïåðåîïðåäåëåííóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ). Íå-

îïðåäåëåííîñòü îïèñàíèÿ òàêèõ ñèñòåì ìîæåò âêëþ÷àòü íåòî÷íî çàäàííóþ

ïðàâóþ ÷àñòü, à òàêæå â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ èçâåñòíóþ ïðèáëèæåííî îñíîâ-

íóþ ìàòðèöó ÑËÀÓ. Ýòà ïðîáëåìà íå ÿâëÿåòñÿ íîâîé. Îíà áûëà ñôîðìóëèðî-

âàíà ðàíåå, íî è â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ äëÿ ñïåöèàëèñòîâ ïî

÷èñëåííûì ìåòîäàì è èññëåäîâàòåëåé, êîòîðûå íà ïðàêòèêå ðåøàþò ïîäîáíûå

çàäà÷è. Â ìîíîãðàôèè [1] îáîáùåíû è ïðåäñòàâëåíû ïîëó÷åííûå ìåòîäû è

ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé.

Â ýòîì æå íàïðàâëåíèè ðàáîòàëè èçâåñòíûå îòå÷åñòâåííûå ó÷åíûå, êîòîðûå

âíåñëè áîëüøîé âêëàä â ðàçâèòèå òåîðèè è ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ, ñîäåðæàùèõ

âîçìóùåíèÿ [2–5]. Íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [2, 3] ðàññìîòðåí è èññëåäîâàí âàæíûé

âîïðîñ î âëèÿíèè âîçìóùåíèé, ñîäåðæàùèõñÿ â îñíîâíîé ìàòðèöå, íà ïîëó÷àåìîå

â ðåçóëüòàòå íîðìàëüíîå ïñåâäîðåøåíèå (îáû÷íîå è âçâåøåííîå) äëÿ äîñòàòî÷íî

îáùåãî êëàññà ÑËÀÓ ñ íåòî÷íî çàäàííûìè ìàòðèöåé è ïðàâîé ÷àñòüþ.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå äëÿ îöåíêè êà÷åñòâà ïîëó÷àåìîãî ïðèáëèæåííîãî ðåøå-

íèÿ â îòëè÷èå îò ìíîãèõ èçâåñòíûõ ìåòîäîâ èñïîëüçóåòñÿ ãàðàíòèðîâàííûé ïîä-

õîä, â êîòîðîì ðåøåíèå îöåíèâàåòñÿ ïî èíòåðâàëàì ïðèíàäëåæíîñòè òî÷íîãî ðå-

øåíèÿ, ïîëó÷àåìûì ïðè íàèõóäøåé ðåàëèçàöèè ïîãðåøíîñòè. Òàêîé ïîäõîä èñ-

ïîëüçóåòñÿ, íàïðèìåð, ïðè ðåøåíèè çàäà÷ îöåíèâàíèÿ è óïðàâëåíèÿ â óñëîâèÿõ

íåîïðåäåëåííîñòè [6].

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåìàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû çàäàíà òî÷íî, à íåòî÷íîé

ÿâëÿåòñÿ ïðàâàÿ ÷àñòü ÑËÀÓ. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äëÿ òî÷íûõ äàííûõ ñèñ-

òåìà ñîâìåñòíà. Èìåííî â ýòîì ñëó÷àå ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì ïåðåîïðåäåëåí-

íîñòè ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå (à èìåííî òîëüêî òàêîå ðåøåíèå ìîæåò áûòü íàéäåíî)

äîëæíî àñèìïòîòè÷åñêè ïðèáëèæàòüñÿ ê òî÷íîìó. Äàííîå ñâîéñòâî àññîöèèðóåòñÿ

ñ èçâåñòíûì ìåòîäîì ðåøåíèÿ ïåðåîïðåäåëåííûõ ÑËÀÓ — ìåòîäîì íàèìåíüøèõ
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êâàäðàòîâ (ÌÍÊ), à òàêæå ñ åãî ìîäèôèêàöèÿìè [7]. Øèðîêîå ïðèìåíåíèå ýòè ìåòî-

äû ïîëó÷èëè â ñòàòèñòèêå, èäåíòèôèêàöèè ñèñòåì, ðåãðåññèîííîì àíàëèçå è ò.ä. Ðå-

øåíèå ïåðåîïðåäåëåííûõ ÑËÀÓ ñ ïîìîùüþ ÌÍÊ ïðè íåêîòîðûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ

ñâîéñòâàõ àääèòèâíîé ïîãðåøíîñòè çàäàíèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé ñèñòåìû ñîãëàñíî ñôîð-

ìóëèðîâàííîìó óòâåðæäåíèþ ñ âåðîÿòíîñòüþ ïî÷òè åäèíèöà ñòðåìèòñÿ ê òî÷íîìó,

êîãäà ÷èñëî óðàâíåíèé ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, ò.å. ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

îöåíêè åñòü òî÷íîå ðåøåíèå.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äëÿ áîëåå îáùåé òðàêòîâêè ïîãðåøíîñòè â âèäå ïðèíàä-

ëåæíîñòè åå îãðàíè÷åííîìó ìíîæåñòâó íà îñíîâå ãàðàíòèðîâàííîãî îöåíèâàíèÿ

èññëåäóþòñÿ ñâîéñòâà ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé, ïîëó÷àåìûõ ðàçëè÷íûìè ñïîñî-

áàìè, â òîì ÷èñëå è ÌÍÊ.

Ïåðâûå èññëåäîâàíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ïðîáëåìû ïðîâåäåíû â ðàáîòå [8],

à èõ äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ñäåëàíî â íàñòîÿùåé ñòàòüå. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû

ïîçâîëÿþò ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ èñïîëüçîâàòü ñïîñîá, êîòîðûé áîëåå

ïðèåìëåì äëÿ ðåàëèçóåìûõ â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå ïîãðåøíîñòåé.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Ïóñòü èìååì ïåðåîïðåäåëåííóþ ÑËÀÓ

Ax b� , (1)

ãäå A — ìàòðèöà ðàçìåðà m n� (m n� ), à âåêòîðû x è b èìåþò ðàçìåðíîñòè n

è m ñîîòâåòñòâåííî. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ïðè òî÷íûõ A è b ñèñòåìà ñîâ-

ìåñòíà. Ïóñòü òåïåðü âìåñòî òî÷íîé ïðàâîé ÷àñòè èìååì åå ïðèáëèæåííîå

çíà÷åíèå

b bT� � �, (2)

ãäå � — àääèòèâíàÿ ïîãðåøíîñòü çàäàíèÿ b. Êîìïîíåíòû âåêòîðà � — ñëó÷àé-

íûå ÷èñëà, î êîòîðûõ èçâåñòíî òîëüêî, ÷òî îíè îãðàíè÷åíû íåðàâåíñòâîì

| |� �i i� , i m�1, , � i � 0 . (3)

Ñ÷èòàåì � i àïðèîðè èçâåñòíûìè. Êðîìå îãðàíè÷åíèé (3), íèêàêèõ äðóãèõ

âåðîÿòíîñòíûõ ñâîéñòâ ñëó÷àéíûõ ðåàëèçàöèé � i íåèçâåñòíî. Ïîýòîìó ïðè èñ-

ñëåäîâàíèÿõ áóäåì èñïîëüçîâàòü èíòåðâàëüíûé àíàëèç è ãàðàíòèðîâàííûå îöåí-

êè ìíîæåñòâ ïðèíàäëåæíîñòè òî÷íûõ ðåøåíèé ñèñòåìû (1). Ïðè ýòîì öåëåñîîá-

ðàçíî ïåðåéòè îò îãðàíè÷åíèé (3) ê áîëåå ïðîñòîìó èõ ïðåäñòàâëåíèþ. Ïóñòü

� �� min
i

i , à � � �k k� / (k m�1, è � k �1, ïðè ýòîì èíäåêñ k ñîâïàäàåò ñ ìèíè-

ìàëüíûì � i ). Åñëè óìíîæèòü êàæäîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (1) íà ñîîòâåòñòâóþùåå

åìó çíà÷åíèå � k ( , )k m�1 , òî ïîëó÷èì íîâóþ ÑËÀÓ

A x b� �� , (4)

ãäå ýëåìåíòû k-é ñòðîêè ìàòðèöû A� ðàâíû a aki k ki� �� (i n�1, ), à êîìïîíåí-

òû âåêòîðà b k� çàïèñûâàþòñÿ êàê

b bk k k k� �� �� � , � � ��k k k� , k m�1, .

Â ðåçóëüòàòå äëÿ ñèñòåìû (4) âìåñòî îãðàíè÷åíèé (3) èìååì

| |� ��k � , k m�1, , (5)

à ðåøåíèå (4) ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (5) è åãî ãàðàíòèðîâàííûå îöåíêè ñîõðàíÿþò-

ñÿ íåèçìåííûìè, ò.å. ñîâïàäàþùèìè ñ çàäà÷åé (1)–(3).
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ÌÅÒÎÄÛ ÃÀÐÀÍÒÈÐÎÂÀÍÍÎÃÎ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈß

Ðàññìîòðèì ìåòîäû, êîòîðûå ïîçâîëÿþò íàõîäèòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ñèñ-

òåìû (4), à çíà÷èò è ñèñòåìû (1), à òàêæå âû÷èñëÿòü èíòåðâàëû, â êîòîðûõ ãà-

ðàíòèðîâàííî ñîäåðæèòñÿ òî÷íîå ðåøåíèå. Íà÷íåì ñ èçâåñòíîãî ñòàíäàðòíîãî

ÌÍÊ è ìåòîäà, â êîòîðîì èñïîëüçóåòñÿ ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå (SVD) ìàò-

ðèöû A� .

ÌÍÊ è SVD-ìåòîäû. Ðåøåíèå (1) ñ ïîìîùüþ ÌÍÊ ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ

êâàäðàòíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé

A A x A b� � �
T T� , (6)

ãäå A�
T — òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà A� . Ðåøåíèå (6) ñóùåñòâóåò, åñëè

det T( )A A� � � 0. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåí-

íîé è ñîîòâåòñòâåííî íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííîé. Ïðè íåòî÷íî çàäàííîé ïðà-

âîé ÷àñòè, êîãäà ìàòðèöà A A� �
T ÿâëÿåòñÿ ïëîõî îáóñëîâëåííîé, çàäà÷à òàêæå

áóäåò íåêîððåêòíîé. À ýòî ïðèâîäèò ê áîëüøîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè ðåøåíèÿ

ê èìåþùèìñÿ ïîãðåøíîñòÿì. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ äëÿ ðåøåíèÿ (6) íåîáõîäèìî

èñïîëüçîâàòü ìåòîäû ðåãóëÿðèçàöèè [9].

Â êîððåêòíûõ ñëó÷àÿõ âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ, êàê âçàèìîñâÿçàíû

ïîëó÷àåìîå èç (6) ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå è ïîãðåøíîñòü çàäàíèÿ ïðàâîé ÷àñòè.

Â ñëó÷àå (3) íàõîäÿò ïîêîìïîíåíòíóþ ãàðàíòèðîâàííóþ îöåíêó ïîãðåøíîñòè

íàéäåííîãî ñ ïîìîùüþ ÌÍÊ ðåøåíèÿ (1). Äëÿ êàæäîé èñêîìîé êîìïîíåíòû xi

ñ ó÷åòîì èìåþùåéñÿ ïîãðåøíîñòè â âèäå (5) ìîæíî íàéòè òîëüêî ïðèáëèæåííîå

çíà÷åíèå �x x xi iT i� � � , ãäå �xi — ïîãðåøíîñòü ïîëó÷àåìîãî ðåøåíèÿ. Ââèäó ëè-

íåéíîñòè (6) èìååì

A A x A� � � �� �T T� , (7)

ïîñêîëüêó A x bT T� �� . Äëÿ ïîãðåøíîñòè �� , îãðàíè÷åííîé óñëîâèåì (5), ìîæ-

íî íàéòè ãàðàíòèðîâàííûé èíòåðâàë ïðèíàäëåæíîñòè òî÷íîãî çíà÷åíèÿ xiT ,

ò.å. äëÿ êàæäîãî i óñòàíîâèòü èíòåðâàë

[ � , � ]x xi i i i	 �
 
 , (8)

êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò xiT ïðè íàèáîëåå íåáëàãîïðèÿòíîé ðåàëèçàöèè �� ,

óäîâëåòâîðÿþùåé (5). Ðåøåíèå (7) çàïèøåì â âèäå

� �� �x
A

A A
A

A
Ai ji jq

q

m
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q
ji

jq

j
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� �� � , (9)

ãäå A A A� � � �
T , A ji

� — àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ìàòðèöû A� , ( )A j� ��T —

j-ÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà A� ��T , a
A

A
Aiq

ji
jq

j

n

� �
�

�
�


det

T
�

1

. Òîãäà ãàðàíòèðîâàííûé

èíòåðâàë (8), êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò òî÷íîå ðåøåíèå, îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì


 i iq

q

m

a�
�
� | |

1

. (10)

Èç (10) ïîëó÷àåì îòíîñèòåëüíóþ îöåíêó øèðèíû ãàðàíòèðîâàííîãî èíòåð-

âàëà â âèäå
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q
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, i n�1, . (11)
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Êàê âèäíî èç (11), îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ ïðè íàèõóäøåé ðåà-

ëèçàöèè øóìîâ â èñõîäíûõ äàííûõ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñâîéñòâàìè ìàòðè-

öû A è, â ïåðâóþ î÷åðåäü, åå ÷èñëîì îáóñëîâëåííîñòè.

Ðåøåíèå ïåðåîïðåäåëåííîé ñèñòåìû (4) ñ èñïîëüçîâàíèåì SVD-ðàçëîæåíèÿ

ìàòðèöû A� ìîæíî ïîëó÷èòü, åñëè âûïîëíèòü ñëåäóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ìàò-

ðèöó A� ñîãëàñíî SVD [7] ïðåäñòàâèì â âèäå

A U V� � �
T, (12)

ãäå U — îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà m m� ; V — îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà

ðàçìåðà n n� ; � — ìàòðèöà m n� ñèíãóëÿðíûõ ÷èñåë � i , ðàñïîëîæåííûõ íà

äèàãîíàëè â íåâîçðàñòàþùåì ïîðÿäêå. Êâàäðàòíûå ìàòðèöû U è V íåâûðîæ-

äåíû è îáëàäàþò ñâîéñòâàìè

UU U U ET T� � , VV V V ET T� � , U UT � 	1, V VT � 	1.

Ïðè ñèíãóëÿðíîì ðàçëîæåíèè èìååì âàæíóþ èíôîðìàöèþ î ñòðóêòóðå ìàò-

ðèöû A. Åñëè m n� , òî, ïðåäñòàâèâ ìàòðèöû U è � â áëî÷íîì âèäå,

U U Un m n� 	[ ], �
�

�
�

�
�
�

�
�

0

0
,

ãäå �0 — êâàäðàòíàÿ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, ïîëó÷èì

A U V un i i i

i

n

� � �� � � �
�
�0

1

T T , (13)

ãäå ui è � i — âåêòîð-ñòîëáöû ìàòðèö U n è V .

Ðàçëîæåíèå (13) ïîçâîëÿåò ïî êîëè÷åñòâó íåíóëåâûõ ñèíãóëÿðíûõ ÷èñåë îïðå-

äåëÿòü ðàíã ìàòðèöû A� è ñòðîèòü ðàçëè÷íûå ïðèáëèæåíèÿ A U Vk i i i

i

k

� �� � �
�
 T

1

( )k n� , äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâû îöåíêè | | | |A A k k� � �	 � �2 1. Ýòî ïîçâîëÿåò ýô-

ôåêòèâíî ðàáîòàòü ñ ïëîõî îáóñëîâëåííûìè ìàòðèöàìè, ðàññìàòðèâàÿ äëÿ î÷åíü ìà-

ëûõ � k�1 âìåñòî A� èõ ïðèáëèæåííûå ìàòðèöû íåïîëíîãî ðàíãà. Ñ ïîìîùüþ (13)

ñèñòåìà (4) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

�0V x U bn
T T� � . (14)

Ïðè ýòîì óñëîâèå U bm n	 �T
� 0 îïðåäåëÿåò ðàçðåøèìîñòü ïåðåîïðåäåëåííîé

ñèñòåìû (4) (ïðèíàäëåæíîñòü b� îðòîãîíàëüíîìó ïîäïðîñòðàíñòâó); ïî óñëî-

âèþ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è îíî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ b bT� . Ïðè íåòî÷íî çàäàí-

íîé ïðàâîé ÷àñòè èìååì U m n	 � �
T � � , ãäå � îïðåäåëÿåò íåâÿçêó âûïîëíå-

íèÿ (4) äëÿ çíà÷åíèÿ �x , ïîëó÷àåìîãî èç ðàâåíñòâà (14), êîòîðîå ïðè ïîëíîðàí-

ãîâîñòè ìàòðèöû �0 çàïèøåì êàê

�x V U bn� � �	�
0

1 T
� . (15)

Îáîçíà÷èì W V U n� � ��0
T è ïðåäñòàâèì ýòó ìàòðèöó â âèäå W

w

w

wn

�
�

�

�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

1

2 , ãäå wk —

âåêòîð-ñòðîêè ìàòðèöû W ïîðÿäêà m. Òîãäà èç (15) ñëåäóåò
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�x w bk k� � � , k n�1, , (16)

ò.å. ïîëó÷åíî ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû (6), íàéäåííîå SVD-ìåòîäîì.

Äàëåå íàéäåì ãàðàíòèðîâàííûé èíòåðâàë ïðèíàäëåæíîñòè òî÷íîãî ðåøåíèÿ xT ,

êîòîðûé ñ ó÷åòîì (16) è (4) çàïèøåì â âèäå

x x xTk k k k k� 	 �[ � , � ]
 
 , 
 k kj

j

m

w�
�
� | |

1

, k n�1, .
(17)

Èç (17) íàõîäèì îòíîñèòåëüíóþ øèðèíó ãàðàíòèðîâàííîãî èíòåðâàëà






k
k

kj

j

m

w�
�


�
| |

1

. (18)

Ïðåäñòàâëåíèå (18) ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî 
 çàâèñèò òîëüêî îò ìàòðèöû A,

à òî÷íåå îò ìàòðèö SVD-ðàçëîæåíèÿ.

Ðåãóëÿðèçèðîâàííîå ðåøåíèå â íåêîððåêòíîì ñëó÷àå. Åñëè ìàòðèöà A�

âûðîæäåíà èëè ïëîõî îáóñëîâëåíà, ò.å. ñðåäè ñèíãóëÿðíûõ ÷èñåë ìàòðèöû �0

èìåþòñÿ íóëåâûå èëè î÷åíü ìàëûå ÷èñëà, òî çàäà÷à îöåíèâàíèÿ ñ÷èòàåòñÿ íåêîð-

ðåêòíî ïîñòàâëåííîé. Â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäîì ðåãó-

ëÿðèçàöèè [9], ïîçâîëÿþùèì íàéòè ðåãóëÿðèçèðîâàííîå ðåøåíèå. Ïðè ðåøåíèè

íà îñíîâå ÌÍÊ âìåñòî ñèñòåìû (6) ðàññìîòðèì âàðèàöèîííóþ çàäà÷ó, â êîòîðîé

íàõîäèòñÿ ýëåìåíò, ìèíèìèçèðóþùèé ñãëàæèâàþùóþ ôóíêöèþ

|| | | | | | |A A x A b x� � � 	T T	 �
2
2

2
2 , (19)

ãäå 	 — ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè. Ïðè ýòîì ïàðàìåòð 	 âûáèðàåòñÿ ñîãëàñíî

ïðèíöèïó íåâÿçêè èëè íàõîäèòñÿ åãî êâàçèîïòèìàëüíîå çíà÷åíèå [9].

Ðåãóëÿðèçèðîâàííîå ðåøåíèå íà îñíîâå SVD-ðàçëîæåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü,

åñëè ïðåäñòàâëåíèå (13) äëÿ ìàòðèöû A� çàïèñàòü ñ ó÷åòîì îñîáåííîñòè �0

â ñëåäóþùåì âèäå:

A U V U U
V

V
Un r n r

r

n r

r

n r

r� � � �
�

�
�

�

�
� �
�

�
�

�

�
� �	

	 	

�
�

�
0

0

0
[ ]

T

T
� �r r n r n r n rV U VT T� 	 	 	 ,

ãäå �r ñîäåðæèò âñå ñóùåñòâåííûå ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà, à íà äèàãîíàëè ìàòðèöû

�n r	 ðàñïîëîæåíû íóëè è âñå î÷åíü ìàëûå ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà ìàòðèöû �0 .

Èíäåêñû ó îñòàëüíûõ ìàòðèö îçíà÷àþò ÷èñëî ñòîëáöîâ ïðè èõ áëî÷íîì ðàçáèå-

íèè. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ïîçâîëÿåò ñ ó÷åòîì îñîáåííîñòè ìàòðèöû �n r	 íàõî-

äèòü ðåãóëÿðèçèðîâàííóþ îöåíêó ðåøåíèÿ èç ñèñòåìû óðàâíåíèé

U V x b

U V x

r r r

n r n r n r

�

�

T

T

�

�	 	 	

� ,

.0

Äàííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé ñèñòåìå:

Vx b� , ãäå b
U br r�

�

�
�
�

�

�
�
�

	� 1

0

T
� .

Îòñþäà ìîæíî ïîëó÷èòü ðåãóëÿðèçèðîâàííîå ðåøåíèå â âèäå

�x V br � T . (20)
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Ïîëó÷åííûå òàêèì îáðàçîì ðåãóëÿðèçèðîâàííûå ðåøåíèÿ êàê èç (19), òàê è

â ÿâíîì âèäå (20) èìåþò ñâîéñòâî ñõîäèìîñòè ê íîðìàëüíîìó ðåøåíèþ, êîãäà

ïîãðåøíîñòè ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, ò.å. ïðè òî÷íîé ïðàâîé ÷àñòè.

Îïòèìàëüíî-âçâåøåííûé ÌÍÊ (ÎÂÌÍÊ). Ïðè ÎÂÌÍÊ ðåøåíèÿ (4) îöåí-

êó �x ïîëó÷àþò íàõîæäåíèåì ìèíèìèçèðóþùåãî ýëåìåíòà ñëåäóþùåé ôóíêöèè:

J x a x bs
s

s

s

m

( ) ( , )� � � 	
�
1

2

2

1

	 � , 	 s � 0, (21)

ãäå 	 s — âåñîâûå êîýôôèöèåíòû, ïîäëåæàùèå âûáîðó; a s (s m�1, ) — âåê-

òîð-ñòðîêè ìàòðèöû A� .

Ïðè íåîáõîäèìîì óñëîâèè ýêñòðåìóìà (21) èìååì êâàäðàòíóþ ëèíåéíóþ

ñèñòåìó n-ãî ïîðÿäêà

Ax b� , (22)

ãäå A ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ a a aij s

s

m

i
s

j
s�

�
	

1

, à âåêòîð b ðàçìåðíîñòè n èìååò

êîìïîíåíòû b a bi s

s

m

i
s

s�
�
	 �

1

.

Ðåøåíèå ñèñòåìû (22) ïðè íåâûðîæäåííîé ìàòðèöå A çàïèøåì â âèäå

x
A

A a b A ai ji s i
s

s

s

m

j

n

s ji i
s

j

n

� �
�

�

�
�

�

�

�
�

�� �
 1

11 1det
	 	 b a bs

s

m

s i
s

s

s

m

�
� �
 

1 1

	 , i n�1, , (23)

ãäå A ji — àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ê ýëåìåíòàì ìàòðèöû A; ai
s �

�
�


A

A
a

ji
i
s

j

n

det1

; ai
s — i-ÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà a s.

Êàæäûé ýëåìåíò ai
s â (23) ÿâëÿåòñÿ äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé 	 s

( , )s m�1 , ïðè÷åì êàê â ÷èñëèòåëå, òàê è â çíàìåíàòåëå ôèãóðèðóþò îäíîðîäíûå

ôóíêöèè. Â ñëó÷àå íåòî÷íî çàäàííîé ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìà (23) äàåò ïðèáëèæåí-

íóþ îöåíêó çíà÷åíèÿ �xi (i n�1, ). Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî íàáîðà 	 s (s m�1, ) è îãðà-

íè÷åííûõ óñëîâèåì (5) ïîìåõàõ ìîæíî, èñïîëüçóÿ (23), âû÷èñëèòü ãàðàíòèðî-

âàííûå èíòåðâàëû ïðèíàäëåæíîñòè òî÷íûõ çíà÷åíèé, îïðåäåëÿåìûõ (8),

â êîòîðûõ


 i s i
s

s

m

a�
�
� 	 | |

1

èëè 




i
i

s i
s

s

m

a� �
�


�
	 | |

1

. (24)

Èç (24) ñëåäóåò, ÷òî 
 
i i� ( )	 , ãäå 	 — âåêòîð ñ êîìïîíåíòàìè 	 s. Íà ïðàê-

òèêå ÷àñòî âûáèðàþò 	 s îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî îãðàíè÷åíèþ íà êîìïîíåí-

òû ïîãðåøíîñòè. Â ñëó÷àå (5) òàêîé âûáîð ñîîòâåòñòâóåò îáû÷íîìó ÌÍÊ, ò.å.

ñ ó÷åòîì â (4) ñ ïîìîùüþ � k . Îäíàêî, ïðèíÿâ âî âíèìàíèå äðîáíî-ðàöèî-

íàëüíóþ çàâèñèìîñòü ai îò 	, ìîæíî ïðåäïîëàãàòü ëó÷øóþ îöåíêó, åñëè ìè-

íèìèçèðîâàòü (24) êàê ôóíêöèþ îò 	, ò.å. íàõîäèòü 	 s èç ñëåäóþùåé çàäà÷è:

	 s i

s

m

a| | min

�
  

1

(25)

íà ìíîæåñòâå 	 s �[ , ]0 1 , s m�1, . Òàêàÿ çàäà÷à ñ ó÷åòîì íåëèíåéíîñòè ýòîé

ôóíêöèè îò 	 , ïðèâîäÿùåé ê íåîáõîäèìîñòè íàõîäèòü ãëîáàëüíûé ìèíèìóì,
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ñòàíîâèòñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíîé îñîáåííî ïðè áîëüøèõ m. Îäíàêî, èìåÿ àíàëè-

òè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ýòîé ôóíêöèè è ó÷èòûâàÿ åå ãëàäêîñòü, ïðè ñîâðåìåí-

íûõ âû÷èñëèòåëüíûõ âîçìîæíîñòÿõ ìîæíî â îïðåäåëåííûõ ñëó÷àÿõ íàõîäèòü åå

ðåøåíèå. Ïðè ýòîì ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ ìåòîäû ìíîãîìåðíîé ñòîõàñòè÷åñêîé

îïòèìèçàöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì òîëüêî çíà÷åíèé öåëåâîé ôóíêöèè â êîíå÷íîì

êîëè÷åñòâå òî÷åê áåç íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèé åå ïðîèçâîäíûõ. Ñëåäóåò òàêæå çà-

ìåòèòü, ÷òî çàäà÷à (25) ðåøàåòñÿ îòäåëüíî äëÿ êàæäîãî i íåçàâèñèìî îò äðóãèõ

êîìïîíåíò. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìèíèìàëüíàÿ øèðèíà ãàðàíòèðîâàííîãî èíòåðâàëà

äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì íàáîðîì âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ.

Ïðè ýòîì ñîõðàíÿåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü ãàðàíòèðîâàííîìó èíòåðâàëó òî÷íîãî

çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé êîìïîíåíòû. Åñëè âåêòîð b ïðèíèìàåò òî÷íîå çíà-

÷åíèå, òî ïîëó÷àåì òî÷íîå çíà÷åíèå âåêòîðà x ïðè ëþáîì 	.

Êîìáèíàòîðíûé ñïîñîá ðåøåíèÿ. Ïðåäñòàâèì èñõîäíóþ ñèñòåìó (4) â âèäå

� � �a x bs s, � , s m�1, , (26)

ãäå as ÿâëÿåòñÿ s-é âåêòîð-ñòðîêîé ìàòðèöû A� . Èç (26) îáðàçóåì ñîâîêóï-

íîñòü êâàäðàòíûõ ñèñòåì âûáîðîì èíäåêñîâ s , ðàâíûõ i i in1 2, , ,� , èç èõ äî-

ïóñòèìûõ çíà÷åíèé íà ìíîæåñòâå I i i m� � �{ }:1 . Êîëè÷åñòâî òàêèõ êâàäðàò-

íûõ ñèñòåì ðàâíî Cm
n . Ñðåäè íèõ îñòàâëÿåì òîëüêî íåâûðîæäåííûå ñèñòåìû,

÷èñëî êîòîðûõ áóäåò ìåíüøå èëè ðàâíî Cm
n . Ìíîæåñòâî òàêèõ ñèñòåì çàïè-

øåì â âèäå

A x bj j� , j M�1, , M Cm
n� . (27)

Äåòåðìèíàíò êàæäîé ñèñòåìû â (27) íå ðàâåí íóëþ è äëÿ êàæäîé ýòîé ñèñòå-

ìû çàïèøåì ðåøåíèå

x a bi
j

s
j

s
j

s

n

�
�


1

, (28)

ãäå a
A

A
s
j si

j

j
�

det
, Asi

j — àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ê ñîîòâåòñòâóþùèì ýëå-

ìåíòàì ìàòðèö A j . Êàæäàÿ êîìïîíåíòà bs
j â (28) ñîäåðæèò îøèáêó, óäîâëåò-

âîðÿþùóþ (5). Â ðåçóëüòàòå âìåñòî òî÷íîé îöåíêè ïîëó÷èì îöåíêó �xi
j , êîòî-

ðàÿ ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü ñîãëàñíî (8) ãàðàíòèðîâàííûé èíòåðâàë ïðèíàäëåæ-

íîñòè òî÷íîãî ðåøåíèÿ, ãäå


 i
j

s

n

s
ja�

�
�

1

| | èëè 




i
j i

j

s
j

s

n

a� �
�


�
| |

1

. (29)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîé ñèñòåìû j èìååì ïîêîìïîíåíòíóþ îöåíêó ðåøå-

íèÿ è ñâîé ãàðàíòèðîâàííûé èíòåðâàë, â êîòîðîì ñîäåðæèòñÿ òî÷íîå ðåøåíèå.

Ïîëó÷åííûå îöåíêè ñîîòâåòñòâóþò íàèáîëåå íåáëàãîïðèÿòíûì ðåàëèçàöèÿì ïî-

ãðåøíîñòè ��k . Îäíàêî â ðåàëüíîñòè âåðîÿòíîñòü ðåàëèçàöèè òàêîé ïîãðåøíîñòè

î÷åíü ìàëà è ñëåäóåò ïðåäâèäåòü áîëåå áëàãîïðèÿòíûå ðåàëèçàöèè, çàäåéñòâóÿ

ñëåäóþùèå ïðîöåäóðû. Íàéäåì ïåðåñå÷åíèå èíòåðâàëüíûõ ìíîæåñòâ (8) ñ

ó÷åòîì (29) ïðè îäèíàêîâûõ i , íî ðàçíûõ j . Ïîëó÷èì

[ � , � ]x xi
j

i
j

i
j

i
j

j

M

	 �
�


 

1

� , i n�1, .

Ðåçóëüòàòîì òàêîãî ïåðåñå÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûé èíòåðâàë [ , ]min maxx xi i , ãäå

x xi
j

i
j

i
j

min max( � )� 	 
 , x xi
j

i
j

i
j

max min ( � )� � 
 . Òîãäà çàäàäèì îöåíêó
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� ( )min maxx x xi i i� �
1

2
, i n�1, , (30)

à ãàðàíòèðîâàííûé èíòåðâàë ïðèíàäëåæíîñòè òî÷íîãî çíà÷åíèÿ îïðåäåëèì åãî

ïîëóøèðèíîé


 i i ix x� 	
1

2
( )max min .

Â ðåçóëüòàòå äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû xi óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðèáëèæåííîå ðå-

øåíèå ñ óêàçàíèåì ìèíèìàëüíîãî ãàðàíòèðîâàííîãî èíòåðâàëà, çàâèñÿùåãî îò

ñëó÷àéíî ðåàëèçóåìîé ïîãðåøíîñòè.

ÐÅØÅÍÈÅ ÏÐÈ ÀÏÐÈÎÐÈ ÍÅÈÇÂÅÑÒÍÎÌ �

Ðàññìîòðåííûå ðàíåå ìåòîäû îïðåäåëåíèÿ ãàðàíòèðîâàííûõ îöåíîê ðåøåíèé

ïðåäïîëàãàþò, ÷òî àïðèîðè èçâåñòíû ïàðàìåòðû � i , îãðàíè÷èâàþùèå àääèòèâ-
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Ðèñ. 1. Ðàñïðåäåëåíèå îöåíîê �xi ( , )i � 1 5 äëÿ ÑËÀÓ ïðè n � 5, � � 0.01, m � 24 äëÿ íîðìàëüíî
ðàñïðåäåëåííîé ïîãðåøíîñòè �i




x1

x2

x4

x3

x5



íûå ïîãðåøíîñòè çàäàíèÿ ïðàâîé ÷àñòè ÑËÀÓ. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ÌÍÊ,

SVD-ìåòîäà, ÎÂÌÍÊ îöåíêà øèðèíû ãàðàíòèðîâàííûõ èíòåðâàëîâ ïîëíîñòüþ

îïðåäåëÿëàñü êîíêðåòíûìè çíà÷åíèÿìè ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A è ïàðàìåòðàìè � i ,

îãðàíè÷èâàþùèìè îáëàñòü ïðèíàäëåæíîñòè äîïóñòèìûõ ðåàëèçàöèé ïîãðåøíîñ-

òè. Ïðè ýòîì íåñóùåñòâåííî, êàêàÿ ïîãðåøíîñòü ðåàëèçîâûâàëàñü. Îò ðåàëèçóå-

ìîé ïîãðåøíîñòè çàâèñåëà òîëüêî îöåíêà âåêòîðà x . Àáñîëþòíàÿ îöåíêà óñòà-

íàâëèâàåò øèðèíó èíòåðâàëà, â êîòîðîì ãàðàíòèðîâàííî ñîäåðæèòñÿ òî÷íîå çíà-

÷åíèå, à îòíîñèòåëüíàÿ îöåíêà îïðåäåëÿåò, íàñêîëüêî õóæå èëè ëó÷øå

ïîëó÷àåìàÿ îöåíêà âåêòîðà x ïî îòíîøåíèþ ê îãðàíè÷åíèþ (3). Òîãäà ïðè îäè-

íàêîâûõ � i , i m�1, , ïî îòíîñèòåëüíîé îöåíêå ìîæíî ñóäèòü î êà÷åñòâå ïîëó÷àå-

ìîãî ðåøåíèÿ ðàçíûìè ìåòîäàìè, êðîìå êîìáèíàòîðíîãî. Ýòîãî äîñòàòî÷íî äëÿ

âûáîðà ïðèìåíèòåëüíî ê ðàññìàòðèâàåìîé ÑËÀÓ íàèáîëåå ïîäõîäÿùåãî ìåòîäà

åãî ðåøåíèÿ íåçàâèñèìî îò ðåàëèçóåìîé ïîãðåøíîñòè, êîãäà îãðàíè÷åíèå (3)

âûïîëíÿåòñÿ, íî çíà÷åíèå � àïðèîðè íåèçâåñòíî. Ïðè ýòîì íå òðåáóåòñÿ çíàòü
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Ðèñ. 2. Ðàñïðåäåëåíèå îöåíîê �xi ( , )i � 1 5 äëÿ ÑËÀÓ ïðè n � 5, m � 24, � � 0.01 äëÿ ðàâíîìåðíî
ðàñïðåäåëåííîé ïîãðåøíîñòè �i

x1

x2

x4

x3

x5






âåðîÿòíîñòíûå ñâîéñòâà ðåàëèçóåìîé ïîãðåøíîñòè. Òàêîé æå âûáîð ìîæíî ñäå-

ëàòü è â ñëó÷àå, åñëè çíà÷åíèÿ � i àïðèîðè íåèçâåñòíû, íî èçâåñòíà îöåíêà èõ

îòíîøåíèé ïðè ðàçíûõ m .

Ñîâåðøåííî èíàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò, êîãäà ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ

êîìáèíàòîðíûì ìåòîäîì. Â ýòîì ñëó÷àå øèðèíà ãàðàíòèðîâàííîãî èíòåðâàëà

îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïàðàìåòðàìè, óêàçàííûìè äëÿ ïðåäûäóùèõ ñëó÷àåâ, òàê è êîí-

êðåòíûìè çíà÷åíèÿìè ðåàëèçóåìîé ïîãðåøíîñòè. Ïîýòîìó ðåçóëüòàò îöåíèâàíèÿ

çàâèñèò îò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè �k . Ïðè áëàãîïðèÿòíîì èñõîäå ïîëó÷èì ëó÷øóþ,

à ïðè íåáëàãîïðèÿòíîì èñõîäå — õóäøóþ îöåíêó. Íà îñíîâå ýòîãî ìåòîäà ìîæ-

íî óñòàíàâëèâàòü íåêîòîðûå àïîñòåðèîðíûå ñâîéñòâà ðåàëèçîâàííîé ïîãðåøíîñ-

òè äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû âåêòîðà x. Ïî âû÷èñëåííûì çíà÷åíèÿì �xi
j äëÿ

j M�1, ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî íåðàâåíñòâî (3) âûïîëíÿåòñÿ, íî � i íåèçâåñòíû, ìîæ-

íî äàâàòü îöåíêó ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ïîëó÷àåìûõ ðåøåíèé.
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Ðèñ. 3. Ðàñïðåäåëåíèå îöåíîê �xi ( , )i � 1 5 äëÿ ÑËÀÓ ïðè n � 5, m � 24, � � 0.01 äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ �i
òèïà «boundary visiting»




x1

x2

x4

x3

x5



Òàê, íà ðèñ. 1 äëÿ ÑËÀÓ ñ n � 5 è m � 24 ïðåäñòàâëåíû òàêèå ðàñïðåäåëåíèÿ �xi ,

i �1 5, . Ïðè ýòîì � i � 0,01, i �1 24, , à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü � i ñîîòâåòñòâîâàëà

îäíîé èç ðåàëèçàöèé ñ íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì íà îãðàíè÷åííîì èíòåðâàëå;


 — ÷àñòîòà ïîâòîðåíèé.

Ïðè òåõ æå èñõîäíûõ äàííûõ, íî ñ ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì � i íà òîì

æå èíòåðâàëå íà ðèñ. 2 ïîêàçàíû àíàëîãè÷íûå ðàñïðåäåëåíèÿ îöåíîê �xi . Ðàñïðå-

äåëåíèþ � i òèïà «boundary visiting», ò.å. ñ èõ ðåàëèçàöèÿìè, ñîñðåäîòî÷åííûìè

â îñíîâíîì âáëèçè ãðàíèö èíòåðâàëà (5), ñîîòâåòñòâóþò ðåçóëüòàòû, ïîêàçàííûå

íà ðèñ. 3.

Òî÷íûå çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò âåêòîðà x íà âñåõ ãðàôèêàõ îòìå÷åíû êîðîòêèì

îòðåçêîì. Ðàññìîòðåííûå ðåàëèçàöèè � i âî âñåõ ñëó÷àÿõ áûëè ñ íóëåâûì ñðåäíèì.

Ðàñïðåäåëåíèå �xi , ïîëó÷åííîå êîìáèíàòîðíûì ìåòîäîì, îêàçàëîñü âíóòðè

èíòåðâàëîâ, êîòîðûå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê èíòåðâàëû äîñòîâåðíîñòè,

è òî÷íûå çíà÷åíèÿ âåêòîðà x îêàçàëèñü áëèçêèìè ê èíòåðâàëó ñ ìàêñèìàëüíûì

çíà÷åíèåì 
. Áîëåå òîãî, ìîæíî ñâèäåòåëüñòâîâàòü î âûðàæåííîé êîððåëÿöèè

ìåæäó ðàñïðåäåëåíèÿìè � i è �xi . Ýòî ïîçâîëÿåò ïî óñòàíîâëåííûì ðàñïðåäåëåíè-

ÿì äåëàòü ìàêñèìàëüíî ïðàâäîïîäîáíóþ îöåíêó ðåøåíèÿ ëèáî ïî ñðåäíåìó çíà-

÷åíèþ äîñòîâåðíîãî èíòåðâàëà, êàê â ñëó÷àå ñ íóëåâûì ñðåäíèì, ëèáî ïî äðóãèì

ïîêàçàòåëÿì, èñïîëüçóåìûì ïðè ïîëó÷åíèè íàèáîëåå êà÷åñòâåííîé îöåíêè äëÿ

áîëåå ñëîæíûõ ðàñïðåäåëåíèé � i .

ÑÐÀÂÍÈÒÅËÜÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ ÌÅÒÎÄÎÂ

Ñðàâíåíèå ìåòîäîâ âûïîëíåíî ïî ðåçóëüòàòàì ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Ðàñ-

ñìàòðèâàëèñü ïåðåîïðåäåëåííûå ÑËÀÓ ïðè n � 5 è âàðüèðóåìîì çíà÷åíèè m, íà-

÷èíàÿ ñ m � 6. Êðîìå òîãî, ðàññìàòðèâàëèñü ñèñòåìû, èìåþùèå ðàçíóþ îáóñëîâ-

ëåííîñòü, íà÷èíàÿ ñ õîðîøåé (áëèçêîé ê åäèíèöå) è çàêàí÷èâàÿ ïëîõîé (ñ äîñòà-

òî÷íî áîëüøèì ÷èñëîì îáóñëîâëåííîñòè). Õîòÿ îáóñëîâëåííîñòü çàâèñèò îò

íîðìû, íî ïðè áîëüøèõ åå âàðèàöèÿõ (íà ïîðÿäêè) â ñèëó èõ ýêâèâàëåíòíîñòè

äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü îäíó èç íèõ. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ îáóñëîâëåííîñòè âûáðàíà

åâêëèäîâà íîðìà, îïðåäåëÿåìàÿ ïî îòíîøåíèþ ñèíãóëÿðíûõ ÷èñåë ïðè SVD-ðàç-

ëîæåíèè ìàòðèöû A [7]. Ïðåäïî÷òåíèå áûëî îòäàíî ýòîìó ñïîñîáó, ïîñêîëüêó îí

íàèáîëåå ïîäõîäÿùèé äëÿ ïðÿìîóãîëüíûõ ìàòðèö è ôàêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ îáîá-

ùåíèåì ïîíÿòèÿ îáóñëîâëåííîñòè íà îáùèé ñëó÷àé ìàòðèö.

Îöåíêè ãàðàíòèðîâàííûõ èíòåðâàëîâ, ïîëó÷àåìûõ ðàçíûìè ìåòîäàìè, ïðî-

âîäèëèñü äëÿ îäíèõ è òåõ æå ÑËÀÓ è èäåíòè÷íûõ ïîãðåøíîñòåé, ò.å. äëÿ îäíèõ

è òåõ æå A, b è òèïîâ øóìîâ.

Íà ðèñ. 4 äëÿ øóìà ñ íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü îò

m îòíîñèòåëüíûõ ãàðàíòèðîâàííûõ èíòåðâàëîâ äëÿ âñåõ ðàññìîòðåííûõ ìåòîäîâ.

Ïîñêîëüêó ÌÍÊ è SVD-ìåòîäû âñåãäà äàþò ñîâïàäàþùèå ðåçóëüòàòû, íà ðèñ. 4

ïîêàçàí òîëüêî ÌÍÊ. Äëÿ ýòîãî áûëà âûáðàíà îáîáùåííàÿ ïî âñåì êîìïîíåíòàì i

îöåíêà 
 
� max
i

i . Àíàëîãè÷íûå çàâèñèìîñòè îò m âåëè÷èíû 
 ïðè ðàâíîìåð-

íîì øóìå ïîêàçàíû íà ðèñ. 5, à ïðè «boundary visiting» — íà ðèñ. 6. Êîìáèíàòîð-

íûé ìåòîä ñòàíîâèòñÿ íàèáîëåå ýôôåêòèâíûì ñ óâåëè÷åíèåì m ïðè ïîãðåøíîñòè

òèïà «boundary visiting».

Ïðè ðàâíîìåðíîì ðàñïðåäåëåíèè ìåòîäû äàþò áëèçêèé ðåçóëüòàò, à ïðè

íîðìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè êîìáèíàòîðíûé ìåòîä óñòóïàåò ÌÍÊ è òåì áîëåå

ÎÂÌÍÊ. Ýòî î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó ïðè íîðìàëüíîì øóìå ðàçáðîñ îöåíêè �xi íå

ÿâëÿåòñÿ áîëüøèì è ïåðåñå÷åíèå ãàðàíòèðîâàííûõ èíòåðâàëîâ ñ óâåëè÷åíèåì m

óìåíüøàåòñÿ ìåäëåííåå. Òåì íå ìåíåå îöåíêè �x êîìïîíåíò âåêòîðà, îïðåäåëÿå-

ìûå (30), äàþò è â òàêîì ñëó÷àå íåïëîõîé ðåçóëüòàò. Ýòî õîðîøî âèäíî èç ðèñ. 7,
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íà êîòîðîì ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü îò m îöåíêè �x5 ïÿòîé êîìïîíåíòû, íàéäåííàÿ

èç (30) ïðè ðàçíûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ øóìîâ.

Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò èìååò ìåñòî è äëÿ äðóãèõ êîìïîíåíò. Ðåçóëüòàò

îöåíèâàíèÿ êîìáèíàòîðíûì ìåòîäîì ãàðàíòèðîâàííîãî èíòåðâàëà äëÿ êîìïî-

íåíòû 
 ïðè ðàçíûõ ïîãðåøíîñòÿõ ñ íóëåâûì ñðåäíèì ïîêàçàí íà ðèñ. 8. Êàê

âèäèì, ÷åì áîëüøå ðàçáðîñ ïîãðåøíîñòåé íà ìíîæåñòâå (5), òåì ìåíüøå ãàðàíòè-

ðîâàííûé èíòåðâàë.

Âàæíûì ïîêàçàòåëåì äëÿ âñåõ ðàññìîòðåííûõ ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî îáóñëîâ-

ëåííîñòè k A( ) ìàòðèöû A. Åãî âëèÿíèå íà îáîáùåííóþ îöåíêó 
 â çàâèñèìîñòè îò

îáóñëîâëåííîñòè äëÿ âñåõ ìåòîäîâ ïîêàçàíî íà ðèñ. 9. ×òîáû ïîêàçàòü áîëüøèå âà-

ðèàöèè ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè, ïðè êîòîðûõ ýòà çàâèñèìîñòü ïðîÿâëÿåòñÿ, áûëà èñ-

ïîëüçîâàíà øêàëà ñ ln ( )k A . Êàê âèäèì, íàèìåíåå ÷óâñòâèòåëüíûì ìåòîäîì ê ÷èñëó

îáóñëîâëåííîñòè ÿâëÿåòñÿ êîìáèíàòîðíûé ìåòîä. Â áîëüøîì äèàïàçîíå çíà÷åíèé

÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè âåëè÷èíà 
 èçìåíÿëàñü ñëàáî — îò åäèíèöû äî äâóõ.
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Ðèñ. 4. Ãðàôèê çàâèñèìîñòè âåëè÷èíû 
 îò m
ïðè íîðìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè øóìà äëÿ
ÌÍÊ (1), ÎÂÌÍÊ (2) è êîìáèíàòîðíîãî ìå-
òîäà (3)

Ðèñ. 5. Ãðàôèê çàâèñèìîñòè âåëè÷èíû 
 îò m
ïðè ðàâíîìåðíîì ðàñïðåäåëåíèè øóìà äëÿ
ÌÍÊ (1), ÎÂÌÍÊ (2) è êîìáèíàòîðíîãî ìå-
òîäà (3)




m




m

Ðèñ. 7. Ãðàôèê çàâèñèìîñòè �x5 îò m ïðè íîð-

ìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè øóìà (1), ðàâíîìåðíîì

ðàñïðåäåëåíèè øóìà (2), «boundary visiting» (3)

è òî÷íîì çíà÷åíèè (4)

Ðèñ. 6. Ãðàôèê çàâèñèìîñòè âåëè÷èíû 
 îò m

ïðè ïîãðåøíîñòè òèïà «boundary visiting» äëÿ

ÌÍÊ (1), ÎÂÌÍÊ (2) è êîìáèíàòîðíîãî ìå-

òîäà (3)

m


 �x5

m



ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Äîñòàòî÷íî ðàñïðîñòðàíåííûì ìåòîäîì ðåøåíèÿ ïåðåîïðåäåëåííûõ ÑËÀÓ ÿâ-

ëÿåòñÿ ÌÍÊ èëè åãî îáîáùåíèÿ. Åãî ýôôåêòèâíîñòü è àñèìïòîòè÷åñêàÿ ñõîäè-

ìîñòü ê òî÷íîìó ðåøåíèþ ïðè óâåëè÷åíèè m çàâèñÿò îò ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó-

÷àéíîé ïîãðåøíîñòè. Íàèáîëåå áëàãîïðèÿòíûì ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîå ðàñïðåäå-

ëåíèå ñ íóëåâûì ñðåäíèì. Ïðè ýòîì ñîõðàíÿåòñÿ ñõîäèìîñòü, íî ïðèåìëåìûé

ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ m. Ïðè÷åì ÷åì áîëüøå

÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè, òåì áîëüøå äîëæíî áûòü çíà÷åíèå m, ÷òîáû ïîëó÷èòü

àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò. Íà ïðàêòèêå åãî ïðèìåíÿþò è â äðóãèõ ñëó÷àÿõ, îäíà-

êî íå âñåãäà ìîæíî îáîñíîâàòü êà÷åñòâî ïîëó÷àåìûõ ïðè ýòîì îöåíîê. Î÷å-

âèäíî, ÷òî ÎÂÌÍÊ äàåò ëó÷øèé ðåçóëüòàò, íî çàòðàòû íà åãî ðåàëèçàöèþ

çíà÷èìû îñîáåííî ïðè áîëüøèõ ðàçìåðíîñòÿõ. Êîìáèíàòîðíûé ìåòîä ïðàêòè-

÷åñêè âî âñåõ ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àÿõ äàåò íåïëîõèå ðåçóëüòàòû. Ïðè åãî ïðè-

ìåíåíèè îòêðûâàþòñÿ âîçìîæíîñòè ïîâûñèòü ýôôåêòèâíîñòü, èñïîëüçóÿ èí-

ôîðìàöèþ, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé ìîæíî îöåíèòü îñîáåííîñòè ñëó÷àéíûõ ðåàëè-

çàöèé ïîãðåøíîñòè è èñõîäÿ èç ýòîãî âûáðàòü ïîäõîäÿùèé àëãîðèòì ðåøåíèÿ.

Ñïîñîá ðåøåíèÿ íà îñíîâå SVD — ýòî ðåàëèçàöèÿ ÌÍÊ â èíîé ôîðìå.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ

1. Âîåâîäèí Â.Â. Âû÷èñëèòåëüíûå îñíîâû ëèíåéíîé àëãåáðû. Ìîñêâà: Íàóêà, 1977. 304 ñ.

2. Õèìè÷ À.Í. Îöåíêè âîçìóùåíèé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Êèáåðíåòèêà è ñèñ-

òåìíûé àíàëèç. 1996. ¹ 3. Ñ. 142–145.

3. Íèêîëàåâñêàÿ Å.À., Õèìè÷ À.Í. Îöåíêà ïîãðåøíîñòè âçâåøåííîãî íîðìàëüíîãî ïñåâäîðåøåíèÿ ñ ïîëî-

æèòåëüíî-îïðåäåëåííûìè âåñàìè. Æ. âû÷èñë. ìàòåì. è ìàòåì. ôèç. 2009. Ò. 49, ¹ 3. Ñ. 422–430.

4. Êèðè÷åíêî Í.Ô. Àíàëèòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå âîçìóùåíèé ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö. Êèáåðíåòèêà è

ñèñòåìíûé àíàëèç. 1997. ¹ 2. Ñ. 98–107.

5. Êóäðèíñêèé Â.Þ., Òðóòåíü Â.Å. Ñîãëàñîâàíèå ïîãðåøíîñòåé ïðè ðåøåíèè ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðà-

è÷åñêèõ óðàâíåíèé íà ÝÂÌ. Æ. âû÷èñë. ìàòåì. è ìàòåì. ôèç. 1982. ¹ 1. Ñ. 223–227.

6. Êóíöåâè÷ Â.Ì. Óïðàâëåíèå â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè: ãàðàíòèðîâàííûå ðåçóëüòàòû â çàäà÷àõ

óïðàâëåíèÿ è èäåíòèôèêàöèè. Êèåâ: Íàóê. äóìêà, 2006. 264 ñ.

7. Ãîëóá Äæ., Âàí Ëîóí ×. Ìàòðè÷íûå âû÷èñëåíèÿ. Ìîñêâà: Ìèð, 1999. 548 ñ.

108 ISSN 1019-5262. Ê³áåðíåòèêà òà ñèñòåìíèé àíàë³ç, 2021, òîì 57, ¹ 2

Ðèñ. 9. Ãðàôèê çàâèñèìîñòè 
 îò ln ( )k A äëÿ
ÌÍÊ (1), ÎÂÌÍÊ (2) è êîìáèíàòîðíîãî
ìåòîäà (3)

Ðèñ. 8. Ãðàôèê çàâèñèìîñòè âåëè÷èíû 
 îò m ïðè
íîðìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè ïîãðåøíîñòè (1),
ðàâíîìåðíîì ðàñïðåäåëåíèè ïîãðåøíîñòè (2)
è ïðè ïîãðåøíîñòè òèïà «boundary visiting» (3)


 


m
ln ( )k A
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Â.Ô. Ãóáàðåâ, ª.Î. Øàðàïîâ
ÎÖ²ÍÊÀ ÐÎÇÂ’ßÇÊ²Â ÏÅÐÅÂÈÇÍÀ×ÅÍÈÕ ÑËÀÐ Ç ÍÅÒÎ×ÍÎ ÇÀÄÀÍÎÞ
ÏÐÀÂÎÞ ×ÀÑÒÈÍÎÞ

Àíîòàö³ÿ. Ðîçãëÿíóòî òà äîñë³äæåíî ìåòîäè ðîçâ’ÿçóâàííÿ ïåðåâèçíà÷åíèõ
ÑËÀÐ, â ÿêèõ îñíîâíà ìàòðèöÿ â³äîìà òî÷íî, à ïðàâà ÷àñòèíà ì³ñòèòü ïî-
õèáêó. Ââàæàºòüñÿ, ùî ïîêîìïîíåíòíà ïîõèáêà º âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ,
ÿêà íàëåæèòü ìàëîìó îáìåæåíîìó ³íòåðâàëó. Çà òî÷íèõ çíà÷åíü ïðàâî¿ ÷àñ-
òèíè ñèñòåìà ìàº îäíîçíà÷íèé ðîçâ’ÿçîê. Â îñíîâó ï³äõîäó, ùî ðîçâè-
âàºòüñÿ, ïîêëàäåíî ãàðàíòîâàíå îö³íþâàííÿ ³íòåðâàë³â íàëåæíîñò³ òî÷íîãî
ðîçâ’ÿçêó, çà ÿêèìè ìîæíà ðîáèòè âèñíîâîê ïðî ÿê³ñòü îäåðæóâàíèõ íàáëè-
æåíèõ îö³íîê ðîçâ’ÿçê³â. Ö³ ãàðàíòîâàí³ îö³íêè âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ
ïîð³âíÿííÿ ìåòîä³â ³ îö³íþâàííÿ ¿õíüî¿ åôåêòèâíîñò³. Çà ðåçóëüòàòàìè ÷è-
ñåëüíîãî ìîäåëþâàííÿ çðîáëåíî ïîð³âíÿëüíèé àíàë³ç ìåòîä³â òà íàâåäåíî
ðåêîìåíäàö³¿ ùîäî ¿õíüîãî ïðàêòè÷íîãî çàñòîñóâàííÿ.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ïåðåâèçíà÷åí³ ÑËÀÐ, îö³íþâàííÿ, ãàðàíòîâàíèé ³íòåðâàë,
ñèíãóëÿðíèé ðîçêëàä, îáìåæåíà ïîõèáêà, ÌÍÊ, îáóìîâëåí³ñòü.

V.F. Gubarev, Y.A. Sharapov
SOLUTION ESTIMATION OF OVERDETERMINED SLAE WITH NONACCURATE RIGHT SIDE

Abstract. Methods of overdetermined SLAE solving when main matrix is
precise and right side contains errors are considered and studied in the paper.
It is assumed that each error of right side component is random but being
bounded small interval. Under precise right side system has unique solution. The
base of the developed approach is guarantee estimation of interval membership
of the precise solution which may be used for quality estimation of the
approximate solution. These guarantee estimation are namely applied for
comparison and solution quality estimation of the solving methods to be
considered. Results of numerical simulation make it possible doing methods
comparative analysis and formulation of the recommendations on its practical
application.

Keywords: overdetermined SLAE, estimation, guarantee interval, SVD, bounded
errors, LSM, conditionality.
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