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Àííîòàöèÿ. Ïîëó÷åíû è èññëåäîâàíû ðàçëîæåíèÿ âçâåøåííûõ ïñåâäîîáðàò-
íûõ ìàòðèö ñî ñìåøàííûìè âåñàìè (îäíà âåñîâàÿ ìàòðèöà ïîëîæèòåëü-
íî-îïðåäåëåííàÿ, à äðóãàÿ — íåâûðîæäåííàÿ çíàêîíåîïðåäåëåííàÿ) â ìàòðè÷-
íûå ñòåïåííûå ðÿäû ñ ïîëîæèòåëüíûìè ïîêàçàòåëÿìè ñòåïåíåé. Íà îñíîâà-
íèè òàêèõ ðàçëîæåíèé ïîñòðîåíû è èçó÷åíû èòåðàöèîííûå ìåòîäû äëÿ
âû÷èñëåíèÿ âçâåøåííûõ ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö ñî ñìåøàííûìè âåñàìè.
Ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå âàðèàíòû âçâåøåííûõ ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö ñî
ñìåøàííûìè íåâûðîæäåííûìè âåñàìè è ïîñòðîåíû èõ ðàçëîæåíèÿ â ìàòðè÷-
íûå ñòåïåííûå ðÿäû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âçâåøåííûå ïñåâäîîáðàòíûå ìàòðèöû ñ èíäåôèíèòíûìè
è ñìåøàííûìè âåñàìè, ìàòðè÷íûå ñòåïåííûå ðÿäû, èòåðàöèîííûå ìåòîäû.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Âïåðâûå îïðåäåëåíèå âçâåøåííîé ïñåâäîîáðàòíîé ìàòðèöû ñ ïîëîæèòåëüíî-îï-
ðåäåëåííûìè âåñàìè äàíî â [1]. Ïîíÿòèå êîñîé ïñåâäîîáðàòíîé ìàòðèöû ââåäå-
íî â [2]. Â [3] ïîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâî âçâåøåííûõ ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö
â [1] ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì êîñûõ ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö â [2]. Îïðåäåëåíèå
âçâåøåííîé ïñåâäîîáðàòíîé ìàòðèöû ñ âûðîæäåííûìè âåñàìè äàíî â [4]. Òàì
æå äàíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðàññìîòðåííîãî
âàðèàíòà ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö ñ âûðîæäåííûìè âåñàìè.

Â ðàáîòàõ [5–7] èññëåäîâàíû äðóãèå âàðèàíòû âçâåøåííûõ ïñåâäîîáðàòíûõ
ìàòðèö ñ âûðîæäåííûìè âåñàìè (ñì. òàêæå îáçîðíóþ ñòàòüþ [8]) è îïðåäåëåíû
íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ èõ ñóùåñòâîâàíèÿ, à òàêæå ïðèâåäåíû âçâå-
øåííûå íîðìàëüíûå ïñåâäîðåøåíèÿ ñ âûðîæäåííûìè âåñàìè è óñòàíîâëåíà èõ
ñâÿçü ñî âçâåøåííûìè ïñåâäîîáðàòíûìè ìàòðèöàìè.

Îáçîðíàÿ ñòàòüÿ [9] ïîñâÿùåíà ìåòîäàì âû÷èñëåíèÿ âçâåøåííûõ ïñåâäîîá-
ðàòíûõ ìàòðèö è âçâåøåííûõ íîðìàëüíûõ ïñåâäîðåøåíèé ñ âûðîæäåííûìè âåñà-
ìè. Â [10] ââåäåíî ïîíÿòèå ML-âçâåøåííîé ïñåâäîîáðàòíîé ìàòðèöû. Â [11] äàíî
îïðåäåëåíèå âçâåøåííûõ ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö ñ íåâûðîæäåííûìè èíäåôèíèò-
íûìè âåñàìè è ïðèâåäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ýòèõ ìàòðèö. Âçâå-
øåííûå ïñåâäîîáðàòíûå ìàòðèöû ñ èíäåôèíèòíûìè íåâûðîæäåííûìè âåñàìè èñ-
ñëåäîâàíû â [12]. Â ýòîé ðàáîòå äîêàçàíà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñ-
òè âçâåøåííûõ ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö ñ èíäåôèíèòíûìè âåñàìè, äàíî
ïðåäñòàâëåíèå ýòèõ ìàòðèö â òåðìèíàõ êîýôôèöèåíòîâ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ìíî-
ãî÷ëåíîâ ñèììåòðèçóåìûõ ìàòðèö, ïîëó÷åíû ðàçëîæåíèÿ âçâåøåííûõ ïñåâäîîá-
ðàòíûõ ìàòðèö ñî ñìåøàííûìè âåñàìè â ìàòðè÷íûå ñòåïåííûå ðÿäû è ïðîèçâåäå-
íèÿ ñ îòðèöàòåëüíûìè ïîêàçàòåëÿìè ñòåïåíåé, ïðåäåëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ýòèõ
ìàòðèö, ïîñòðîåíû ðåãóëÿðèçîâàííûå èòåðàöèîííûå ìåòîäû äëÿ èõ âû÷èñëåíèÿ.
Â [13] ïîëó÷åíî ïðåäñòàâëåíèå âçâåøåííûõ ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö ñî ñìåøàí-
íûìè âåñàìè ÷åðåç ïñåâäîîáðàòíûå ìàòðèöû Ìóðà–Ïåíðîóçà è äðóãèå âçâåøåí-
íûå ïñåâäîîáðàòíûå ìàòðèöû. Â [14] äàíû ðàçëîæåíèÿ âçâåøåííûõ ïñåâäîîáðàò-
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íûõ ìàòðèö ñî ñìåøàííûìè âåñàìè â ìàòðè÷íûå ñòåïåííûå ðÿäû è ïðîèçâåäåíèÿ
ñ îòðèöàòåëüíûìè ïîêàçàòåëÿìè ñòåïåíåé, îòëè÷íûå îò ïðåäëîæåííûõ â [12],
à òàêæå ïîñòðîåíû ðåãóëÿðèçîâàííûå èòåðàöèîííûå ìåòîäû äëÿ èõ âû÷èñëåíèÿ.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå íà îñíîâå ïðåäñòàâëåíèÿ âçâåøåííîé ïñåâäîîáðàòíîé
ìàòðèöû ñî çíàêîíåîïðåäåëåííûìè è ñìåøàííûìè âåñàìè â òåðìèíàõ êîýôôè-
öèåíòîâ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ñèììåòðèçóåìûõ ìàòðèö, ëåììû î äè-
àãîíàëèçàöèè ñèììåòðèçóåìûõ ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííûìè ñèììåòðèçàòîðà-
ìè ìàòðèö ñ ïîìîùüþ âçâåøåííîãî îðòîãîíàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, íåðàâåíñòâ
äëÿ ìàòðè÷íûõ íîðì îáîñíîâàíî ðàçëîæåíèå âçâåøåííûõ ïñåâäîîáðàòíûõ ìàò-
ðèö ñî ñìåøàííûìè âåñàìè â ìàòðè÷íûå ñòåïåííûå ðÿäû è ìàòðè÷íûå ñòåïåí-
íûå ïðîèçâåäåíèÿ ñ ïîëîæèòåëüíûìè ïîêàçàòåëÿìè ñòåïåíåé, êîãäà îáå âåñîâûå
ìàòðèöû ñèììåòðè÷íûå, ïðè÷åì îäíà èç íèõ ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ, à âòî-
ðàÿ — íåâûðîæäåííàÿ çíàêîíåîïðåäåëåííàÿ. Íà îñíîâå ðàçëîæåíèÿ âçâåøåííûõ
ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö ñî ñìåøàííûìè âåñàìè â ìàòðè÷íûå ñòåïåííûå ðÿäû
è ìàòðè÷íûå ñòåïåííûå ïðîèçâåäåíèÿ ñ ïîëîæèòåëüíûìè ïîêàçàòåëÿìè ñòåïåíåé
ïîñòðîåíû è èññëåäîâàíû èòåðàöèîííûå ïðîöåññû äëÿ èõ âû÷èñëåíèÿ. Ðàññìîò-
ðåíû ðàçëè÷íûå âàðèàíòû âçâåøåííûõ ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö ñî ñìåøàííûìè
íåâûðîæäåííûìè âåñàìè è ïîñòðîåíû èõ ðàçëîæåíèÿ â ìàòðè÷íûå ñòåïåííûå
ðÿäû. Îòìåòèì, ÷òî íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû áåç äîêàçàòåëüñòâ îïèñàíû â [15].

1. ÎÁÎÇÍÀ×ÅÍÈß, ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈß, ÈÇÂÅÑÒÍÛÅ ÔÀÊÒÛ,
ÂÑÏÎÌÀÃÀÒÅËÜÍÛÅ ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈß

Îáîçíà÷èì �
n n-ìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì äåéñòâèòåëüíûõ ÷è-

ñåë, ãäå âåêòîðû — ìàòðèöû ðàçìåðà n�1. Ïóñòü H — ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæè-
òåëüíî-îïðåäåëåííàÿ, ïîëîæèòåëüíî-ïîëóîïðåäåëåííàÿ èëè çíàêîíåîïðåäåëåííàÿ

ìàòðèöà. Â �
n ââåäåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïî ôîðìóëå ( , ) ( , )u HuH E� �� ,

ãäå ( , )u uE� �� T , E — åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Åñëè ìåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà H ïîëî-

æèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ èëè ïîëîæèòåëüíî-ïîëóîïðåäåëåííàÿ, òî îáû÷íûì ñïîñî-

áîì ìîæíî íîðìèðîâàòü ïðîñòðàíñòâî �
n , ïîëîæèâ | | | | ( , ) /u u uH H

� 1 2 . Â ïåðâîì

ñëó÷àå ôóíêöèÿ | | | |u H áóäåò îïðåäåëÿòü ýëëèïñîèäàëüíóþ íîðìó, à âî âòî-
ðîì — ýëëèïñîèäàëüíóþ ïîëóíîðìó.

Îòìåòèì, ÷òî èññëåäîâàíèþ n-ìåðíûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ ñî çíàêîíåîï-
ðåäåëåííîé ìåòðèêîé (ñî çíàêîíåîïðåäåëåííûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì) óäå-
ëåíî çíà÷èòåëüíî ìåíüøå âíèìàíèÿ [16–20], ÷åì ñ ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííîé
è íåîòðèöàòåëüíîé ìåòðèêîé.

Îïðåäåëèì âçâåøåííóþ íîðìó ïðÿìîóãîëüíîé ìàòðèöû c ñèììåòðè÷íûìè

íåâûðîæäåííûìè âåñîâûìè ìàòðèöàìè. Ïóñòü A m n� �
� , à H H m m� � �T

� è

V V n n� � �T
� — íåâûðîæäåííûå ìàòðèöû. Äëÿ ìíîæåñòâà ìàòðèö A â [12]

íîðìà ââåäåíà ñîîòíîøåíèåì
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ãäå x n�� , à íèæíèé èíäåêñ ïðè åäèíè÷íîé ìàòðèöå îçíà÷àåò åå ðàçìåð.
Â [12] ïîêàçàíî, ÷òî ôóíêöèÿ (1) ÿâëÿåòñÿ àääèòèâíîé (îáîáùåííîé) ìàò-

ðè÷íîé íîðìîé, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

| | | | [ ( )]max
/A VA H AVHV � � T 2 1 2 , (2)

ãäå � max ( )L — ìàêñèìàëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû L.
Â [12] ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ìàòðè÷íûõ íîðì ñ íåâûðîæ-

äåííûìè âåñàìè.

Ëåììà 1. Ïóñòü A m p� �
� , B p n� �

� , à H m m� �
� , V n n� �

� , M p p� �
� —

ñèììåòðè÷íûå íåâûðîæäåííûå ìàòðèöû, òîãäà ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

| | | | | | | | | | | |AB A BHV HM M V
� �1 , | | | | | | | | | | | |AB A BHV HM MV� �1 . (3)
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Îïðåäåëåíèå 1. Âåùåñòâåííóþ ìàòðèöó U áóäåì íàçûâàòü ñèììåòðèçóåìîé
ñëåâà èëè ñïðàâà, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñèììåòðè÷íàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà H ,

÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ðàâåíñòâà HU U H� T è UH HU� T .

Îïðåäåëåíèå 2. Êâàäðàòíóþ âåùåñòâåííóþ ìàòðèöó Q áóäåì íàçûâàòü H-âçâå-

øåííîé îðòîãîíàëüíîé (îðòîãîíàëüíîé ñ âåñîì H), åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

Q HQ ET � , ãäå H — ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà.

Â ðÿäå ðàáîò îïðåäåëÿëèñü ñèììåòðèçóåìûå ìàòðèöû è èçó÷àëèñü èõ ñâîéñòâà,
ïðè÷åì ñèììåòðèçàòîðàìè, â îñíîâíîì, ÿâëÿëèñü ñèììåòðè÷íûå ïîëîæèòåëü-
íî-îïðåäåëåííûå ìàòðèöû, à â ðàáîòàõ [19, 21, 22] èçó÷àëèñü Í-ñàìîñîïðÿæåííûå
ìàòðèöû, çäåñü Í ïðåäïîëàãàëàñü ñèììåòðè÷íîé íåâûðîæäåííîé çíàêîíåîïðåäå-
ëåííîé ìàòðèöåé.

Ïðè èññëåäîâàíèè ðàçëîæåíèé âçâåøåííûõ ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö ñî ñìå-
øàííûìè âåñàìè (îäíà âåñîâàÿ ìàòðèöà ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ, à äðóãàÿ —
íåâûðîæäåííàÿ çíàêîíåîïðåäåëåííàÿ) â ìàòðè÷íûå ñòåïåííûå ðÿäû è ïðîèçâåäåíèÿ
èñïîëüçîâàíî óòâåðæäåíèå ñëåäóþùåé ëåììû [12].

Ëåììà 2. Ñèììåòðèçóåìàÿ ñëåâà ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííûì ñèììåòðèçà-
òîðîì H ìàòðèöà U ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê äèàãîíàëüíîé ôîðìå ñ ïîìîùüþ
H-âçâåøåííîãî îðòîãîíàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, ò.å. ñóùåñòâóåò òàêàÿ H-âçâå-
øåííàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà Q, ÷òî

Q HUQT � � , (4)

è ìàòðèöà U ïðåäñòàâèìà â âèäå

U Q Q H� � T , (5)

ãäå � � diag ( )� i , � i — ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû U , à ñòîëáöû ìàòðèöû Q
îáðàçóþò ïîëíóþ ñèñòåìó ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû U .

Ïóñòü A m n� �
� , X n m� �

� , B B m m� � �T
� , C C n n� � �T

� . Ðàññìîòðèì
ñèñòåìó ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé

AXA A� , XAX X� , ( )BAX BAXT � , ( )CXA CXAT � (6)

ïðè äâóõ óñëîâèÿõ äëÿ âåñîâûõ ìàòðèö Â è Ñ:
— êîãäà ìàòðèöà Ñ ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ, à Â — íåâûðîæäåííàÿ çíà-

êîíåîïðåäåëåííàÿ ïðè
rk A BA rk A( ) ( )T � ; (7)

— êîãäà ìàòðèöà Â ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ, à Ñ — íåâûðîæäåííàÿ çíà-
êîíåîïðåäåëåííàÿ ïðè

rk AC A rk A( ) ( )� �1 T , (8)

ãäå îáîçíà÷åíî rk L( ) ðàíã ìàòðèöû L.
Ñëåäîâàòåëüíî, äàëåå áóäåò ðàññìîòðåíî äâà âàðèàíòà âçâåøåííûõ ïñåâäî-

îáðàòíûõ ìàòðèö, îïðåäåëÿåìûõ óñëîâèÿìè (6), (7) è (6), (8).
Â [12] ïîêàçàíî, ÷òî ñèñòåìà ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé (6), êîãäà âåñîâûå ìàò-

ðèöû Â è Ñ íåâûðîæäåííûå çíàêîíåîïðåäåëåííûå ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (7)

è (8), èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå X A
BC

� 	 , ïðè÷åì ìàòðèöà A
BC
	 ïðåäñòàâèìà

â âèäå:
A C SA B

BC
	 �� 1 T , (9)

ãäå S f A BAC� �( )T 1 — ìíîãî÷ëåí îò ìàòðèöû A BACT �1 âèäà

S A BAC A BAC E
k

k k
k� � 	 	 	� � � � �

�� � �1 1 1
1

1 2
1[( ) ( ) ]T T

� ,

� p , p n�1, ,� , — êîýôôèöèåíòû õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà

f E A BACn n
n( ) [ ]� � � � � �� 	 	 	 � �� �

1
1 1

� det T ,

à � k — ïîñëåäíèé, îòëè÷íûé îò íóëÿ êîýôôèöèåíò ýòîãî ìíîãî÷ëåíà.
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Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷è (6), (7) è (6), (8) ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè çàäà-
÷è (6)–(8). Ïîýòîìó äëÿ ýòèõ çàäà÷ ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà (9).

Â [12] òàêæå óñòàíîâëåíà ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâ

SA BAC A AT T T� �1 , SA BAC A BAC ST T� ��1 1 , C S C S� ��1 1( )T ,
(10)

A AC A C A
BC
	 � ��1 1T T , A BAA A B

BC
T T	 � .

Ëåììà 3. Ìàòðèöû A A
BC
	 è C A BA�1 T êîììóòèðóþò, èìåþò îáùóþ ñèñòå-

ìó ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ è èõ íóëü-ïðîñòðàíñòâà ñîâïàäàþò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî ìàòðèöû A A
BC
	 è C A BA�1 T ñèì-

ìåòðèçóåìûå ñèììåòðèçàòîðîì C è ïîýòîìó èìåþò ïîëíóþ ñèñòåìó ñîáñòâåííûõ
âåêòîðîâ, îðòîíîðìèðîâàííûõ â ñìûñëå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ( , )
 
 C . Â [12] ïî-

êàçàíî, ÷òî ìàòðèöà A A
BC
	 ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì îò ìàòðèöû C A BA�1 T , ò.å. ïðåä-

ñòàâèìà â âèäå

A A f C A BA
BC
	 �� �( )1 T

� � 	 	 	� � � �
�

�� � �
k

k k
kC A BA C A BA C A BA1 1

1
1 1

1
1[( ) ( ) ]T T T

� , (11)

îòêóäà î÷åâèäíî ñëåäóåò ïåðåñòàíîâî÷íîñòü ìàòðèö A A
BC
	 è C A BA�1 T . Ïîñ-

êîëüêó ìàòðèöà A A
BC
	 ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì îò ìàòðèöû C A BA�1 T , âñå ñîá-

ñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû C A BA�1 T áóäóò ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè ìàòðè-

öû A A
BC
	 [23]. Â ñèëó ïîñëåäíåãî îáñòîÿòåëüñòâà è òîãî ôàêòà, ÷òî ìàòðèöû

A A
BC
	 è C A BA�1 T ÿâëÿþòñÿ ìàòðèöàìè ïðîñòîé ñòðóêòóðû, ñëåäóåò, ÷òî ýòè

ìàòðèöû èìåþò îáùóþ ñèñòåìó ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ.

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèö A A
BC
	 è C A BA�1 T , ñîîò-

âåòñòâóþùèå íóëåâîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ, ñîâïàäàþò. Èç ïðåäñòàâëåíèÿ ìàò-
ðèöû A A

BC
	 ôîðìóëîé (11) ñëåäóåò, ÷òî âñå ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû

C A BA�1 T , ñîîòâåòñòâóþùèå íóëåâîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ, áóäóò ñîáñòâåííû-
ìè âåêòîðàìè ìàòðèöû A A

BC
	 , ñîîòâåòñòâóþùèå íóëåâîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ

ýòîé ìàòðèöû. Â ñèëó ïåðâîãî óðàâíåíèÿ â (6) èìååì C A BA C A BAA
BC

� � 	�1 1T T .

Èç ýòîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî ñîáñòâåííûå âåêòîðû, ñîîòâåòñòâóþùèå íóëåâîìó
ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ ìàòðèöû A A

BC
	 , áóäóò ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè, ñîîò-

âåòñòâóþùèìè íóëåâîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ ìàòðèöû C A BA�1 T . Ñëåäîâà-
òåëüíî, íóëü-ïðîñòðàíñòâà ìàòðèö A A

BC
	 è C A BA�1 T ñîâïàäàþò.

Ëåììà 3 äîêàçàíà.

Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 3 íà îñíîâàíèè ïðåäñòàâëåíèÿ ìàòðèöû AA
BC
	 :

AA f AC A B
BC
	 �� �( )1 T

� � 	 	 	� � � �
�

�� � �
k

k k
kAC A B AC A B AC A B1 1

1
1 1

1
1[( ) ( ) ]T T T

� ,

ïîëó÷åííîãî â [12], äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 4. Ìàòðèöû AA
BC
	 è AC A B�1 T êîììóòèðóþò, èìåþò îáùóþ ñèñòå-

ìó ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ è èõ íóëü-ïðîñòðàíñòâà ñîâïàäàþò.

Ëåììà 5. Ìàòðèöû A , A A
BC
	 è C A BA�1 T ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (7) èìå-

þò îäèí è òîò æå ðàíã.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàâåíñòâî rk A rk A A
BC

( ) ( )� 	 ñëåäóåò èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà

â (6). Äåéñòâèòåëüíî, rk A rk AA A rk A A rk A
BC BC

( ) ( ) ( ) ( )� � �	 	 . Ðàâåíñòâî rk A( ) �
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� �rk C A BA( )1 T ñëåäóåò èç (7) è òîãî ôàêòà, ÷òî óìíîæåíèå íà íåâûðîæäåííóþ

ìàòðèöó íå èçìåíÿåò ðàíãà ìàòðèöû-ïðîèçâåäåíèÿ.

Àíàëîãè÷íî èìååì.

Ëåììà 6. Ìàòðèöû A , AA
BC
	 è AC A B�1 T ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (8) èìå-

þò îäèí è òîò æå ðàíã.

Â [12] ïîêàçàíî, ÷òî ìàòðèöà A
BC
	 òàêæå ïðåäñòàâèìà â âèäå:

A C A BS
BC
	 �� 1

2
T , (12)

è óñòàíîâëåíû ðàâåíñòâà

A BAC A S A S AC A B AC A BST T T T T T� � �� �1
2 2

1 1
2, ,

(13)

S B S B
2 2
T T T� ( ) , S L AA

BC2 � 	 ,

ãäå S AC A B AC A B Ek
k k

k2
1 1 1

1
1 2

1� � 	 	 	� � � � �
�� � �[( ) ( ) ]T T

� , � p , p n�1, ,� , —

êîýôôèöèåíòû õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà f E AC A B( ) [ ]� �� � �det T1 , à � k —

ïîñëåäíèé, îòëè÷íûé îò íóëÿ êîýôôèöèåíò ýòîãî ìíîãî÷ëåíà.

Ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî áóäåò èñïîëüçîâàíî ïðè ïîëó÷åíèè îäíîãî èç äâóõ
âàðèàíòîâ ðàçëîæåíèé âçâåøåííûõ ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö ñî ñìåøàííûìè âåñàìè
â ìàòðè÷íûå ñòåïåííûå ðÿäû ñ ïîëîæèòåëüíûìè ïîêàçàòåëÿìè ñòåïåíåé.

2. ÐÀÇËÎÆÅÍÈÅ ÂÇÂÅØÅÍÍÛÕ ÏÑÅÂÄÎÎÁÐÀÒÍÛÕ ÌÀÒÐÈÖ
Â ÌÀÒÐÈ×ÍÛÅ ÑÒÅÏÅÍÍÛÅ ÐßÄÛ. ÂÀÐÈÀÍÒ 1

Íà îñíîâå ïðåäñòàâëåíèÿ âçâåøåííîé ïñåâäîîáðàòíîé ìàòðèöû ñî çíàêîíåîïðå-
äåëåííûìè âåñàìè â òåðìèíàõ êîýôôèöèåíòîâ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ
ñèììåòðèçóåìûõ ìàòðèö (9), ðàâåíñòâ (10) è óòâåðæäåíèé ëåìì 1–6 îáîñíóåì
ðàçëîæåíèå âçâåøåííûõ ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö ñî ñìåøàííûìè âåñàìè â ìàò-
ðè÷íûå ñòåïåííûå ðÿäû, êîãäà îáå âåñîâûå ìàòðèöû ñèììåòðè÷íûå, ïðè÷åì
îäíà èç íèõ ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ, à äðóãàÿ — íåâûðîæäåííàÿ çíàêîíå-
îïðåäåëåííàÿ. Äàëåå ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ìàòðèöà Ñ ïîëîæèòåëüíî-îïðå-
äåëåííàÿ, à Â — çíàêîíåîïðåäåëåííàÿ, ò.å. îáîñíóåì ðàçëîæåíèå âçâåøåííûõ
ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñèñòåìå ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé (6)
ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (7).

Òåîðåìà 1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû A m n� � �0 � , ñèììåòðè÷íîé çíàêî-

íåîïðåäåëåííîé íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû B m m� �
� , ñèììåòðè÷íîé ïîëîæè-

òåëüíî-îïðåäåëåííîé ìàòðèöû C n n� �
� è äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà �, óäîâëåòâî-

ðÿþùåãî óñëîâèþ

0 0 5 1 1� � � �� �, [ ( )]C A BAT , (14)

èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

A E C A BA E C A BA C
BC

k

k
	 �

�

�
� �� 	



�
�

�

�
� �



�
�

�

�
��

1

2

1

2

1

0

1 1� �T T A BT , (15)

ãäå A
BC
	 — âçâåøåííàÿ ïñåâäîîáðàòíàÿ ìàòðèöà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâè-

ÿì (6), (7), �( )L — ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ìàòðèöû L.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü L C A BA� �1 T . Ìàòðèöà L â îáùåì ñëó÷àå çíàêîíå-
îïðåäåëåííàÿ âûðîæäåííàÿ, ïîñêîëüêó îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâåäåíèå

ñèììåòðè÷íûõ ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííîé ìàòðèöû C �1 è çíàêîíåîïðåäåëåí-

íîé ìàòðèöû A BAT è ñîãëàñíî [24] èìååò òàêîå æå ÷èñëî ïîëîæèòåëüíûõ, îòðè-

öàòåëüíûõ è íóëåâûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, êàê è ìàòðèöà A BAT . Ìàòðèöà L
ñèììåòðèçóåìàÿ ñëåâà ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííûì ñèììåòðèçàòîðîì C , à ñïðà-

âà — ñèììåòðèçàòîðîì C �1. Â ñèëó óñëîâèÿ (14) ìàòðèöû
1

2
E L� � è

1

2
E L	 � íå-

âûðîæäåííûå ñèììåòðèçóåìûå ñëåâà ñèììåòðèçàòîðîì C , à ñïðàâà — ñèììåòðè-
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çàòîðîì C �1. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî
1

2
E L

k

�


�
�

�

�
�� , k �1 2, ,� , — ñèììåòðèçóå-

ìûå ñëåâà ñèììåòðèçàòîðîì C ìàòðèöû. Ïîýòîìó äëÿ íèõ èìåþò ìåñòî
óòâåðæäåíèÿ ëåììû 2.

Îáîçíà÷èì � � diag ( )� i ( , , )i n� �1 ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû L.
Ïóñòü Q — C-âçâåøåííàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, êîòîðàÿ ïðèâîäèò ìàòðèöû L,

1

2
E L

k

�


�
�

�

�
�� , k �1 2, ,� , ê äèàãîíàëüíîìó âèäó. Ðàññìîòðèì îäíî èç ñëàãàåìûõ

ìàòðè÷íîãî ðÿäà (14). Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ ëåììû 2 (ôîðìóëû (4), (5)) ñ ó÷åòîì
(9), (10) ïîëó÷èì
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k

k
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k
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�

�

�
0
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�
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0
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�

Q E Q CQ E Q CQ Q CC S A B

k

k

1
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1
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2 1 2� � �T T T T�
0

�
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k
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2 2

0

� �� � � T T ,

ò.å.

1

2

1

2

1

0

E L E L C A B

k

k
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�
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�
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k

k

1

2

1

2

2 2

0

� �� � � T T . (16)

Ïîñêîëüêó
1

2

1

2
E

k

i

k

�


�
�

�

�
� � �



�
�

�

�
�

�
�
�

��

�
�
�

��
� ��� diag è ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (14)

÷èñëî
1

2
1�



�
�

�

�
� ��� i , ìàòðè÷íûé ðÿä

1

20
E

k

k
�



�
�

�

�
��

�� �� ñõîäèòñÿ ê äèàãîíàëü-

íîé ìàòðèöå ñ ýëåìåíòàìè, ðàâíûìè
2

1 2	 �� i

, à ìàòðè÷íûé ðÿä
1

2
E 	



�
�

�

�
� ���

� �


�
�

�

�
��

��
1

20
E

k

k
�� � ñõîäèòñÿ ê äèàãîíàëüíîé ìàòðèöå ñ ýëåìåíòàìè, ðàâíûìè

åäèíèöå ïðè � i � 0 è íóëþ ïðè � i � 0 , â ñèëó ÷åãî

1
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2

0

E E

k

k
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�
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�� �� � � � . (17)

Ó÷èòûâàÿ (16), (17), (5), (10), (9), ïîëó÷àåì
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� � ��Q Q S A B Q Q CC S A B� �T T T T2 1 2 LC S A B� �1 2 T

� � �C A BAC S A B1 1 2T T � � �� � � 	C S A BAC A B C SA B A
BC

1 2 1 1T T T ,

ò.å. ðàçëîæåíèå âçâåøåííîé ïñåâäîîáðàòíîé ìàòðèöû (15) ñ âåñàìè, ðàññìîò-
ðåííûìè â òåîðåìå 1, â ìàòðè÷íûé ñòåïåííîé ðÿä ñ ïîëîæèòåëüíûìè ïîêàçà-
òåëÿìè ñòåïåíåé.

Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.

3. ÐÀÇËÎÆÅÍÈÅ ÂÇÂÅØÅÍÍÛÕ ÏÑÅÂÄÎÎÁÐÀÒÍÛÕ ÌÀÒÐÈÖ Â ÌÀÒÐÈ×ÍÛÅ
ÑÒÅÏÅÍÍÛÅ ÐßÄÛ. ÂÀÐÈÀÍÒ 2

Íà îñíîâå ïðåäñòàâëåíèÿ âçâåøåííîé ïñåâäîîáðàòíîé ìàòðèöû ñî çíàêîíåîïðå-
äåëåííûìè âåñàìè â òåðìèíàõ êîýôôèöèåíòîâ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ
ñèììåòðèçóåìûõ ìàòðèö (12), ðàâåíñòâ (13) è óòâåðæäåíèé ëåìì 1–6 îáîñíóåì
ðàçëîæåíèå âçâåøåííûõ ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö ñî ñìåøàííûìè âåñàìè â ìàò-
ðè÷íûå ñòåïåííûå ðÿäû, êîãäà îáå âåñîâûå ìàòðèöû ñèììåòðè÷íûå, ïðè÷åì
ìàòðèöà Ñ íåâûðîæäåííàÿ çíàêîíåîïðåäåëåííàÿ, à Â — ïîëîæèòåëüíî-îïðåäå-
ëåííàÿ, ò.å. îáîñíóåì ðàçëîæåíèå âçâåøåííûõ ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö, óäîâëåò-
âîðÿþùèõ ñèñòåìå ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé (6) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (8).

Òåîðåìà 2. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû A m n� � �0 � , ñèììåòðè÷íîé ïîëî-

æèòåëüíî-îïðåäåëåííîé ìàòðèöû B m m� �
� , ñèììåòðè÷íîé çíàêîíåîïðåäåëåí-

íîé íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû C n n� �
� è äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà �, óäîâëåòâîðÿ-

þùåãî óñëîâèþ

0 0 5 1 1� � � �� �, [ ( )]AC A BT , (18)

èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

A C A B E AC A B E AC A B
BC

k

k

	 � � �

�

� �


�
�

�

�
� 	



�
�

�

�
�

1 1 11

2

1

2

T T T� �
0

�

� , (19)

ãäå A
BC
	 — âçâåøåííàÿ ïñåâäîîáðàòíàÿ ìàòðèöà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì

(6), (8), �( )L — ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ìàòðèöû L.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü L AC A B� �1 T . Ìàòðèöà L â îáùåì ñëó÷àå çíàêîíåîï-
ðåäåëåííàÿ âûðîæäåííàÿ, ïîñêîëüêó îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâåäåíèå ñèììåò-

ðè÷íûõ çíàêîíåîïðåäåëåííîé ìàòðèöû AC A�1 T è ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííîé
ìàòðèöû B è ñîãëàñíî [24] èìååò òàêîå æå ÷èñëî ïîëîæèòåëüíûõ, îòðèöàòåëüíûõ

è íóëåâûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, êàê è ìàòðèöà AC A�1 T . Ìàòðèöà L ñèììåòðèçóå-
ìàÿ ñëåâà ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííûì ñèììåòðèçàòîðîì B, à ñïðàâà — ñèììåòðè-

çàòîðîì B �1. Â ñèëó óñëîâèÿ (18) ìàòðèöû
1

2
E L� � è

1

2
E L	 � íåâûðîæäåííûå

ñèììåòðèçóåìûå ñëåâà ñèììåòðèçàòîðîì B, à ñïðàâà — ñèììåòðèçàòîðîì B �1.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ìàòðèöû
1

2
E L

k

�


�
�

�

�
�� , k �1 2, ,� , ñèììåòðèçóåìûå ñëåâà

ñèììåòðèçàòîðîì B. Ïîýòîìó äëÿ íèõ èìåþò ìåñòî óòâåðæäåíèÿ ëåììû 2.

Îáîçíà÷èì � � diag ( )� i ( , , )i n� �1 ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû L .
Ïóñòü Q — B-âçâåøåííàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, êîòîðàÿ ïðèâîäèò ìàòðèöû L,

1

2
E L

k

�


�
�

�

�
�� , k �1 2, ,� , ê äèàãîíàëüíîìó âèäó. Ðàññìîòðèì îäíî èç ñëàãàåìûõ

ìàòðè÷íîãî ðÿäà (19). Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ ëåììû 2 (ôîðìóëû (4), (5)) ñ ó÷åòîì
(12), (13) ïîëó÷èì

C A B E L E L

k
� �



�
�

�

�
� 	



�
�

�

�
� �1 1

2

1

2

T � � C A BAC A S B E L E L

k
� � �



�
�

�

�
� 	



�
�

�

�
� �1 1

2

1

2

1

2

T T T � �
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� �


�
�

�

�
� 	



�
�

�

�
� �� �C A BS AC A B E L E L

k
1

2
1 1

2

1

2

T T � �

� �


�
�

�

�
� 	



�
�

�

�
� �� � �C A BS AC A BAC A B E L E L

k
1

2
2 1 1 1

2

1

2

T T T � �

� �


�
�

�

�
� 	



�
�

�

�
� ��C A BS L E L E L

k
1

2
2 2 1

2

1

2

T � �

� �


�
�

�

�
� 	



�
�

�

�
� ��C A BS Q Q BQ E Q BQ E Q B

k
1

2
2 2 1

2

1

2

T T T T� � �� �

� �


�
�

�

�
� 	



�
�

�

�
�

�1

2

1

2

1

2

1
2
2 2C A BS Q E E Q B

k
T T� � �� � ,

ò.å.
C A B E L E L

k
� �



�
�

�

�
� 	



�
�

�

�
� �1 1

2

1

2

T � �

� �


�
�

�

�
� 	



�
�

�

�
�

�1

2

1

2

1

2

1
2
2 2C A BS Q E E Q B

k
T T� � �� � . (20)

Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà (17), (20), (12), (13), ïîëó÷àåì

C A B E AC A B E AC A B

k

k

� � �

�

�

�


�
�

�

�
� 	



�
�

�

�
� �� 1 1 1

0

1

2

1

2

T T T� �

� �


�
�

�

�
� 	 ��

�

�

�C A BS Q E E Q B

k

k
1

2
2

0

2 1

2

T T� � �� �( )

� � � � �� � 	 	 	 	C A BS Q Q B C A BS L A S L A AA A
BC BC BC BC

1
2
2 1

2
2

2
T T T� ,

ò.å. ðàçëîæåíèå âçâåøåííîé ïñåâäîîáðàòíîé ìàòðèöû (19), îïðåäåëåííîé óñëî-
âèÿìè (6), (8), â ìàòðè÷íûé ñòåïåííîé ðÿä ñ ïîëîæèòåëüíûìè ïîêàçàòåëÿìè
ñòåïåíåé.

4. ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÈÒÅÐÀÖÈÎÍÍÛÕ ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ ÄËß ÂÛ×ÈÑËÅÍÈß
ÂÇÂÅØÅÍÍÛÕ ÏÑÅÂÄÎÎÁÐÀÒÍÛÕ ÌÀÒÐÈÖ

Âíà÷àëå èñïîëüçóåì ðàçëîæåíèå (15) äëÿ ïîñòðîåíèÿ èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ
âû÷èñëåíèÿ ïðèáëèæåíèé ê âçâåøåííûì ïñåâäîîáðàòíûì ìàòðèöàì, îïðåäå-
ëåííûì óñëîâèÿìè (6), (7). Ïîëîæèì

X E C A BA E C A BA Ck

i

k i

� 	


�
�

�

�
� �



�
�

�

�
�

�

�

�
� ��

1

2

1

2

1

0

1
1 1� �T T A BT , k �1 2, ,� (21)

Òîãäà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðèáëèæåíèÿ ê A
BC
	 ïîëó÷èì èòåðàöèîííûé ïðîöåññ

X E C A BA C A B1
1 11

2
� 	



�
�

�

�
�

� �� T T ,
(22)

X E C A BA X E C A BA C A Bk k� �


�
�

�

�
� 	 	



�
�

�

�
�

�
�

� �1

2

1

2

1
1

1 1� �T T T , k � 2 3, ,�

Òåîðåìà 3. Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (22) ñõîäèòñÿ, ïðè÷åì èìååò ìåñòî îöåíêà

| | | | | | | |/ /A X q A
BC k C V

k
BC C V

	 	� �1 2 1 2 , (23)

ãäå A
BC
	 — âçâåøåííàÿ ïñåâäîîáðàòíàÿ ìàòðèöà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì (6), (7),
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C n n� �
� — ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà, êîòîðàÿ âõîäèò

â îïðåäåëåíèå âçâåøåííîé ïñåâäîîáðàòíîé ìàòðèöû, V m m� �
� — ïðîèçâîëüíàÿ ñèì-

ìåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà, q A A C A BA
BC

C V

� � �	 �1

2

1

1 2

� T

/

� �


�
�

�

�
��	 �� �

1

2
11A A C A BA

BC
T .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìàòðèö, îïðåäåëåííîé
â (22), ê âçâåøåííîé ïñåâäîîáðàòíîé ìàòðèöå ïðè k � � ñëåäóåò èç òîãî ôàêòà,
÷òî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñòðîåíà íà îñíîâå ìàòðè÷íîãî ðÿäà (15). Äàäèì
îöåíêó óìåíüøåíèÿ íîðìû ïîãðåøíîñòè ïîñëå k-é èòåðàöèè.

Ïóñòü L C A BA� �1 T , F E L� �
1

2
� , òîãäà â ñèëó (15), (21) è ïåðåñòàíîâî÷-

íîñòè ìàòðèö F k è
1

2
E L	 � ïîëó÷èì

A X E L F C A B E L F F
BC k

i

i k

k i	 �

�

�

� � 	


�
�

�

�
� � 	



�
�

�

�
��

1

2

1

2

1� �T C A B

i

�

�

�

� �1

0

T

� 	


�
�

�

�
� � �



�
�

�

�
�

�

�

�
	�F E L F C A B E L Ak i

i

k

BC

1

2

1

2

1

0

� �T .

Ñ ó÷åòîì ïåðâûõ äâóõ ðàâåíñòâ â (6), ÷åòâåðòîãî ðàâåíñòâà â (10) è òîãî îá-

ñòîÿòåëüñòâà, ÷òî ìàòðèöà A A
BC
	 èäåìïîòåíòíàÿ, ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî çàïèøåì

â âèäå
A X E L A E L E L

BC k

k

BC

k
	 	

�

� � �


�
�

�

�
� � �



�
�

�

�
� �



�
�

1

2

1

2

1

2

1

� � �
�

�
� �	 	A AA

BC BC

� �


�
�

�

�
� �



�
�

�

�
�

�
	 	 � 	1
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1

2

1
1E L A A A AC A BAA A A

k

BC BC BC B
� � T

C
	 �

� �


�
�

�

�
� �



�
�

�

�
� �

�
	 	 	1

2

1

2

1
2E L A A A AL A

k

BC BC BC
� �( )

� �


�
�

�

�
� �



�
�

�

�
� �

�
	 	 	1

2

1

2

1

E L A A A A L A

k

BC BC BC
� �

� �


�
�

�

�
� �



�
�

�

�
� �

�
	 	 	 	1

2

1

2

1

2

2

E L A A A ALA A A A

k

BC BC BC BC
� � �L A

BC



�
�

�

�
� �	

� �


�
�

�

�
� �



�
�

�

�
� � �

�
	 	 	1

2

1

2

1

2

2 2

E L A A A A L A A

k

BC BC BC BC
� � �

	 	�


�
�

�

�
�A L A

k

BC
� ,

ò.å.
A X A A L A

BC k BC

k

BC
	 	 	� � �



�
�

�

�
�

1

2
� . (24)

Ïîêàæåì, ÷òî àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû
1

2
A A L

BC
	 � � , ãäå � îïðåäåëåíî ôîðìóëîé (14), ìåíüøå åäèíèöû. Äëÿ ýòîãî èñïîëü-

çóåì óòâåðæäåíèÿ ëåìì 3 è 5. Èç ïåðâîãî è ÷åòâåðòîãî ðàâåíñòâ â (6) ñîîòâåòñòâåí-

íî ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà A A
BC
	 èäåìïîòåíòíàÿ è ñèììåòðèçóåìàÿ ìàòðèöåé ñèììåò-

ðèçàöèè C. Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà A A
BC
	 åñòü âçâåøåííàÿ ïðîåêöèîííàÿ ìàòðèöà.

Åå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïðèíèìàþò äâà çíà÷åíèÿ: 0 è 1. Â ñèëó ïîñëåäíåãî îáñòîÿ-
òåëüñòâà è óòâåðæäåíèÿ ëåìì 3 è 5 ñëåäóåò, ÷òî íåíóëåâûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

ìàòðèöû
1

2
A A L

BC
	 � � ðàâíû � ��i i� �

1

2
, i r�1 2, , ,� , ãäå � i — ñîáñòâåííûå çíà-
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÷åíèÿ ìàòðèöû L , à r — ðàíã ìàòðèöû
1

2
A A L

BC
	 � � . Èç îïðåäåëåíèÿ � ñîîòíîøå-

íèåì (14) ñëåäóåò | |� i � 1.

Îáîçíà÷èì W A A L
BC

� �	1

2
� . Ïóñòü â (3) M C� 1 2/ , òîãäà íà îñíîâàíèè âòî-

ðîãî ñîîòíîøåíèÿ â (3) èìååì

| | | | | | | | | | | |/ / / /WA W A
BC C V C C BC C V
	 	� �1 2 1 2 1 2 1 2 . (25)

Ïîñêîëüêó ìàòðèöà W ñèììåòðèçóåìà ñëåâà ñèììåòðèçàòîðîì C è ñîáñòâåí-
íûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû-ïðîèçâåäåíèÿ êâàäðàòíûõ ìàòðèö ïðè ïåðåñòàíîâêå íå
èçìåíÿþòñÿ, íà îñíîâàíèè (2) èç (25) ïîëó÷èì

| | | | [ ( )] | | | |/ /
/ / /WA C W CWC A

BC C V BC C V
	 � � 	�1 2 1 2

1 2 1 2 1 2� T �

� �� � 	 �[ ( )] | | | | [ (/ / / / /
/� �C CW C A C W C

BC C V
1 2 2 1 2 1 2 1 2 2 1 2

1 2 )] | | | |/
/

1 2
1 2A

BC C V
	 �

� �	 	[ ( )] | | | | | | | |/
/ /� W A q A

BC C V BC C V
2 1 2

1 2 1 2 ,

ò.å.

| | | | / /W q
C C1 2 1 2� � , | | | | | | | |/ /WA q A

BC C V BC C V
	 	�1 2 1 2 , (26)

ãäå

q A A C A BA A A C A BA
BC

C V
BC

� � � �


�
�

�

�
��	 � 	 �1

2

1

2
11 1

1 2

� � �T T

/

. (27)

Òåïåðü, ó÷èòûâàÿ (25)–(27) è òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî äëÿ ëþáîé êâàäðàòíîé

ìàòðèöû ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî | | | | | | | |W Wk k� (ñì., íàïðèìåð, [24]) ïðè ëþ-

áîì k � �1 2, , , èç (24) ïîëó÷àåì

| | | | /

/

A X A A L A
BC k C V BC

k

BC

C V

	 	 	� � �


�
�

�

�
� �1 2

1 2

1

2
�

� � �	 	
�| | | | | | | | | | | |/ / / /W A W Ak

BC C V
k

C C BC C V1 2 1 2 1 2 1 2

� �
�

	 	| | | | | | | | | | | |
/ / / /W A q A

C C

k
BC C V

k
BC C V1 2 1 2 1 2 1 2 ,

ò.å. îöåíêó (23), ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.

Òåïåðü èñïîëüçóåì ðàçëîæåíèå (19) äëÿ ïîñòðîåíèÿ èòåðàöèîííûõ ïðîöåñ-
ñîâ âû÷èñëåíèÿ ïðèáëèæåíèé ê âçâåøåííûì ïñåâäîîáðàòíûì ìàòðèöàì, îïðåäå-
ëåííûì óñëîâèÿìè (6), (8). Ïîëîæèì

X C A B E AC A B E AC A Bk

i

i

k

� �


�
�

�

�
� 	



�
�

�

�
�

� � �

�

1 1 1

0

1

2

1

2

T T T� �
�

�
1

, k �1 2, ,� (28)

Òîãäà äëÿ âû÷èñëåíèÿ A
BC
	 ïîëó÷èì èòåðàöèîííûé ïðîöåññ

X C A B E AC A B1
1 11

2
� 	



�
�

�

�
�

� �T T� ,
(29)

X E AC A B X C A B E AC A Bk k� �


�
�

�

�
� 	 	



�
�

�

�
�

�
�

� �1

2

1

2

1
1

1 1� �T T T , k � 2 3, ,�

Òåîðåìà 4. Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (29) ñõîäèòñÿ, ïðè÷åì èìååò ìåñòî îöåíêà

| | | | | | | |/ /A X q A
BC k HB

k
BC HB

	 	� �� �1 2 1 2 , (30)

ãäå A
BC
	 — âçâåøåííàÿ ïñåâäîîáðàòíàÿ ìàòðèöà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì (6), (8),

B m m� �
� — ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà, êîòîðàÿ âõîäèò
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â îïðåäåëåíèå âçâåøåííîé ïñåâäîîáðàòíîé ìàòðèöû, H n n� �
� — ïðîèçâîëüíàÿ ñèì-

ìåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà, q AA AC A BBC
HB

� � �	 �

�

1

2

1

1 2

� T

/

� �


�
�

�

�
��	 �� �

1

2
11AA AC A B

BC
T .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìàòðèö, îïðåäåëåííîé
â (29), ê âçâåøåííîé ïñåâäîîáðàòíîé ìàòðèöå ïðè k � � ñëåäóåò èç òîãî ôàêòà,
÷òî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñòðîåíà íà îñíîâå ìàòðè÷íîãî ðÿäà (19). Äàäèì
îöåíêó óìåíüøåíèÿ íîðìû ïîãðåøíîñòè ïîñëå k-é èòåðàöèè.

Ïóñòü L AC A B� �1 T , F E L� �
1

2
� , òîãäà â ñèëó (19), (28) è ïåðåñòàíîâî÷-

íîñòè ìàòðèö F k è
1

2
E L	 � ïîëó÷èì

A X C A BF E L
BC k

i

i k

	 �

�

�

� � 	


�
�

�

�
� �� 1 1

2

T � C A B E L F Fk

i

i�

�

�
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�
�
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�
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�
�

�

�

�
	�C A B E L F F A E Li

i

k
BC

k
1

0

1

2

1

2

T � � .

Ñ ó÷åòîì ïåðâûõ äâóõ ðàâåíñòâ â (6), ïÿòîãî ðàâåíñòâà â (10) è òîãî îáñòî-

ÿòåëüñòâà, ÷òî ìàòðèöà AA
BC
	 èäåìïîòåíòíàÿ, ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî çàïèøåì

â âèäå
A X

BC k
	 � � A E L

BC

k
	 �
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�
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2
� � �
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1
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1

2
� � ��

�

�
� �
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� �	 	 	A AA L AA
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1

2

2�
1

2

1

2

2

E L A AA L

k
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�
�

�

�
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�
	 	� �� ( ) ,

ò.å.
A X

BC k
	 � � A AA L

BC BC

k
	 	 �



�
�

�

�
�

1

2
� . (31)

Ïîêàæåì, ÷òî àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû
1

2
AA L

BC
	 � � , ãäå � îïðåäåëåíî ôîðìóëîé (18), ìåíüøå åäèíèöû. Äëÿ ýòîãî èñïîëü-

çóåì óòâåðæäåíèÿ ëåìì 4 è 6. Èç ïåðâîãî è ÷åòâåðòîãî ðàâåíñòâ â (6) ñîîòâåòñòâåí-

íî ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà AA
BC
	 èäåìïîòåíòíàÿ è ñèììåòðèçóåìàÿ ìàòðèöåé ñèììåò-

ðèçàöèè B. Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà AA
BC
	 åñòü âçâåøåííàÿ ïðîåêöèîííàÿ ìàòðèöà.

Åå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïðèíèìàþò äâà çíà÷åíèÿ: 0 è 1. Â ñèëó ïîñëåäíåãî îáñòîÿ-
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òåëüñòâà è óòâåðæäåíèÿ ëåìì 4 è 6 ñëåäóåò, ÷òî íåíóëåâûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

ìàòðèöû
1

2
AA L

BC
	 � � ðàâíû � ��i i� �

1

2
, i r�1 2, , , ,� ãäå � i — ñîáñòâåííûå çíà-

÷åíèÿ ìàòðèöû L, à r — ðàíã ìàòðèöû
1

2
AA L

BC
	 � � . Èç îïðåäåëåíèÿ � ñîîòíîøåíè-

åì (18) ñëåäóåò | |� i � 1.

Îáîçíà÷èì W AA L
BC

� �	1

2
� . Ïóñòü â (3) M B� �1 2/ , òîãäà íà îñíîâàíèè

ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ â (3) èìååì

| | | | | | | | | | | | | | | |/ / / /A W A W WBC HB BC HB B B
	 	

� � �� �1 2 1 2 1 2 1 2 B B BC HB
A1 2 1 2 1 2/ / /| | | | .� �

	 (32)

Ïîñêîëüêó ìàòðèöà W ñèììåòðèçóåìà ñëåâà ñèììåòðèçàòîðîì B è ñîáñòâåí-
íûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû-ïðîèçâåäåíèÿ êâàäðàòíûõ ìàòðèö ïðè ïåðåñòàíîâêå íå
èçìåíÿþòñÿ, íà îñíîâàíèè (2) èç (32) ïîëó÷èì

| | | | [ ( )] | | | |/
/ / /A W B W BWB A

BC HB BC HB
	 � � 	

� ��1 2 1
1 2 1 2 1 2� T

/ 2 �

� �� � 	
�[ ( )] | | | |/ / /

/� B BW B A
BC HB

1 2 2 1 2 1 2
1 2

� �� 	
�[ ( )] | | | | [ ( )] | |/ / / /

/� �B W B A W A
BC HB BC

1 2 2 1 2 1 2 2 1 2
1 2

	 	
� ��| | | | | |/ /HB BC HB

q A1 2 1 2 ,

ò.å.

| | | | / /W q
B B1 2 1 2� � , | | | | | | | |/ /A W q A

BC HB BC HB
	 	

� ��1 2 1 2 , (33)

ãäå

q A A C A BA AA AC A B
BC

HB
BC

� � � �


�
�

�

�
��	 � 	 �

�

1

2

1

2
11 1

1 2

� � �T T

/

. (34)

Òåïåðü, ó÷èòûâàÿ (32)–(34) è òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî äëÿ ëþáîé êâàäðàòíîé

ìàòðèöû ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî | | | | | | | |W Wk k� (ñì, íàïðèìåð, [24]) ïðè ëþ-

áîì k � �1 2, , , èç (31) ïîëó÷àåì

| | | | | |/

/

A X A AA L W
BC k HB BC BC

k

HB

k	 	 	� � �


�
�

�

�
� ��

�

1 2

1 2

1

2
� A

BC HB
	

� �| | /1 2

� �� �
	| | | | | | | |/ / /W Ak

B B BC HB1 2 1 2 1 2

� �
� � �

	 	| | | | | | | | | | | |
/ / / /W A q A

B B

k
BC HB

k
BC HB1 2 1 2 1 2 1 2 ,

ò.å. îöåíêó (30), ÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíû èòåðàöèîííûå ïðîöåññû äëÿ âû÷èñëåíèÿ âçâåøåí-
íûõ ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö ñî ñìåøàííûìè âåñîâûìè ìàòðèöàìè. Èç îöå-
íîê (23), (30) ñëåäóåò, ÷òî ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåíèÿ çàâèñèò îò êîëè÷åñòâà èòå-
ðàöèé è âåëè÷èíû q, îïðåäåëåííîé â òåîðåìàõ 3 è 4. Î÷åâèäíî, ÷òî ïàðàìåòð �
íåîáõîäèìî âûáèðàòü òàêèì, ÷òîáû âåëè÷èíà q áûëà ìèíèìàëüíîé äëÿ äàííîé
çàäà÷è. Ïðè ðåøåíèè ïðèêëàäíûõ çàäà÷ èñõîäíûå äàííûå, êàê ïðàâèëî, çàäàþòñÿ
ñ ïîãðåøíîñòüþ, êðîìå òîãî, ïîãðåøíîñòü â ðåøåíèÿ âíîñÿò îøèáêè îêðóãëåíèÿ.
Ñëåäîâàòåëüíî, àêòóàëüíà çàäà÷à ñîãëàñîâàíèÿ ÷èñëà èòåðàöèé, âåëè÷èíû ïî-
ãðåøíîñòè èñõîäíûõ äàííûõ è îøèáîê îêðóãëåíèÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ íåîáõîäèìîé
òî÷íîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ èòåðàöèîííûìè ìåòîäàìè. Ïîñëåäíåå îáñòîÿ-
òåëüñòâî îñîáåííî âàæíî, ïîñêîëüêó âû÷èñëåíèå ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö
îòíîñèòñÿ ê êëàññó íåêîððåêòíûõ çàäà÷ (íåò íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ
çàäà÷è îò èçìåíåíèÿ èñõîäíûõ äàííûõ).

Îòìåòèì, ÷òî âçâåøåííîå ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå ìàòðèö ñ ïîëîæèòåëüíî-îïðå-
äåëåííûìè âåñàìè, ïîñòðîåííîå â [25], èñïîëüçîâàëîñü äëÿ àíàëèçà âëèÿíèÿ âîçìóùå-
íèé èñõîäíûõ äàííûõ íà ðåøåíèÿ çàäà÷ âû÷èñëåíèÿ âçâåøåííûõ íîðìàëüíûõ ïñåâ-
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äîðåøåíèé ñ ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííûìè âåñàìè (ñì., íàïðèìåð, [26–30]).
Çíà÷èòåëüíîå êîëè÷åñòâî ðàáîò (ñì. [9, 31, 32] è ññûëêè ê íèì) ïîñâÿùåíî ïî-

ñòðîåíèþ è èññëåäîâàíèþ èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ è ðåãóëÿðèçîâàííûõ èòåðàöè-
îííûõ ïðîöåññîâ äëÿ âû÷èñëåíèÿ âçâåøåííûõ ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö è âçâåøåí-
íûõ íîðìàëüíûõ ïñåâäîðåøåíèé ñ ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííûìè è ïîëîæèòåëü-
íî-ïîëóîïðåäåëåííûìè âåñîâûìè ìàòðèöàìè, îñíîâàííûå íà ðàçëîæåíèÿõ ýòèõ
ìàòðèö â ìàòðè÷íûå ñòåïåííûå ðÿäû è ïðîèçâåäåíèÿ. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ íîðìàëü-
íûõ ïñåâäîðåøåíèé ñ íàïåðåä çàäàííîé òî÷íîñòüþ ñèñòåì ñ ñèììåòðè÷íûìè ðàç-
ðåæåííûìè ïîëóîïðåäåëåííûìè ìàòðèöàìè â [33] ïðåäëîæåí ìåòîä òðåõýòàïíîé
ðåãóëÿðèçàöèè. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âçâåøåííûõ ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö ñî ñìåøàí-
íûìè âåñàìè, êîãäà îäíà èç âåñîâûõ ìàòðèö çíàêîíåîïðåäåëåííàÿ, â [12, 14] ïî-
ñòðîåíû è èññëåäîâàíû ðåãóëÿðèçîâàííûå èòåðàöèîííûå ïðîöåññû íà îñíîâå ïî-
ëó÷åííûõ â öèòèðóåìûõ ðàáîòàõ ðàçëîæåíèé âçâåøåííûõ ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö
ñî ñìåøàííûìè âåñàìè â ìàòðè÷íûå ñòåïåííûå ðÿäû è ïðîèçâåäåíèÿ ñ îòðèöà-
òåëüíûìè ïîêàçàòåëÿìè ñòåïåíåé.

5. ÄÐÓÃÈÅ ÂÀÐÈÀÐÈÀÍÒÛ ÂÇÂÅØÅÍÍÛÕ ÏÑÅÂÄÎÎÁÐÀÒÍÛÕ ÌÀÒÐÈÖ

Ðàíåå ðàññìàòðèâàëèñü äâà âàðèàíòà âçâåøåííûõ ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö ñî
ñìåøàííûìè âåñàìè, îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿìè (6), (7) è (6), (8). Äëÿ âû÷èñëå-
íèÿ ïðèáëèæåíèé ê ýòèì ïñåâäîîáðàòíûì ìàòðèöàì â ðàçä. 4 ïîñòðîåíû è èñ-
ñëåäîâàíû èòåðàöèîííûå ìåòîäû. Îïèñàíû ñëó÷àè, êîãäà îáå èäåìïîòåíòíûå
ìàòðèöû: AX è XA, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1 ñèììåòðèçóåìûå ñëåâà ñèììåò-
ðèçàòîðàìè Â è Ñ. Äàëåå ðàññìîòðèì åùå òðè âèäà âçâåøåííûõ ïñåâäîîáðàò-
íûõ ìàòðèö ñ íåâûðîæäåííûìè âåñàìè. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåì ëåãêî ïðîâåðÿå-
ìîå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 7. Ïóñòü A m n� �
� , X n m� �

� , à B B m m� � �T
� , C C n n� � �T

� —

íåâûðîæäåííûå ìàòðèöû è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ AXB AXB� ( )T , XAC XAC� ( )T ,

òîãäà B AX B AX� ��1 1( )T , C XA C XA� ��1 1( )T .

Âíà÷àëå ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà èäåìïîòåíòíûå ìàòðèöû AX è XA ñî-
ãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1 ñèììåòðèçóåìûå ñïðàâà íåâûðîæäåííûìè ñèììåòðèçàòî-
ðàìè Â è Ñ , ò.å. ïðèâåäåì ñèñòåìó ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé

AXA A XAX X� �, , ( )AXB AXBT � , ( )XAC XACT � . (35)

Â ñèëó ëåììû 7 ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùóþ ñèñòåìó ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé,
ýêâèâàëåíòíóþ ñèñòåìå (35):

AXA A XAX X� �, , ( )B AX B AX� ��1 1T , ( )C XA C XA� ��1 1T . (36)

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé (36) ïðè äâóõ óñëîâèÿõ äëÿ âåñî-
âûõ ìàòðèö Â è Ñ:

— êîãäà ìàòðèöà Ñ ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ, à Â — íåâûðîæäåííàÿ çíà-
êîíåîïðåäåëåííàÿ ïðè

rk A B A rk A( ) ( )T � �1 ; (37)

— êîãäà ìàòðèöà Â ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ, à Ñ — íåâûðîæäåííàÿ çíà-
êîíåîïðåäåëåííàÿ ïðè

rk ACA rk A( ) ( )T � . (38)

Ñëåäîâàòåëüíî, ðàññìîòðèì äâà âàðèàíòà âçâåøåííûõ ïñåâäîîáðàòíûõ ìàò-
ðèö, îïðåäåëÿåìûõ óñëîâèÿìè (36), (37) è (36), (38).

Òîãäà íà îñíîâàíèè òåîðåìû 1 èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå âçâåøåí-
íîé ïñåâäîîáðàòíîé ìàòðèöû, îïðåäåëåííîé óñëîâèÿìè (35), (37) (èëè (36), (37)),
â ìàòðè÷íûé ñòåïåííîé ðÿä.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû A m n� � �0 � , ñèììåòðè÷íîé çíàêîíåîïðåäåëåí-

íîé íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû B m m� �
� , ñèììåòðè÷íîé ïîëîæèòåëüíî-îïðåäå-

ëåííîé ìàòðèöû C n n� �
� è äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà �, óäîâëåòâîðÿþùåãî
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óñëîâèþ
0 0 5 1 1� � � �� �, [ ( )]CA B AT ,

èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

A E CA B A E CA B A CA B
BC

k

k

	 � � �
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� 	
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�
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� �
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�

�

�
�

1
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1

2

1 1 1� �T T T

0

�

� , (39)

ãäå A
BC
	 — âçâåøåííàÿ ïñåâäîîáðàòíàÿ ìàòðèöà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì

(36), (37) (èëè (35), (37)), �( )L — ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ìàòðèöû L.
Íà îñíîâàíèè òåîðåìû 2 èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå âçâåøåííîé

ïñåâäîîáðàòíîé ìàòðèöû, îïðåäåëåííîé óñëîâèÿìè (35), (38), â ìàòðè÷íûé
ñòåïåííîé ðÿä.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû A m n� � �0 � , ñèììåòðè÷íîé ïîëîæèòåëüíî-îïðå-

äåëåííîé ìàòðèöû B m m� �
� , ñèììåòðè÷íîé çíàêîíåîïðåäåëåííîé íåâûðîæäåííîé

ìàòðèöû C n n� �
� è äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà �, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ

0 0 5 1 1� � � �� �, [ ( )]ACA BT ,

èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

A CA B E ACA B E ACA B
BC

k

k

	 � � �

�

� �
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�

�

�
� 	



�
�
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�
�

T T T1 1 11

2

1

2
� �

0

�

� , (40)

ãäå A
BC
	 — âçâåøåííàÿ ïñåâäîîáðàòíàÿ ìàòðèöà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì

(36), (38) (èëè (35), (38)), �( )L — ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ìàòðèöû L .
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ äëÿ âû÷èñëåíèÿ âçâå-

øåííûõ ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö, îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿìè (35), (37) è (35), (38).

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðèáëèæåíèÿ ê A
BC
	 íà îñíîâàíèè ðàçëîæåíèÿ (39) ïîëó÷èì èòåðà-

öèîííûé ïðîöåññ
X E CA B A CA B1

1 11

2
� 	



�
�

�

�
�

� �� T T ,
(41)

X E CA B A X E CA B A CA Bk k� �
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�

�

�
� 	 	
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�
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�
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�

� �1

2

1

2

1
1

1 1� �T T T , k � 2 3, ,�

Íà îñíîâàíèè òåîðåìû 3 èìååì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå îòíîñèòåëüíî ñõî-
äèìîñòè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà (41) è îöåíêè óìåíüøåíèÿ íîðìû íà÷àëüíîé
ïîãðåøíîñòè ïîñëå k-é èòåðàöèè.

Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (41) ñõîäèòñÿ, ïðè÷åì èìååò ìåñòî îöåíêà

| | | | | | | |/ /A X q A
BC k C V

k
BC C V

	 	� �� �1 2 1 2 ,

ãäå A
BC
	 — âçâåøåííàÿ ïñåâäîîáðàòíàÿ ìàòðèöà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâè-

ÿì (35), (37), C n n� �
� — ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà,

êîòîðàÿ âõîäèò â îïðåäåëåíèå âçâåøåííîé ïñåâäîîáðàòíîé ìàòðèöû,

V m m� �
� — ïðîèçâîëüíàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ ìàòðè-

öà, q A A CA B A A A CA B A
BC

C V
BC

� � � �
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�
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�
��	 � 	 �1

2

1

2
11 1

1 2

� � �T T

/

.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðèáëèæåíèÿ ê A
BC
	 íà îñíîâàíèè ðàçëîæåíèÿ (40) ïîëó-

÷èì èòåðàöèîííûé ïðîöåññ

X CA B E ACA B1
1 11

2
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� �T T� ,
(42)
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1 1� �T T T , k � 2 3, ,�
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Íà îñíîâàíèè òåîðåìû 4 èìååì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå îòíîñèòåëüíî ñõî-
äèìîñòè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà (42) è îöåíêè óìåíüøåíèÿ íîðìû íà÷àëüíîé
ïîãðåøíîñòè ïîñëå k-é èòåðàöèè.

Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (42) ñõîäèòñÿ, ïðè÷åì èìååò ìåñòî îöåíêà

| | | | | | | |/ /A X q A
BC k HB

k
BC HB

	 	� �1 2 1 2 ,

ãäå A
BC
	 — âçâåøåííàÿ ïñåâäîîáðàòíàÿ ìàòðèöà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâè-

ÿì (35), (38), B m m� �
� — ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ ìàòðè-

öà, êîòîðàÿ âõîäèò â îïðåäåëåíèå âçâåøåííîé ïñåâäîîáðàòíîé ìàòðèöû,

H n n� �
� — ïðîèçâîëüíàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ ìàòðè-

öà, q AA ACA B AA ACA B
BC

HB
BC

� � � �


�
�

�

�
��	 � 	 �1

2

1

2
11 1

1 2

� � �T T

/

.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà èäåìïîòåíòíàÿ ìàòðèöà AX ñîãëàñíî îïðåäå-
ëåíèþ 1 ñèììåòðèçóåìàÿ ñëåâà íåâûðîæäåííûì ñèììåòðèçàòîðîì Â, à XA — ñèì-
ìåòðèçóåìàÿ ñïðàâà íåâûðîæäåííûì ñèììåòðèçàòîðîì Ñ, ò.å. ðàññìîòðèì ñèñòåìó
ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé

AXA A� , XAX X� , ( )BAX BAXT � , ( )XAC XACT � . (43)

Â ñèëó ëåììû 7 ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùóþ ñèñòåìó ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé,
ýêâèâàëåíòíóþ ñèñòåìå (43):

AXA A� , XAX X� , ( )BAX BAXT � , ( )C XA C XA� ��1 1T . (44)

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé (44) ïðè äâóõ óñëîâèÿõ äëÿ âåñî-
âûõ ìàòðèö Â è Ñ:

— êîãäà ìàòðèöà Ñ ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ, à Â — íåâûðîæäåííàÿ çíà-
êîíåîïðåäåëåííàÿ ïðè

rk A BA rk A( ) ( )T � ; (45)

— êîãäà ìàòðèöà Â ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ, à Ñ — íåâûðîæäåííàÿ çíà-
êîíåîïðåäåëåííàÿ ïðè

rk ACA rk A( ) ( )T � . (46)

Ñëåäîâàòåëüíî, ðàññìîòðèì äâà âàðèàíòà âçâåøåííûõ ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö,
îïðåäåëÿåìûõ óñëîâèÿìè (43), (45) è (43), (46) èëè (44), (45) è (44), (46).

Òîãäà íà îñíîâàíèè òåîðåìû 1 èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå âçâåøåííîé ïñåâäîîá-
ðàòíîé ìàòðèöû, îïðåäåëåííîé óñëîâèÿìè (43), (45), â ìàòðè÷íûé ñòåïåííîé ðÿä.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû A m n� � �0 � , ñèììåòðè÷íîé çíàêîíåîïðåäåëåííîé

íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû B m m� �
� , ñèììåòðè÷íîé ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííîé

ìàòðèöû C n n� �
� è äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà �, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ

0 0 5 1� � �� �, [ ( )]CA BAT ,

èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

A E CA BA E CA BA CA B
BC

k

k

	

�

�

� 	


�
�

�

�
� �



�
�

�

�
��

1

2

1

20

� �T T T ,

ãäå A
BC
	 — âçâåøåííàÿ ïñåâäîîáðàòíàÿ ìàòðèöà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì

(43), (45) (èëè (44), (45)), �( )L — ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ìàòðèöû L .

Íà îñíîâàíèè òåîðåìû 2 èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå âçâåøåííîé ïñåâäîîáðàò-
íîé ìàòðèöû, îïðåäåëåííîé óñëîâèÿìè (43), (46), â ìàòðè÷íûé ñòåïåííîé ðÿä.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû A m n� � �0 � , ñèììåòðè÷íîé ïîëîæèòåëüíî-îïðå-

äåëåííîé ìàòðèöû B m m� �
� , ñèììåòðè÷íîé çíàêîíåîïðåäåëåííîé íåâûðîæäåííîé

ìàòðèöû C n n� �
� è äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà � , óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ

0 0 5 1� � �� �, [ ( )]ACA BT ,
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èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

A CA B E ACA B E ACA B
BC

k

k
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�� T T T1

2

1

20

� � ,

ãäå A
BC
	 — âçâåøåííàÿ ïñåâäîîáðàòíàÿ ìàòðèöà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì

(43), (46) (èëè (44), (46)), �( )L — ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ìàòðèöû L .
Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà èäåìïîòåíòíàÿ ìàòðèöà AX ñîãëàñíî îïðåäå-

ëåíèþ 1 ñèììåòðèçóåìàÿ ñïðàâà íåâûðîæäåííûì ñèììåòðèçàòîðîì Â, à XA — ñèì-
ìåòðèçóåìàÿ ñëåâà íåâûðîæäåííûì ñèììåòðèçàòîðîì Ñ, ò.å. ðàññìîòðèì ñèñòåìó
ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé

AXA A� , XAX X� , ( )AXB AXBT � , ( )CXA CXAT � . (47)

Â ñèëó ëåììû 7 ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùóþ ñèñòåìó ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé,
ýêâèâàëåíòíóþ ñèñòåìå (47)

AXA A� , XAX X� , ( )B AX B AX� ��1 1T , ( )CXA CXAT � . (48)

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé (48) ïðè äâóõ óñëîâèÿõ äëÿ âåñî-
âûõ ìàòðèö Â è Ñ:

— êîãäà ìàòðèöà Ñ ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ, à Â — íåâûðîæäåííàÿ çíà-
êîíåîïðåäåëåííàÿ ïðè

rk A B A rk A( ) ( )T � �1 , (49)

— êîãäà ìàòðèöà Â ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ, à Ñ — íåâûðîæäåííàÿ çíà-
êîíåîïðåäåëåííàÿ ïðè

rk AC A rk A( ) ( )� �1 T . (50)

Ñëåäîâàòåëüíî, ðàññìîòðèì äâà âàðèàíòà âçâåøåííûõ ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö,
îïðåäåëÿåìûõ óñëîâèÿìè (47), (49) è (47), (50) èëè (48), (49) è (48), (50).

Òîãäà íà îñíîâàíèè òåîðåìû 1 èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå âçâåøåííîé ïñåâäîîá-
ðàòíîé ìàòðèöû, îïðåäåëåííîé óñëîâèÿìè (47), (49), â ìàòðè÷íûé ñòåïåííîé ðÿä.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû A m n� � �0 � , ñèììåòðè÷íîé ïîëîæèòåëü-

íî-îïðåäåëåííîé ìàòðèöû B m m� �
� , ñèììåòðè÷íîé çíàêîíåîïðåäåëåííîé ìàò-

ðèöû C n n� �
� è äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà � , óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ

0 0 5 1 1 1� � � � �� �, [ ( )]C A B AT ,

èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

A E C A B A E C A B A C A
BC

k
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0

,

ãäå A
BC
	 — âçâåøåííàÿ ïñåâäîîáðàòíàÿ ìàòðèöà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì

(47), (49) èëè (48), (49), �( )L — ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ìàòðèöû L.
Íà îñíîâàíèè òåîðåìû 2 èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå âçâåøåííîé ïñåâäîîáðàò-

íîé ìàòðèöû, îïðåäåëåííîé óñëîâèÿìè (47), (50), â ìàòðè÷íûé ñòåïåííîé ðÿä.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû A m n� � �0 � , ñèììåòðè÷íîé ïîëîæèòåëü-

íî-îïðåäåëåííîé ìàòðèöû B m m� �
� , ñèììåòðè÷íîé çíàêîíåîïðåäåëåííîé íå-

âûðîæäåííîé ìàòðèöû C n n� �
� è äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà �, óäîâëåòâîðÿþùåãî

óñëîâèþ
0 0 5 1 1 1� � � � �� �, [ ( )]AC A BT ,

èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

A C A B E AC A B E AC A B
BC

k
	 � � � � � �� �
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�
k 0

,

ãäå A
BC
	 — âçâåøåííàÿ ïñåâäîîáðàòíàÿ ìàòðèöà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì (47),

(50) èëè (48), (50), �( )L — ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ìàòðèöû L .
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëîæåíî è îáîñíîâàíî ðàçëîæåíèå âçâåøåííûõ ïñåâäîîá-
ðàòíûõ ìàòðèö ñî ñìåøàííûìè âåñàìè â ìàòðè÷íûå ñòåïåííûå ðÿäû ñ ïîëîæè-
òåëüíûìè ïîêàçàòåëÿìè ñòåïåíåé. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îáå âåñîâûå ìàòðèöû ñèì-
ìåòðè÷íûå, ïðè÷åì îäíà èç íèõ ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ, à äðóãàÿ — íåâû-
ðîæäåííàÿ çíàêîíåîïðåäåëåííàÿ. Ìàòåìàòè÷åñêèìè àïïàðàòàìè èññëåäîâàíèÿ
ÿâëÿþòñÿ ïðåäñòàâëåíèå âçâåøåííîé ïñåâäîîáðàòíîé ìàòðèöû ñî ñìåøàííûìè
âåñàìè â òåðìèíàõ êîýôôèöèåíòîâ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ñèììåòðèçó-
åìûõ ìàòðèö è âçâåøåííîå ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå ñèììåòðèçóåìûõ ìàòðèö.
Íà îñíîâå ðàçëîæåíèÿ âçâåøåííûõ ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö ñî ñìåøàííûìè âåñà-
ìè â ìàòðè÷íûå ñòåïåííûå ðÿäû ïîñòðîåíû è èññëåäîâàíû èòåðàöèîííûå ïðî-
öåññû äëÿ èõ âû÷èñëåíèÿ. Îáîñíîâàí âûáîð èòåðàöèîííûõ ïàðàìåòðîâ, îáåñïå÷è-
âàþùèé ñõîäèìîñòü èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ. Ïîëó÷åíû îöåíêè óìåíüøåíèÿ
íîðì ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ïîñëå k-é èòåðàöèè.
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Í.À. Âàðåíþê, ª.Ô. Ãàëáà , ².Â. Ñåðã³ºíêî, Í.². Òóêàëåâñüêà
²ÒÅÐÀÖ²ÉÍ² ÌÅÒÎÄÈ ÄËß ÎÁ×ÈÑËÅÍÍß ÇÂÀÆÅÍÈÕ ÏÑÅÂÄÎÎÁÅÐÍÅÍÈÕ ÌÀÒÐÈÖÜ
Ç² ÇÌ²ØÀÍÈÌÈ ÂÀÃÀÌÈ

Àíîòàö³ÿ. Îòðèìàíî ³ äîñë³äæåíî ðîçâèíåííÿ çâàæåíèõ ïñåâäîîáåðíåíèõ
ìàòðèöü ç³ çì³øàíèìè âàãàìè (îäíà âàãîâà ìàòðèöÿ äîäàòíî-îçíà÷åíà,
à ³íøà — íåâèðîäæåíà çíàêîíåâèçíà÷åíà) â ìàòðè÷í³ ñòåïåíåâ³ ðÿäè ç äî-
äàòíèìè ïîêàçíèêàìè ñòåïåí³â. Íà îñíîâ³ òàêèõ ðîçâèíåíü ïîáóäîâàíî ³
âèâ÷åíî ³òåðàö³éí³ ìåòîäè äëÿ îá÷èñëåííÿ çâàæåíèõ ïñåâäîîáåðíåíèõ ìàò-
ðèöü ç³ çì³øàíèìè âàãàìè. Ðîçãëÿíóòî ð³çí³ âàð³àíòè çâàæåíèõ ïñåâäîîáåð-
íåíèõ ìàòðèöü ç³ çì³øàíèìè íåâèðîäæåíèìè âàãàìè ³ ïîáóäîâàíî ¿õí³ ðîç-
âèíåííÿ â ìàòðè÷í³ ñòåïåíåâ³ ðÿäè.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: çâàæåí³ ïñåâäîîáåðíåí³ ìàòðèö³ ç ³íäåô³í³òíèìè ³ çì³øàíè-
ìè âàãàìè, ìàòðè÷í³ ñòåïåíåâ³ ðÿäè, ³òåðàö³éí³ ìåòîäè.

N.A. Vareniuk, E.F. Galba , I.V. Sergienko, N.I. Tukalevska
ITERATIVE METHODS FOR CALCULATION OF WEIGHTED PSEUDOINVERSE MATRICES
WITH MIXED WEIGHTS

Abstract. The decompositions of weighted pseudoinverse matrices with mixed
weights (one of weighted matrix is positive definite and other is nonsingular
indefinite) into matrix power series with positive exponents are obtained and
investigated. Iterative methods for calculation of weighted pseudoinverce
matrices with mixed weights are generated and investigated on the basis of the
obtained expansions of weighted pseudoinverse matrices. Different variants of
weighted pseudoinverce matrices with mixed nonsingular weights are analyzed
and developed into matrix power series.

Keywords: weighted pseudoinverse matrices with indefinite and mixed weights,
matrix power series, iterative methods.
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