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Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåíà çàäà÷à ñèíòåçà óïðàâëåíèÿ ìîùíîñòÿìè äâèæó-
ùèõcÿ ïî çàäàííûì çàêîíàì è òðàåêòîðèÿì èñòî÷íèêîâ ïðè íàãðåâå ñòåð-
æíÿ. Òåêóùèå çíà÷åíèÿ óïðàâëåíèé îïðåäåëÿþòñÿ â çàâèñèìîñòè îò çíà÷å-
íèé òåìïåðàòóðû ñòåðæíÿ â òî÷êàõ çàìåðà. Îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ îáðàò-
íîé ñâÿçè è êîîðäèíàò óñòàíîâêè òî÷åê çàìåðà ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ
êîìïîíåíò ãðàäèåíòà öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà, èñïîëüçóåìûå äëÿ ÷èñëåííîãî
ðåøåíèÿ òåñòîâîé çàäà÷è ñ ïðèìåíåíèåì ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè
ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû êîìïüþòåðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íàãðåâ ñòåðæíÿ, óïðàâëåíèå ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ, äâèæó-
ùèåñÿ èñòî÷íèêè, òî÷êè çàìåðà òåìïåðàòóðû, ïàðàìåòðû îáðàòíîé ñâÿçè.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà óïðàâëåíèÿ ïðîöåññîì íàãðåâà

ñòåðæíÿ ñîñðåäîòî÷åííûìè èñòî÷íèêàìè, äâèæóùèìèñÿ ïî çàäàííûì çàêîíàì

è òðàåêòîðèÿì. Òåêóùèå çíà÷åíèÿ ìîùíîñòåé èñòî÷íèêîâ îïðåäåëÿþòñÿ â çà-

âèñèìîñòè îò çàìåðåííûõ çíà÷åíèé òåìïåðàòóðû ñòåðæíÿ â òî÷êàõ, ãäå óñòà-

íîâëåíû çàìåðíûå óñòðîéñòâà.

Çàäà÷à îòíîñèòñÿ ê êëàññó çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñîñðåäîòî÷åííû-

ìè èñòî÷íèêàìè â ñèñòåìàõ ñ ðàñïðåäåííûìè ïàðàìåòðàìè [1–3]. Èññëåäîâàíèå

çàäà÷ óïðàâëåíèÿ îáúåêòàìè ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè íà÷àòî â 60-å ãîäû

ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ [4, 5] è ñâÿçàíî ñ íåîáõîäèìîñòüþ óïðàâëåíèÿ ìíîãèìè âàæ-

íûìè ïðîöåññàìè ðàçðàáîòêè êðóïíûõ íåôòåãàçîâûõ ìåñòîðîæäåíèé, òðóáîïðî-

âîäíîãî òðàíñïîðòà óãëåâîäîðîäíîãî ñûðüÿ, â ìåòàëëóðãèè è âî ìíîãèõ äðóãèõ

îòðàñëÿõ ïðîèçâîäñòâà.

Áîëüøîé ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ñ îáðàòíîé

ñâÿçüþ ñ óïðàâëÿåìûì îáúåêòîì. Â êîíöå XIX — íà÷àëå XX âåêîâ áûëè ðàçðàáî-

òàíû ñïåöèàëüíûå óïðàâëÿþùèå óñòðîéñòâà äëÿ óïðàâëåíèÿ è ðåãóëèðîâàíèÿ íå-

êîòîðûìè ïðîìûøëåííûìè ïðîöåññàìè è òåõíè÷åñêèìè îáúåêòàìè ñ èñïîëüçîâà-

íèåì ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèé Äæ.Ê. Ìàêñâåëëà, Ý.Äæ. Ðàóñà, È.À. Âûøíåãðàä-

ñêîãî, À. Ãóðâèöà, À.Ì. Ëÿïóíîâà è äðóãèõ ó÷åíûõ è èíæåíåðîâ. Â 50-å ãîäû

ïðîøëîãî âåêà ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíà, Ð.Ý. Áåëëìàíà,

À.Ì. Ëåòîâà è ìíîãèõ äðóãèõ ó÷åíûõ [6–9] ïîçâîëèëè ðåøèòü ñåðüåçíûå ïðîáëå-

ìû â ðàêåòîñòðîåíèè, êîñìîíàâòèêå è ñîçäàòü ñèñòåìû àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëå-

íèÿ ðàçëè÷íûìè òåõíîëîãè÷åñêèìè ïðîöåññàìè, ïðîìûøëåííûìè îáúåêòàìè.

Â ðàáîòå [10] äàí êðàòêèé, íî äîñòàòî÷íî ãëóáîêèé îáçîð ýòàïîâ ðàçâèòèÿ òåîðèè

óïðàâëåíèÿ è åå ïðèëîæåíèé.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû íàñòîÿùåé ñòàòüè îòíîñèòåëüíî çàäà÷ ñèíòåçà îïòè-

ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñèñòåìàìè ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè õàðàêòåðèçó-

þòñÿ ñëåäóþùèìè îñîáåííîñòÿìè: âïåðâûå ïî òåêóùèì çàìåðàì îñóùåñòâëÿåòñÿ

ñèíòåç óïðàâëåíèÿ äâèæóùèìèñÿ èñòî÷íèêàìè; äëÿ ñèíòåçèðóåìûõ çíà÷åíèé

ìîùíîñòåé äâèæóùèõñÿ èñòî÷íèêîâ ðàññìîòðåíà ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü îò çàìå-

ðåííûõ çíà÷åíèé òåìïåðàòóðû â òî÷êàõ çàìåðà; çàäà÷à ñèíòåçà óïðàâëåíèÿ

ñèñòåìîé ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè ïðèâåäåíà ê êîíå÷íîìåðíîé îïòèìè-

çàöèîííîé çàäà÷å.
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Â ðàáîòå ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ êîìïîíåíò ãðàäèåíòà öåëåâîãî ôóíêöèîíà-

ëà îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ îáðàòíîé ñâÿçè, ïîçâîëèâøèå äëÿ ðåøåíèÿ èñõîä-

íîé çàäà÷è ñèíòåçà óïðàâëåíèÿ èñïîëüçîâàòü èçâåñòíûå ýôôåêòèâíûå ÷èñëåííûå

ìåòîäû îïòèìèçàöèè ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû êîìïüþòåðíûõ

ýêñïåðèìåíòîâ, ïîëó÷åííûå ïðè ðåøåíèè òåñòîâîé çàäà÷è. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû

ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â ñèñòåìàõ àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ è ðåãóëèðîâà-

íèÿ ñîñðåäîòî÷åííûìè èñòî÷íèêàìè äëÿ ðàçëè÷íûõ îáúåêòîâ, îïèñûâàåìûõ

äðóãèìè òèïàìè íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Èññëåäóåòñÿ çàäà÷à óïðàâëåíèÿ íàãðåâîì ñòåðæíÿ, îïèñûâàåìàÿ óðàâíåíèåì
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Çäåñü u x t( , ) — òåìïåðàòóðà ñòåðæíÿ â òî÷êå x l�[ , ]0 â ìîìåíò âðåìåíè t ;
a, � 0 , � — çàäàííûå ïàðàìåòðû ïðîöåññà íàãðåâà; � — òåìïåðàòóðà âíåøíåé
ñðåäû; �( )� — ôóíêöèÿ Äèðàêà.
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Â ðàáîòàõ [1, 11] äîêàçàíû ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü îáîáùåííîãî ðå-

øåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (1)–(3) ïðè ïðîèçâîëüíûõ

äîïóñòèìûõ ôóíêöèÿõ q ti ( ) , i N s�1, ,� .

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà â (2) âî âñåõ òî÷êàõ ñòåðæíÿ îäè-

íàêîâà, íî òî÷íî íå çàäàíà è ïðèíàäëåæèò çàäàííîìó ìíîæåñòâó B ñ èçâåñòíîé

ôóíêöèåé ïëîòíîñòè � B b( ):

�B b( ) 
 0, b B� , �B

B

b db( ) �	 1.
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Òåìïåðàòóðà âíåøíåé ñðåäû â (1), (3) â ïðîöåññå íàãðåâà íå èçìåíÿåòñÿ, è åå

âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ðàñïðåäåëåíû íà ìíîæåñòâå �� R ñ èçâåñòíîé ïëîòíîñòüþ

� �� ( ) òàêîé, ÷òî

� �� ( ) 
 0, ���, � � ��
�

( ) d �	 1.

Ðàññìîòðåííàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïîêà çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè

äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ìîùíîñòåé èñòî÷íèêîâ q q t q t q t Q
N s� � �( ) ( ( ), , ( ))1

� , äî-

ñòàâëÿþùèõ â ñðåäíåì ïî âñåì âîçìîæíûì çíà÷åíèÿì íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé ñòåðæíÿ

b B� è òåìïåðàòóðû âíåøíåé ñðåäû ��� ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ñëåäóþùåìó öåëå-

âîìó ôóíêöèîíàëó:
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Çäåñü u x t u x t q b( , ) ( , ; , , )� � — ðåøåíèå íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (1)–(3) ñ íà-

÷àëüíûì óñëîâèåì u x b( , )0 � , òåìïåðàòóðîé âíåøíåé ñðåäû � ïðè äîïóñòèìûõ

çíà÷åíèÿõ ìîùíîñòåé èñòî÷íèêîâ q t( ); U x( ) — çàäàííîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïå-

ðàòóðû ñòåðæíÿ, êîòîðîå ñëåäóåò äîñòè÷ü â êîíöå ïðîöåññà íàãðåâà; �( )x 
 0,

x l�[ , ]0 , — çàäàííàÿ âåñîâàÿ ôóíêöèÿ; �, � ( )q t — çàäàííûå ïàðàìåòðû ðåãóëÿðè-

çàöèè ôóíêöèîíàëà çàäà÷è [12].

Ñôîðìóëèðîâàííîé âûøå çàäà÷å óïðàâëåíèÿ äàäèì ñëåäóþùóþ èíòåðïðåòà-

öèþ. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ôóíêöèé W x t q B( , ; , , )� , x l�[ , ]0 , t T�[ , ]0 , — ðåøå-

íèé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (1)–(3) u x t q b( , ; , , )� ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ íà÷àëü-

íûõ óñëîâèé b B� â (2), òåìïåðàòóðàõ âíåøíåé ñðåäû ��� â (1), (3) è ïðè çàäàí-

íûõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ ìîùíîñòåé èñòî÷íèêîâ q t( ). Ýòî ìíîæåñòâî

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïó÷îê òðàåêòîðèé ôàçîâîãî ñîñòîÿíèÿ ïðîöåññà íàãðåâà ïðè çà-

äàííîì óïðàâëåíèè q t( ), à ôóíêöèîíàë (5), (6) îïðåäåëÿåò êà÷åñòâî óïðàâëåíèÿ

q q t� ( ) ïó÷êîì òðàåêòîðèé W x t q B( , ; , , )� .

Äàëåå ïðåäïîëîæèì, ÷òî â N c çàäàííûõ òî÷êàõ ñòåðæíÿ 	 j l�[ , ]0 , j N c�1, ,� ,

çàìåðÿþòñÿ çíà÷åíèÿ òåìïåðàòóðû íåïðåðûâíî â ïðîöåññå åãî íàãðåâà:

u t u tj
j( ) ( , )� 	 , j N c�1, ,� , t T�[ , ]0 , (7)

èëè â äèñêðåòíûå ìîìåíòû âðåìåíè t T
 �[ , ]0 :

u u tj
j



	� ( , ), j N c�1, ,� , 
 �1, ,� N t . (8)

Çíà÷åíèÿ çàìåðîâ èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ òåêóùèõ çíà÷åíèé ìîùíî-

ñòåé èñòî÷íèêîâ q ti ( ), i N s�1, ,� , ñîãëàñíî ñëåäóþùåé ëèíåéíîé çàâèñèìîñ-

òè îò çàìåðåííûõ çíà÷åíèé òåìïåðàòóðû:

q t u ti
i
j j

i
j

j

N c

( ) [ ( , ) � ]� �
�
�� 	 �

1

, i N s�1, ,� , t T�[ , )0 , (9)

ãäå � i
j , �� i

j — ïàðàìåòðû îáðàòíîé ñâÿçè, i N s�1, ,� , j N c�1, ,� [13, 14].

Â (9) âåëè÷èíà â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ îïðåäåëÿåò îòêëîíåíèå çàìåðà òåìïå-
ðàòóðû â j-é òî÷êå çàìåðà îò íîìèíàëüíîãî îòíîñèòåëüíî i-ãî èñòî÷íèêà çíà÷å-

íèÿ �� i
j â j-é òî÷êå çàìåðà; � i

j — ñîîòâåòñòâóþùèé êîýôôèöèåíò óñèëåíèÿ. Íî-

ìèíàëüíûå çíà÷åíèÿ �� i
j âî ìíîãîì îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè çàäàííîé ôóíêöèè

U x( ) â òî÷êàõ çàìåðà x j� 	 , j N c�1, ,� .
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Çàïèøåì çàâèñèìîñòè (9) â âèäå
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òîãäà çàâèñèìîñòè (9) ïðèìóò âèä

q t u ti
i
j j

j

N
i

c

( ) ( , )� �
�
�� 	 �

1

, i N s�1, ,� , t T�[ , )0 . (11)

Íåñëîæíî óâèäåòü, ÷òî â ñèëó (10) ÷èñëî íåçàâèñèìûõ ïàðàìåòðîâ îáðàòíîé

ñâÿçè êàê ïðè èñïîëüçîâàíèè ôîðìóëû (9), òàê è (11) ðàâíî N Ns c( )�1 , ïîýòîìó

äàëåå äëÿ ñèíòåçèðóåìûõ óïðàâëåíèé q ti ( ), i N s�1, ,� , áóäåì èñïîëüçîâàòü

ôîðìóëó (11).

Åñëè çàìåðû äåëàþòñÿ â çàäàííûå äèñêðåòíûå ìîìåíòû âðåìåíè t T
 �[ , ]0 ,


 � �0 1, ,� N t , t0 0� , äëÿ çíà÷åíèé ìîùíîñòåé ïðè t t t� �[ , )
 
 1 ïðåäëàãàåòñÿ

èñïîëüçîâàòü àíàëîãè÷íûå (11) çàâèñèìîñòè

q t u ti
i
j j i

j

N c

( ) ( , )� �
�
� � 	 �


1

, i N s�1, ,� , t t t� �[ , )
 
 1 , 
 � �0 1, ,� N t . (12)

Îòìåòèì, ÷òî âñëåäñòâèå íåïðåðûâíîñòè ïî t ïðè x l�( , )0 ôóíêöèè u x t( , ) —

ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)–(3) ñëåäóåò, ÷òî ìîùíîñòè q t( ), îïðåäåëÿåìûå ôîðìó-

ëîé (11), ïðè íåïðåðûâíûõ çàìåðàõ (7) ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè.

Â ñëó÷àå äèñêðåòíûõ çàìåðîâ (8) ìîùíîñòè q t( ), îïðåäåëÿåìûå ôîðìóëîé (12),

íåïðåðûâíû ïðè t t t� �[ , )
 
 1 , 
 � �0 1, ,� N t , à â îáùåì ñëó÷àå êóñî÷íî-íåïðå-

ðûâíû ïðè t T�[ , ]0 .

Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèÿ äëÿ ìîùíîñòåé ñ íåïðåðûâíîé îáðàòíîé ñâÿçüþ (9)

â óðàâíåíèå (1), ïîëó÷èì

u x t a u x t u x t u tt xx i
j j i

j

N c

( , ) ( , ) [ ( , ) ] ( , )� � � � �
�

2
0

1

� � � 	 ���
�

�
�
�

�

�
�
�

�
�

�( ( ))x z ti

i

N s

1

,

(13)
x l�( , )0 , t T�( , ]0 .

Â ñëó÷àå äèñêðåòíîé îáðàòíîé ñâÿçè (12) ïðîöåññ íàãðåâà îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþ-

ùèìè óðàâíåíèÿìè, îïðåäåëåííûìè íà âðåìåííûõ ïîëóèíòåðâàëàõ t t t� �[ , )
 
 1 ,


 � �0 1, ,� N t :

u x t a u x t u x t u tt xx i
j j i

j

N

( , ) ( , ) [ ( , ) ] ( , )� � � � �
�

2
0

1

� � � 	 �


cs

x z ti

i

N

��
�

�
�
�

�

�
�
�

�
�

�( ( )),

1 (14)

x l t t t N t� � � ��( , ), [ , ), , ,0 0 11
 
 
 � ,

ñ óñëîâèåì íåïðåðûâíîñòè â öåëîì ïðîöåññà u x t u x t u x t( , ) ( , ) ( , )
 
 

� �� � , x l�[ , ]0 ,


 � �1 1, ,� N t .

Óðàâíåíèÿ (13) è (14) îòíîñÿòñÿ ê êëàññó íàãðóæåííûõ óðàâíåíèé ââèäó íà-

ëè÷èÿ â íèõ çíà÷åíèé èñêîìîé ôóíêöèè u x t( , ) â òî÷êàõ çàìåðà ïðè x j� 	 ,

j N c�1, ,� , è/èëè ìîìåíòàõ âðåìåíè çàìåðà t
 , 
 � �0 1, ,� N t [15]. Äëÿ ñîîò-
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âåòñòâóþùèõ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ â ðàáîòàõ [16–18] èññëåäîâàíû óñëîâèÿ ñó-

ùåñòâîâàíèÿ, åäèíñòâåííîñòè èõ ðåøåíèÿ, à òàêæå ÷èñëåííûå ìåòîäû èõ ðåøåíèÿ.

Â öåëîì â ðàññìàòðèâàåìîé äàëåå çàäà÷å íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü ïàðàìåòðû

îáðàòíîé ñâÿçè � � � � � �� �(( )) ( , , , , , , )i
j N

N N

Nc

s s

c

1
1

1
1

� � � , � � �� �(( )) ( ,i 1
�

� , )� N c , j N c�1, ,� , i N s�1, ,� , ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèé (4) íà ìîùíîñòè èñ-

òî÷íèêîâ, ïðè êîòîðûõ öåëåâîé ôóíêöèîíàë áóäåò ïðèíèìàòü ìèíèìàëüíî âîç-

ìîæíîå çíà÷åíèå. Îáîçíà÷èì y
N Ns c� � �

( , )
( )� � R

1
îïòèìèçèðóåìûé â çàäà÷å

âåêòîð ïàðàìåòðîâ, êîòîðûé âêëþ÷àåò ( )N Ns c ïàðàìåòðîâ � i
j è N s ïàðàìåòðîâ � i .

Öåëåâîé ôóíêöèîíàë (5), (6) ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è îêîí÷àòåëüíî çàïèøåì â

âèäå

J y I y b b d dbT T B

B

( ) ( ; , ) ( ) ( )� 		 � � � � ��
�

, (15)

I y b x u x T y b U x dx y yT

l

( ; , ) ( )[ ( , ; , , ) ( )] | | � | |� � � �� � � �	
2

0
R

Ns Nc( )� 1

2 . (16)

Çäåñü u x t u x t y b( , ) ( , ; , , )� � — ðåøåíèå íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è îòíîñèòåëüíî

óðàâíåíèé (13) è (14) ïðè îïòèìèçèðóåìûõ ïàðàìåòðàõ y � ( , )� � , íà÷àëüíîì

óñëîâèè u x b( , )0 � è òåìïåðàòóðå âíåøíåé ñðåäû �.

Îãðàíè÷åíèÿ (4) íà ìîùíîñòè èñòî÷íèêîâ ïðè èñïîëüçîâàíèè çàâèñèìîñòè (11)

äëÿ îáðàòíîé ñâÿçè ïåðåéäóò â ñëåäóþùèå ñîâìåñòíûå îãðàíè÷åíèÿ íà îïòèìèçèðó-

åìûå ïàðàìåòðû y è òåìïåðàòóðó â òî÷êàõ çàìåðà 	 j , j N c�1, ,� :

q q t y u t qi i
i
j j i

j

N
i

c

� � � �
�
�( , ) ( , )� 	 �

1

, t T�( , ],0 i N s�1, ,� , (17)

êîòîðûå îáîçíà÷èì è çàïèøåì â ñëåäóþùåì ýêâèâàëåíòíîì âèäå:

g t y g t y
q q

i i
i i

( ; ) | ( ; ) |� �
�

�
0 2

0, t T�( , ],0 i N s�1, ,� , (18)

g t y
q q

q t yi
i i

i
0 2

( ; ) ( ; )�
�

� .

Ðàññìàòðèâàåìàÿ äàëåå çàäà÷à (13), (2)–(4), (15), (16) ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé ïàðà-

ìåòðè÷åñêîãî îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ îáúåêòîì ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðà-

ìè ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ. Îïòèìèçèðóåòñÿ êîíå÷íîìåðíûé âåêòîð y
N Ns c� �

R
( )1

.

Îòìåòèì îñîáåííîñòè çàäà÷è:

— íàãðóæåííîñòü äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ;

— íàëè÷èå â óðàâíåíèè �-ôóíêöèè Äèðàêà;

— çíà÷åíèå öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà îïðåäåëÿåòñÿ íå îäíèì ðåøåíèåì íà-

÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è, à ïó÷êîì ðåøåíèé ïðè óñëîâèè, ÷òî íà÷àëüíîå óñëîâèå

è òåìïåðàòóðà âíåøíåé ñðåäû ïðèíèìàþò íå îäíî çíà÷åíèå, à ìíîæåñòâî çíà÷å-

íèé ñîîòâåòñòâåííî èç ìíîæåñòâ B è �;

— íåáîëüøàÿ îòíîñèòåëüíî çàäà÷ ñèíòåçà óïðàâëåíèÿ ñèñòåìàìè ñ ðàñïðåäå-

ëåííûìè ïàðàìåòðàìè ðàçìåðíîñòü ïîëó÷àåìîé êîíå÷íîìåðíîé îïòèìèçàöèîííîé

çàäà÷è, îïðåäåëÿåìîé óäâîåííûì ïðîèçâåäåíèåì ÷èñëà èñòî÷íèêîâ è òî÷åê çàìåðîâ.

ÏÎÄÕÎÄ È ÔÎÐÌÓËÛ ÄËß ×ÈÑËÅÍÍÎÃÎ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È

Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé ñîãëàñíî îïðåäåëåíèÿ âûïóêëîñòè ôóíêöèîíàëà íå-

ñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî öåëåâîé ôóíêöèîíàë èñõîäíîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâ-
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ëåíèÿ (1)–(6) áåç îáðàòíîé ñâÿçè ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ïî q t( ). Îòìåòèì, ÷òî

ôóíêöèîíàë ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è óïðàâëåíèÿ (15), (16) êàê ñ íåïðåðûâ-

íîé (11), òàê è ñ äèñêðåòíîé îáðàòíîé ñâÿçüþ (12) ÿâëÿåòñÿ íåâûïóêëûì ïî

îïòèìèçèðóåìûì ïàðàìåòðàì îáðàòíîé ñâÿçè y. Íåâûïóêëîé ÿâëÿåòñÿ è äîïóñòè-

ìàÿ îáëàñòü ïàðàìåòðîâ y, îïðåäåëÿåìàÿ íåðàâåíñòâàìè (17), ÷òî ñëåäóåò èç î÷å-

âèäíîé íåëèíåéíîñòè çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è u x t y b( , ; , , )� îò ïàðà-

ìåòðîâ y � ( , )� � . Îòñþäà ñëåäóåò íåâûïóêëîñòü ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è îïòè-

ìèçàöèè ïàðàìåòðîâ îáðàòíîé ñâÿçè (11) è (12) â öåëîì. Òåì íå ìåíåå

ïîëó÷åííûå íèæå ôîðìóëû äëÿ êîìïîíåíòîâ ãðàäèåíòà ôóíêöèîíàëà ìîæíî èñ-

ïîëüçîâàòü ïðè ÷èñëåííîì îïðåäåëåíèè ëîêàëüíî îïòèìàëüíûõ çíà÷åíèé ïàðà-

ìåòðîâ îáðàòíîé ñâÿçè èëè äëÿ ëîêàëüíîãî óòî÷íåíèÿ êàêèõ-ëèáî çàäàííûõ ýêñ-

ïåðòîì èõ çíà÷åíèé. À èìåííî, äëÿ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíûõ çíà÷åíèé ïàðàìå-

òðîâ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû èçâåñòíûå ìåòîäû ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè.

Ïðèâåäåííûå íèæå ôîðìóëû äëÿ ãðàäèåíòà öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà çàäà÷è ìîæíî

ïðèìåíÿòü â ÷èñëåííûõ ìåòîäàõ ëîêàëüíîé îïòèìèçàöèè ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ ëî-

êàëüíîãî óëó÷øåíèÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, ïîëó÷åííûõ ãëîáàëüíûìè ìåòîäàìè.

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)–(6), à èìåííî îòûñêàíèÿ ëîêàëüíîãî ìè-

íèìóìà öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà (15), (16), ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ìåòîä âíåø-

íåãî øòðàôà äëÿ ó÷åòà îãðàíè÷åíèé (18) [12]. Ó÷èòûâàÿ âîçìîæíóþ ìíîãîýêñòðå-

ìàëüíîñòü çàäà÷è ââèäó íåâûïóêëîñòè, äëÿ åå ðåøåíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðàñ-

ñìîòðåííûé âûøå ïîäõîä ñ ïðèìåíåíèåì, íàïðèìåð, ìåòîäà «ìóëüòèñòàðòà»,

èñïîëüçóþùåãî ðàçëè÷íûå ñëó÷àéíî âûáðàííûå íà÷àëüíûå òî÷êè äëÿ îïòèìèçè-

ðóåìîãî âåêòîðà ïàðàìåòðîâ y ñ ïðèìåíåíèåì àëãîðèòìîâ ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ âû-

÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà.

Øòðàôíîé ôóíêöèîíàë îòíîñèòåëüíî ôóíêöèîíàëà (15), (16) âûáåðåì â ñëå-

äóþùåì âèäå:

J y I y b b d dbT T B

B

, ,( ) ( ; , ) ( ) ( )� �� 		 � � � � ��
�

, (19)

I y b x u x T y b U x dx y yT

l

, ( ; , ) ( )[ ( , ; , , ) ( )] | | � |� � � � �	� � � �2

0

| ( ),
R

2

2
NsNc

G yq�� (20)

G y g t y dtq
i

T

i

N s

( ) [ ( ; )]� �
�
	�

2

01

,

ãäå � — êîýôôèöèåíò øòðàôà, ñòðåìÿùèéñÿ ê �� , ôóíêöèÿ g t yi
� �( ; ) 0, åñëè

g t yi ( ; ) � 0, è g t y g t yi i
� �( ; ) ( ; ), åñëè g t yi ( ; ) � 0.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Öåëåâîé ôóíêöèîíàë J yT , ( )� çàäà÷è (13), (2), (3), (4), (19), (20)

ïðè êàæäîì çàäàííîì êîýôôèöåíòå øòðàôà � è íåïðåðûâíîé îáðàòíîé ñâÿ-
çè (11) äèôôåðåíöèðóåì ïî ñèíòåçèðóåìûì ïàðàìåòðàì y � ( , )� � , à êîìïîíåíòû
åãî ãðàäèåíòà îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè

�

�
�

�
�
�

��
� � ��

�		
J y

z t t g t y g
T

j
i

B

i i, ( )
( ( ( ), ) ( ; ) (

�
�

�

2 sgn
0

0

i j
T

t y u t dt( ; ))) ( , )		 �

� �
�
�
�

��
2� � � � � � �( � ) ( ) ( )j

i
j
i

B b d db� , (21)

�

�
� � ��

�
J y

z t t g t y g t y dt
T

i

i i i, ( )
( ( ( ), ) ( ; ) ( ( ; )))

�
� 2

0
sgn

0

2

T
i i

B

			 � �
�
�
�

��

�
�
�

��
�� � �( � )

�

� � � � �� ( ) ( )B b d db , (22)
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ãäå i N s�1, ,� , j N c�1, ,� ; � � �( , ) ( , ; , , , )x t x t y b� � ïðè òåêóùåì âåêòîðå ïà-

ðàìåòðîâ y, äîïóñòèìûõ íà÷àëüíîì óñëîâèè b B� , òåìïåðàòóðå âíåøíåé ñðå-

äû � è êîýôôèöèåíòå øòðàôà � ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé ñîïðÿæåííîé

êðàåâîé çàäà÷è:

� � � �t xxx t a x t x t( , ) ( , ) ( , )� � � �2
0

� � �
�

�
�
�

�
�
�� �i

j i i i

i

N

z t t g t y g t y
s

( ( ( ), ) ( ; ) ( ( ; )))2
0

1

sgn
�

�
�
�

�
�
�
j

N
j

c

x

1

� 	( ), (23)

x l�( , )0 , t T�[ , )0 ,

� �( , ) ( )[ ( , ) ( )]x T x u x T U x� � �2 , x l�[ , ]0 , (24)

� ��x t t( , ) ( , )0 0� , � ��x l t l t( , ) ( , )� � , t T�[ , )0 . (25)

Äîêàçàòåëüñòâî. Oòìåòèì, ÷òî ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (23)–(25) ïîíèìàåò-

ñÿ, êàê è â ñëó÷àå ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è (1)–(3), â îáîáùåííîì ñìûñëå [1, 11].

Ïîêàæåì äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèîíàëà (15), (16) ïî âåêòîðó ïàðàìåòðîâ y.

Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî íà÷àëüíûå ñîñòîÿíèÿ òåìïåðàòóðû ïëàñòèíû è òåìïåðà-

òóðà âíåøíåé ñðåäû íå çàâèñÿò îò îïòèìèçèðóåìûõ ïàðàìåòðîâ y, èìååì

grad grady T T B

B

J y I y b b d db, ,( ) ( ; , ) ( ) ( )� �� �		 � � � � ��
�

� �		 grad y T B

B

I y b b d db, ( ; , ) ( ) ( )� � � � ��
�

.

Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèîíàëà (16) ïðè êà-

êèõ-ëèáî çàäàííûõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ íà÷àëüíîé òåìïåðàòóðû b è òåìïå-

ðàòóðû âíåøíåé ñðåäû �.

Äëÿ óïðàâëÿþùèõ ñëàãàåìûõ èç óðàâíåíèÿ (13) ââåäåì ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå:

F x t u y u t x z ti
j j i

j

N
i

i

c

( , ; , ) ( , ) ( ( ))� �
�

�
�
�

�

�
�
�

�
��
�� 	 � �

11

N s

� . (26)

Òîãäà óðàâíåíèå (13) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

u x t a u x t u x t F x t u yt xx( , ) ( , ) [ ( , ) ] ( , ; , )� � � �2
0� � . (27)

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèîíàëà (16) èñïîëüçóåì ìå-

òîä ïðèðàùåíèÿ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ y.

Ïóñòü âåêòîð ïàðàìåòðîâ y � ( , , )� � 	 ïîëó÷èë ïðèðàùåíèå  y. Íîâûé âåêòîð

ïàðàìåòðîâ îáîçíà÷èì y y y1 � � � � �   ( , )� � � � . Òîãäà ïîëó÷èò ñîîòâåò-

ñòâóþùåå ïðèðàùåíèå óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå F x t u y( , ; , ):

  F x t u y F x t u y y F x t u y( , ; , ) ( , ; , ) ( , ; , )� � � . (28)

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷èò ïðèðàùåíèå è ôàçîâàÿ ïåðåìåííàÿ

  u x t y u x t y y u x t y( , ; ) ( , ; ) ( , ; )� � � . (29)

Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ u x t y y u x t y u x t y( , ; ) ( , ; ) ( , ; )� � �  ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íà-

÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (13), (2), (3), à ôóíêöèÿ  u x t y( , ; ) ñîãëàñíî (27) ÿâëÿåò-

ñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé çàäà÷è:

    u x t a u x t u x t F x t u yt xx( , ) ( , ) ( , ) ( , ; , )� � �2
0� , x l�( , ),0 t T�( , ];0 (30)

 u x( , )0 0� , x l�[ , ]0 ; (31)

  u t u tx ( , ) ( , )0 0� � ,   u l t u l tx ( , ) ( , )� �� , t T�( , ]0 . (32)
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Âû÷èñëèì ïðèðàùåíèå ôóíêöèîíàëà (20):

   I y b I y b G yT T q, ( ; , ) ( ; , ) ( )� � ��� � . (33)

Ðàññìîòðèì ïåðâîå ñëàãàåìîå ñ ó÷åòîì (30)–(32):

  I y b I y y b I y bT T T( ; , ) ( ; , ) ( ; , )� � �� � � �

� � � ! � "	2 2

0

� �( )[ ( , ) ( )] ( , ) �,x u x T U x u x T dx y y y

l

  . (34)

Ïåðåíåñåì ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèé (30) âëåâî è óìíîæèì ïîëó÷åííîå ðàâåí-

ñòâî íà ïîêà ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ �( , )x t , ïðîèíòåãðèðóåì îáå ÷àñòè ïî x ,

x l�[ , ]0 , è ïî t, t T�[ , ]0 . Ïðèáàâèì ê (34) ëåâóþ ÷àñòü ïîëó÷åííîãî âûðàæå-

íèÿ, ðàâíîãî íóëþ:

  I y b x u x T U x u x T dx y yT

l

( ; , ) ( )[ ( , ) ( )] ( , ) �,� � �� � � ! �	2 2

0

 y" �

� � � �� �( , )( ( , ) ( , ) ( , ) ( , ; , )x t u x t a u x t u x t F x t u yt xx    2
0 ) dxdt

lT

00

		 . (35)

Ïðîâåäåì â (35) èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì:

  I y b x u x T U x u x T dx y yT

l

( ; , ) ( )[ ( , ) ( )] ( , ) �,� � �� � � ! �	2 2

0

 y" �

� � �	 	� �( , ) ( , ) ( , ) ( , )x T u x T dx x u x dx

l l

  
0 0

0 0

� � �	 	a l t u l t dt a t u t dt ax

T

x

T

x
2

0

2

0

20 0� � �( , ) ( , ) ( , ) ( , ) (  l t u l t dt

T

, ) ( , ) 
0

	 �

� � � �	a t u t dt x t a x t x tx

T

t xx
2

0

2
00 0� � � � �( , ) ( , ) ( ( , ) ( , ) ( , )) ( , ) u x t dxdt

lT

00

		 �

� 		 �( , ) ( , ; , )x t F x t u y dxdt

lT

 
00

. (36)

Çäåñü ! � � ", îáîçíà÷àåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ñîîòíîøåíèÿ (36). Ñ ó÷åòîì (26), (28) è ñâîé-

ñòâà �-ôóíêöèè Äèðàêà èìååì

� �( , ) ( , ; , ) ( , ) ( , ; , )x t F x t u y dxdt x t F x t u y y d

lT l

 
00 0

		 	� � xdt x t F x t u y dxdt

T lT

0 00

	 		� ��( , ) ( , ; , )

� � � � �
�
�� � � 	 	 � �( , ) ( )[ ( , ) ( , )] ( )x t u t u t

i
j

i
j j j i i

j

N c

   
1

�

�
�
�

�

�
�
�

� �
�
�		
i

NlT
i

s

x z t dxdt

100

�( ( ))

� �
�

�
�
�

�

�
�
�

�
��
��� � 	 � �( , ) ( , ) ( ( ))x t u t x z ti

j j i

j

N
i

i

N cs

1100

lT

dxdt		 �

� � � � �
�

� � � 	 	 � �( ( ), ) ( )[ ( , ) ( , )] ( )z t t u t u ti
i
j

i
j j j i i

j

   
110

N

i

NT cs

dt��	
�

�
�
�

�

�
�
�

�
�
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� �
�

�
�
�

�

�
�
�

�
��
��	 � � 	 �( ( ), ) ( , )z t t u t dti

i
j j i

j

N

i

NT cs

110

 � � 	i
j i
T

j

j

N

i

N

z t t u t dt
cs

( ( ), ) ( , )

011
	��

��

�

� �	��
��

  � � � �i i
T

j

N

i

N
i

i
jz t t dt z t t u x

cs

( ( ), ) ( ( ), ) ( ,

011

t x dxdt

lT
j

j

N

i

N cs

) ( )

0011
		�� �

��

� 	 .

Äàëåå ðàññìîòðèì âòîðîå ñëàãàåìîå ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèîíàëà èç ôîðìóëû (33):

   G y G y y G y g t y y g t yq q q
i i( ) ( ) ( ) {[ ( ; )] [ ( ; )] }� � � � � �� �

2 2

01

T

i

N s

dt	�
�

�

� � �
��

�

�
�

�

�

�
�

� �
��

�

| ( ; ) | | ( ; ) |g t y y
q q

g t y
q q

i
i i

i
i i

0

2

02 2
 �

�

�

�

�
�

�

�
�

�
�

�

�
�

�
�

�	�
�

2

01

T

i

N s

dt

�
�

� � � � �	�
� 01 2

T

i

N i i

i
j

i
j j j i

s q q
u t u t( )[ ( , ) ( , )] (� � 	 	 �   �i

j

N i ic q q
)

�
� �

��

�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

�
�

�
� 1

2

2

�
�

� � �
��

�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
�

�
��

�
q q

u t
q qi i

i
j j i

j

N i ic

2 21

2

� 	 �( , ) dt �

� � �
��

	�2
0

011

 � 	i
j i i

T
j

j

N

i

N

g t y g t y u t dt
c

( , ) ( ( , )) ( , )sgn
s

� �

� ��
��

	��2
0

011

 � i i i
T

j

N

i

N

g t y g t y dt
cs

( , ) ( ( , ))sgn

� ��		2
0

00

g t y g t y u x t x dxdti i
i
j

lT
j( , ) ( ( , )) ( , ) ( )sgn � � 	 

j

N

i

N cs

��
��

11

.

Äåéñòâèòåëüíî, èìååì

  I y b x u x T U x u x T dxT

l

, ( ; , ) ( )[ ( , ) ( )] ( , )� � � �	� �2

0

� � �	 	� � �( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )x T u x T dx x u x dx a l t u

l l

x   
0 0

20 0 ( , )l t dt

T

0

	 �

� � �	 	a t u t dt a l t u l t dt ax

T

x

T

x
2

0

2

0

20 0� � �( , ) ( , ) ( , ) ( , ) (  0 0

0

, ) ( , )t u t dt

T

 	 �

� � � �		 ( ( , ) ( , ) ( , )) ( , )� � � �t xx

lT

x t a x t x t u x t dxdt2
0

00
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� � � � �	 � � 	i
j i i i

T
jz t t g t y g t y u( ( ( ), ) ( , ) ( ( , ))) ( ,2

0
0

sgn t dt j
i

j
i

j

N

i

N cs

) ( � )� �
#

$

%
%

&

'

(
(�

��
�� 2

11

� � �

� � � ��	 � � � �i i i i
T

z t t g t y g t y dt( ( ( ), ) ( , ) ( ( , ))) (2 2
0

0

sgn i i

j

N

i

N cs

�
#

$

%
%

&

'

(
(�

��
�� � )�

11

� � � �	 ( ( ( ), ) ( , ) ( ( , ))) ( , )� �z t t g t y g t y u x ti i i
i
j

l

2
0

0

sgn  
011

T
j

j

N

i

N

x dxdt
cs

	�� �
��

� 	( ) . (37)

Èñõîäÿ èç òîãî, ÷òî êîìïîíåíòû ãðàäèåíòà ôóíêöèîíàëà îïðåäåëÿþòñÿ èç (37)

ëèíåéíîé ÷àñòüþ åãî ïðèðàùåíèÿ îòíîñèòåëüíî êàæäîé êîìïîíåíû, ñëåäóåò ñïðà-

âåäëèâîñòü ôîðìóë (21), (22) è ñîïðÿæåííîé çàäà÷è (23)–(25). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Â ñëó÷àå äèñêðåòíîé âî âðåìåíè îáðàòíîé ñâÿçè (12) èìååò ìåñòî ñëåäóþ-

ùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2. Øòðàôíîé öåëåâîé ôóíêöèîíàë J yT , ( )� ïðè äèñêðåòíîé ïî âðå-

ìåíè îáðàòíîé ñâÿçè ïðè êàæäîì çíà÷åíèè êîýôôèöèåíòà øòðàôà � äèôôåðåí-

öèðóåì ïî ñèíòåçèðóåìûì ïàðàìåòðàì y � ( , , )� � 	 , à êîìïîíåíòû åãî ãðàäèåíòà

îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè

�

�
�

�
�
�

��
� � ��

�

�

	
J y

z t t g t y
T

j
i

t

t

i i, ( )
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2 sgn( ( ; ))) ( , )g t y u t dti j
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2� � � � � � �( � ) ( ) ( )j

i
j
i

B b d db� ,
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�

�

	
J y

z t t g t y
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i
t
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i i, ( )
( ( ( ), ) ( ; )
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1

2 sgn ( ( ; )))g t y dti
N

B

t

0
0

1




�

�

�		 �
�

� �
�
�
�

��
2� � � � � � �( � ) ( ) ( )i i

B b d db� ,

ãäå i N s�1, ,� , j N c�1, ,� , 
 � �0 1, ,� N t ; � � �( , ) ( , ; , , , )x t x t y b� � ïðè òå-

êóùåì âåêòîðå ïàðàìåòðîâ y , äîïóñòèìûõ íà÷àëüíîì óñëîâèè b B� , òåìïåðà-

òóðå âíåøíåé ñðåäû � è êîýôôèöèåíòå øòðàôà � ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþ-

ùåé ñîïðÿæåííîé êðàåâîé çàäà÷è:

� � � �t xxx t a x t x t( , ) ( , ) ( , )� � � �2
0

� � �
�

�
�

�
�� � 
 
i

j i i i

i

N

z t t g t y g t y
s

( ( ( ), ) ( ; ) ( ( ; )))2
0

1

sgn�
�

�

�
�
�

� �
�
�
j

N
j

c

x t t

1

� 	 
( , ),

x l�( , )0 , t t t� �[ , )
 
 1 , 
 � �0 1, ,� N t ;

� �( , ) ( )[ ( , ) ( )]x T x u x T U x� � �2 , x l�[ , ]0 ;

� ��x t t( , ) ( , )0 0� ; � ��x l t l t( , ) ( , )� � , t T�( , ]0 .

×ÈÑËÅÍÍÛÅ ÝÊÑÏÅÐÈÌÅÍÒÛ

Ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ïðîâîäèëîñü ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ äàí-

íûõ, èñïîëüçóåìûõ â åå ïîñòàíîâêå:

ISSN 1019-5262. Ê³áåðíåòèêà òà ñèñòåìíèé àíàë³ç, 2021, òîì 57, ¹ 4 113



a 2 � 0.01, l �1, T �1, � � 0.001, � � 0.0001, N s � 2, N c � 4,

�( )x �1, U x( ) � 5, x�[ ; ]0 1 , q i � 0 , q i �10,

B � [0; 0.5], � B b( ) � 0.5, ��[ ; ]2 4 , � B b( ) � 0.5,

z t t1 0 05 0 9( ) . . | sin ( ) |� � 
 , z t t2 0 95 0 9( ) . . | sin ( ) |� � 
 , t �[ ; ]0 1 ,

	1 � 0.2842, 	 2 � 0.4196, 	 3 � 0.6835, 	 4 � 0.8752.

Êîýôôèöèåíò øòðàôà ïîñëåäîâàòåëüíî, íà÷èíàÿ îò �� 5, òðèæäû óâåëè÷èâàë-

ñÿ â ïÿòü ðàç. Ðàçìåðíîñòü âåêòîðà ñèíòåçèðóåìûõ ïàðàìåòðîâ y ïðè ýòîì îïðåäå-

ëÿëàñü êàê N Ns c( )� �1 10 . Ìíîæåñòâà B è � è ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëû â öåëå-

âîì ôóíêöèîíàëå äèñêðåòèçèðîâàëèñü ðàâíîìåðíî òðåìÿ òî÷êàìè. Äëÿ àïïðîêñèìà-

öèè �-ôóíêöèè èñïîëüçîâàëàñü âñþäó ãëàäêàÿ (äèôôåðåíöèðóåìàÿ) ôóíêöèÿ

� 	

	 �
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��
, | � | .x 	 �

Ïðè ýòîì äëÿ ïðîèçâîëüíîãî çíà÷åíèÿ � èìååò ìåñòî

��

��

	 �� 	� ( ; � )x dx 1.

Âåëè÷èíà � ñ÷èòàëàñü ðàâíîé 3hx , ãäå hx — øàã ñåòî÷íîé àïïðîêñèìàöèè îò-

ðåçêà x�[ ; ]0 1 , êîòîðûé âàðüèðîâàëñÿ ïðè ïðîâåäåíèè ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Òàêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ �-ôóíêöèè ñãëàæèâàåò çàâèñèìîñòü �( , )x t — ðåøåíèÿ íà-

÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (23)–(25), à ñëåäîâàòåëüíî, è ãðàäèåíòà öåëåâîãî ôóíêöèî-

íàëà îò îïòèìèçèðóåìûõ êîîðäèíàò ðàçìåùåíèÿ òî÷åê çàìåðîâ 	 j , j N c�1, ,� ,

ÿâëÿþùèõñÿ àðãóìåíòàìè �-ôóíêöèè [2, 19].

Èòåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà ìèíèìèçàöèè øòðàôíîãî ôóíêöèîíàëà ìåòîäîì ãðà-

äèåíòíîãî ñïóñêà ïðè çàäàííîì êîýôôèöèåíòå øòðàôà �ñòðîèëàñü ïî ôîðìóëå

y y J yn n
n y T

n�
�� �1 � grad , ( ), n � 0 1, ,� , (38)

� �
�

n T
n

y T
nJ y J y� �



� �arg gradmin ( ( )), ,

0

ñ êðèòåðèåì îñòàíîâà ïî èçìåíåíèþ àðãóìåíòà

| | | |y yn n� � �1
10R

0.0001.

Îäíîìåðíàÿ ìèíèìèçàöèÿ ïî � â (38) ïðîâîäèëàñü ìåòîäîì çîëîòîãî ñå÷å-

íèÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ ïðÿìîé è ñîïðÿæåííîé êðàåâûõ çàäà÷ èñïîëüçîâàëàñü íåÿâíàÿ

ñõåìà ìåòîäà ñåòîê [20], à äëÿ ó÷åòà íàãðóæåííîñòè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-

íèé ïðèìåíÿëñÿ ìåòîä ñäâèãà, ïðåäëîæåííûé â ðàáîòàõ [17, 18]. Ïàðàìåòðû ðå-

ãóëÿðèçàöèè � è �y ïðè êàæäîì çíà÷åíèè êîýôôèöèåíòà øòðàôà �èçìåíÿëèñü ñî-

ãëàñíî àëãîðèòìó, ïðåäëîæåííîìó â [12], à èìåííî � óìåíüøàëîñü â ïÿòü ðàç, íà-

÷èíàÿ ñ � � 0.05, à ïàðàìåòð �y âíà÷àëå ïðè êàæäîì � âûáèðàëñÿ íóëåâûì è çàòåì

ïðèðàâíèâàëñÿ ê y) , íàéäåííîìó íà ïðåäûäóùåì øàãå.

Â òàáë. 1 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷è, ïîëó÷åííûå äëÿ äâóõ íà÷àëü-

íûõ çíà÷åíèé y y
1
0

2
0 10, �R èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà (38). Èç òàáëèöû âèäíî, ÷òî

ïîëó÷åííûå ñîîòâåòñòâóþùèå îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ y) ) )� ( , )� �

ðàçëè÷àþòñÿ áîëåå ñóùåñòâåííî, íî ïðè ýòîì çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà J yt ( )) äîñòà-

òî÷íî ìàëû, à ÷èñëà èòåðàöèé M it ìàëî ðàçëè÷àþòñÿ. Çäåñü öåëåâîé ôóíêöèîíàë
èëè ìíîãîýêñòðåìàëåí, èëè èìååò ñèëüíóþ îâðàæíóþ ñòðóêòóðó.
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Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíû ãðàôèêè ôóíêöèè J yt ( )) — çíà÷åíèÿ öåëåâîãî ôóíêöè-

îíàëà ïðè y y) )� 1 êàê ôóíêöèè âðåìåíè îêîí÷àíèÿ ïðîöåññà t. Âðåìÿ t T� �1 ñî-

îòâåòñòâóåò îòðåçêó âðåìåíè [ ; ]0 1 , äëÿ êîòîðîãî ðåøàëàñü èñõîäíàÿ çàäà÷à ñèíòå-

çà. Äàëåå äëÿ t �1 íàáëþäàëñÿ ïðîöåññ íàãðåâà ñòåðæíÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñèíòåçè-

ðîâàííîãî âåêòîðà ïàðàìåòðîâ y1
) . Âñëåäñòâèå ñðàâíèòåëüíî áîëüøèõ çíà÷åíèé

J yt ( )) ïðè t � 0.8 ãðàôèê ýòîé ôóíêöèè ðàçáèò íà äâà: ðèñ. 1, à è ðèñ. 1, á

ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçíûõ ìàñøòàáîâ ïî îñè îðäèíàò. Èç ðèñ. 1, á âèäíî, ÷òî ïðîöåññ

óïðàâëåíèÿ íàãðåâîì ïðè t � 1.8 ñòàáèëèçèðîâàëñÿ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî çíà÷åíèå ôóíê-

öèîíàëà ïðè t � 1.8, õàðàêòåðèçóþùåå îòêëîíåíèå òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ òåìïåðàòóðû

íà âñåì ñòåðæíå îò çàäàííîé æåëàåìîé òåìïåðàòóðû U x( ) � 5, x�[ ; ]0 1 , íåâåëèêî,

à ñëåäîâàòåëüíî, ïðîöåññ óïðàâëåíèÿ

íàãðåâîì ïåðåøåë â ïðîöåññ ðåãóëèðî-

âàíèÿ ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ.

Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû

ðàñ÷åòà òåìïåðàòóðû ñòåðæíÿ ïðè

t T� �1 ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðèâåäåí-

íûõ â ïåðâîé ñòðîêå òàáë. 1 îïòèìàëü-

íûõ ïàðàìåòðîâ îáðàòíîé ñâÿçè ïðè

íàëè÷èè ïîìåõ � â çàìåðàõ (7). Çàøóì-

ëåííûå çàìåðû � ( , )u tj	 , j N c�1, ,� ,

îïðåäåëÿëèñü ïî ôîðìóëå

� ( , ) ( , ) [ ( ) ]u t u t tj j j	 	 � �� �1 ,

ãäå � j t( ) — ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåí-

íàÿ íà îòðåçêå [ ; ]�1 1 ôóíêöèÿ, ñëó÷àé-
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Ò à á ë è ö à 1 . Ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷è, ïîëó÷åííûå äëÿ äâóõ íà÷àëüíûõ

çíà÷åíèé y
1
0 è y

2
0

�0 �0 J yT ( )0
�) �) J yt ( )) M

it

1
� � �

� �

0 438 0 238 1 499 0 146

1 240 0 678 1 414 0 316

. . . .

. . . .

1 726

2 022

.

.
70.8

0 805 1 583 0 257 1 459

1 134 1 375 1 561 0 247

. . . .

. . . .

� �

� �

0 025

0 247

.

.
0.0009 54

2
0 831 0 778 0 464 3 882

0 752 1 645 0 011 1 232

. . . .

. . . .

�

� � �

1 067

2 953

.

.�
6.93

0 054 1 112 1 491 1 622

0 753 0 103 0 124 0 756

. . . .

. . . .

� �

�

0 35

0 96

.

.
0.0008 59

Ðèñ. 1. Ãðàôèêè ôóíêöèè J yt ( )) — çíà÷åíèÿ öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà, âû÷èñëåííîãî ïðè ïîëó÷åí-
íîì èç íà÷àëüíîé òî÷êè y1

) äëÿ âðåìåíè îêîí÷àíèÿ ïðîöåññà t

J yt ( )) J yt ( ))

t t

Ðèñ. 2. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà òåìïåðàòóðû ñòåðæíÿ

ïðè T � 1 ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðèâåäåííûõ â ïåðâîé

ñòðîêå òàáë. 1 îïòèìàëüíûõ ïàðàìåòðîâ îáðàòíîé

ñâÿçè ïðè íàëè÷èè ïîìåõ â çàìåðàõ � � 0 (1),

� � 0.01 (2) è � � 0.03 (3)

x

u x T y( , , ))

U x( ) � 5

à á



íûå çíà÷åíèÿ êîòîðîé ïðè êàæäîì t T�[ ; ]0 ãåíåðèðîâàëèñü ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû

RAND; � — óðîâåíü ïîìåõ: � � 0 ñîîòâåòñòâóåò îòñóòñòâèþ ïîìåõ, � � 0.01 ñîîòâåò-

ñòâóåò óðîâíþ ïîìåõ 1%, � � 0.03 ñîîòâåòñòâóåò óðîâíþ ïîìåõ 3 %.

Êàê âèäíî èç ðèñ 2, ïîðÿäîê âåëè÷èí îòêëîíåíèÿ îò æåëàåìîãî ñîñòîÿíèÿ

ñòåðæíÿ ïðè T �1 ñîîòâåòñòâóåò óðîâíþ ïîìåõ, à ñàì ïðîöåññ íàãðåâà ñ îáðàòíîé

ñâÿçüþ ìîæíî ñ÷èòàòü äîñòàòî÷íî óñòîé÷èâûì.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â ñòàòüå ïðåäëîæåí ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ

ìîùíîñòÿìè òî÷å÷íûõ èñòî÷íèêîâ íàãðåâà ñòåðæíÿ, äâèæóùèõñÿ ïî çàäàííûì

çàêîíàì è òðàåêòîðèÿì. Äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ òåêóùèõ çíà÷åíèé ìîùíîñòåé êàæäî-

ãî èñòî÷íèêà èñïîëüçîâàëàñü ôîðìóëà ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè îò çàìåðåííûõ çíà-

÷åíèé òåìïåðàòóðû ñòåðæíÿ â çàìåðÿåìûõ òî÷êàõ. Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíàÿ çàäà-

÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñâîäèòñÿ ê îòûñêàíèþ êîíå÷íîìåðíîãî âåêòîðà ïà-

ðàìåòðîâ îáðàòíîé ñâÿçè, îïòèìèçèðóþùåãî çàäàííûé öåëåâîé ôóíêöèîíàë.

Ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ êîìïîíåíò ãðàäèåíòà ïî îïòèìèçèðóåìûì ïàðàìå-

òðàì îáðàòíîé ñâÿçè, êîòîðûå äàþò âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàòü äëÿ ÷èñëåííîãî

ðåøåíèÿ çàäà÷è ýôôåêòèâíûå ìåòîäû îïòèìèçàöèè ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïðèâåäåíû

ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ïîëó÷åííûå íà òåñòîâûõ èñõîäíûõ äàí-

íûõ, è èõ àíàëèç. Â ÷àñòíîñòè, ïðîâåäåí àíàëèç âëèÿíèÿ âåëè÷èíû ïîãðåøíîñòè

çàìåðîâ òåìïåðàòóðû â çàìåðÿåìûõ òî÷êàõ íà êà÷åñòâî óïðàâëåíèÿ ïðîöåññîì,

à èìåííî íà çíà÷åíèå öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà.

Ðàññìîòðåííûå â ðàáîòå ïîäõîä è ñõåìó ïîëó÷åíèÿ ôîðìóë ìîæíî ðàñïðîñ-

òðàíèòü íà äðóãèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñîñðåäîòî÷åííûìè èñòî÷íè-

êàìè â ñèñòåìàõ ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ äðóãè-

ìè òèïàìè íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷, â òîì ÷èñëå ñ á�ëüøåé ðàçìåðíîñòüþ ïðî-

ñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ

1. Lions J.-L. Contr �ole optimal de syst�mes gouvern�s par des �quations aux d�riv�es partielles. Paris:

Dunod Ganthier-Villars, 1969.

2. Áóòêîâñêèé À.Ã. Ìåòîäû óïðàâëåíèÿ ñèñòåìàìè ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè. Ìîñêâà:

Íàóêà, 1984. 568 c.

3. Äåéíåêà Â.Ñ., Ñåðãèåíêî È.Â. Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå íåîäíîðîäíûìè ðàñïðåäåëåííûìè

ñèñòåìàìè. Êèåâ: Íàóê. äóìêà, 2003. 506 ñ.

4. Óòêèí Â.È. Ñêîëüçÿùèå ðåæèìû â çàäà÷àõ îïòèìèçàöèè è óïðàâëåíèÿ. Ìîñêâà: Íàóêà, 1981.

368 c.

5. Ray W.H. Advanced process control. McGraw-Hill Book Company, 1980. 376 p.

6. Åãîðîâ À.È. Îñíîâû òåîðèè óïðàâëåíèÿ. Ìîñêâà: Ôèçìàòëèò, 2004. 504 c.

7. Áóòêîâñêèé À.Ã., Ïóñòûëüíèêîâ Ë.Ì. Òåîðèÿ ïîäâèæíîãî óïðàâëåíèÿ ñèñòåìàìè ñ ðàñïðåäå-

ëåííûìè ïàðàìåòðàìè. Ìîñêâà: Íàóêà, 1980. 384 c.

8. Ñèðàçåòäèíîâ Ò.Ê. Îïòèìèçàöèÿ ñèñòåì ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè. Ìîñêâà: Íàóêà,

1977. 420 c.

9. Sergienko I.V., Deineka V.S. Optimal control of distributed systems with conjugation conditions.

New York: Kluwer Acad. Publ., 2005. 383 p.

10. Ïîëÿê Á.Ò., Õëåáíèêîâ Ì.Â., Ðàïîïîðò Ë.Á. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëå-

íèÿ. Ìîñêâà: ËÅÍÀÍÄ, 2019. 504 ñ.

11. Lions J.-L., Magenes E. Probl�mes aux limites non homog�nes at application. Vol. 1. Paris, 1968.

12. Âàñèëüåâ Ô.Ï. Ìåòîäû îïòèìèçàöèè. Ìîñêâà: Ôàêòîðèàë Ïðåññ, 2002. 824 ñ.

13. Guliyev S.Z. Synthesis of zonal controls for a problem of heating with delay under nonseparated

boundary conditions. Cybernetics and Systems Analysis. 2018. Vol. 54, N 1. P. 110–121.

116 ISSN 1019-5262. Ê³áåðíåòèêà òà ñèñòåìíèé àíàë³ç, 2021, òîì 57, ¹ 4



14. Aida-zade K.R., Abdullaev V.M. On an approach to designing control of the distributed-parameter

processes. Automation and Remote Control. 2012. Vol. 73, N 9. P. 1443–1455.

15. Íàõóøåâ À.Ì. Íàãðóæåííûå óðàâíåíèÿ è èõ ïðèìåíåíèå. Ìîñêâà: Íàóêà, 2012. 232 ñ.

16. Alikhanov A.A., Berezgov A.M., Shkhanukov-Lafishev M.X. Boundary value problems for certain

classes of loaded differential equations and solving them by finite difference methods. Comp. Math.

Math. Phys. 2008. Vol. 48, N 9. P. 1581–1590.

17. Abdullaev V.M., Aida-zade K.R. Numerical method of solution to loaded nonlocal boundary value

problems for ordinary differential equations. Comp. Math. Math. Phys. 2014. Vol. 54, N 7.

P. 1096–1109.

18. Abdullayev V.M., Aida-zade K.R. Finite-difference methods for solving loaded parabolic equations.

Comp. Math. Math. Phys. 2016. Vol. 56, N 1. P. 93–105.

19. Aida-zade K.R., Bagirov A.G. On the problem of spacing of oil wells and control of their production

rates. Automation and Remote Control. 2006. Vol. 67, N 1. P. 44–53.

20. Ñàìàðñêèé À.À. Òåîðèÿ ðàçíîñòíûõ ñõåì. Ìîñêâà: Íàóêà, 1989. 616 c.

Íàä³éøëà äî ðåäàêö³¿ 26.10.2020

Ê.Ð. Àéäà-çàäå, À.Ã. Áàã³ðîâ, Â.À. Ãàøèìîâ
ÊÅÐÓÂÀÍÍß Ç² ÇÂÎÐÎÒÍÈÌ ÇÂ’ßÇÊÎÌ ÏÎÒÓÆÍ²ÑÒÞ ÐÓÕÎÌÈÕ ÄÆÅÐÅË
Ï²Ä ×ÀÑ ÍÀÃÐ²ÂÀÍÍß ÑÒÐÈÆÍß

Àíîòàö³ÿ. Ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó ñèíòåçó êåðóâàííÿ ïîòóæíîñòÿìè äæåðåë, ùî
ðóõàþòüñÿ çà çàäàíèìè çàêîíàìè ³ òðàºêòîð³ÿìè ï³ä ÷àñ íàãð³âàííÿ ñòðèæíÿ.
Ïîòî÷í³ çíà÷åííÿ êåðóâàíü âèçíà÷àþòüñÿ çàëåæíî â³ä çíà÷åíü òåìïåðàòóðè
ñòðèæíÿ ó òî÷êàõ çàì³ðþâàííÿ. Îòðèìàíî ôîðìóëè êîìïîíåíò³â ãðàä³ºíòà
ö³ëüîâîãî ôóíêö³îíàëó ùîäî ïàðàìåòð³â çâîðîòíîãî çâ’ÿçêó òà êîîðäèíàò
òî÷îê çàì³ðþâàííÿ, ÿê³ çàñòîñîâóþòü äëÿ ÷èñåëüíîãî ðîçâ’ÿçàííÿ òåñòîâî¿
çàäà÷³ ç âèêîðèñòàííÿì ÷èñåëüíèõ ìåòîä³â îïòèì³çàö³¿ ïåðøîãî ïîðÿäêó.
Íàâåäåíî ðåçóëüòàòè êîìï’þòåðíèõ åêñïåðèìåíò³â.
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K.R. Aida-zade, A.H. Bagirov, V.A. Hashimov
FEEDBACK CONTROL OF THE POWER OF MOVING SOURCES WHEN HEATING THE BAR

Abstract. The problem of synthesis of power control of the sources moving
according to the given rules and trajectories when the rod is heated is considered.
The current values of the controls are determined depending on the values of the
temperature of the bar at the points of measurement. Formulas for the components
of the gradient of the objective functional are obtained with respect to the
feedback parameters and the coordinates of the measurement points, which are
used to numerically solve the test problem using first-order numerical optimization
methods. The results of computer experiments are presented.

Keywords: bar heating, feedback control, moving sources, temperature
measuring points, feedback parameters.
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