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Àíîòàö³ÿ. Çàïðîïîíîâàíî àëãîðèòì îö³íþâàííÿ íåâ³äîìèõ ïàðàìåòð³â ìîäåë³
ðîçïîâñþäæåííÿ ³íôåêö³¿, ùî ïîáóäîâàíà íà îñíîâ³ ³íñòðóìåíòàð³þ ìàðêîâ-
ñüêèõ ïîë³â çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ìàêñèìàëüíî¿ â³ðîã³äíîñò³. Ïðèïóñêàºòüñÿ,
ùî êîæåí ñòàí ëàíöþãà ÿâëÿº ñîáîþ ïåâíó êîíô³ãóðàö³þ ñê³í÷åííîãî ìàðêîâ-
ñüêîãî âèïàäêîâîãî ïîëÿ, à ðîçïîä³ë éìîâ³ðíîñòåé ñòàí³â ëàíöþãà çá³ãàºòüñÿ
ç³ ñï³ëüíèì ðîçïîä³ëîì éìîâ³ðíîñòåé ñòàí³â åëåìåíò³â ã³ááñîâñüêîãî âèïàäêî-
âîãî ïîëÿ.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ìàðêîâñüê³ ïîëÿ, ëîêàëüíà âçàºìîä³ÿ åëåìåíò³â ïîëÿ,
ã³ááñîâñüêèé ðîçïîä³ë, íåâ³äîì³ ïàðàìåòðè, àëãîðèòì îö³íþâàííÿ.

ÂÑÒÓÏ

Äëÿ áàãàòüîõ ñêëàäíèõ á³îëîã³÷íèõ, åêîíîì³÷íèõ, òåõí³÷íèõ ñèñòåì º õàðàê-
òåðíîþ ñòðóêòóðà, ùî âêëþ÷àº îêðåì³, äîñòàòíüî íåçàëåæí³ ï³äñèñòåìè. Äëÿ
êîæíî¿ ç íèõ ñóêóïí³ñòü ³íøèõ ï³äñèñòåì ôîðìóº «çîâí³øíº ñåðåäîâèùå»,
ç ÿêèì òàêà ï³äñèñòåìà âçàºìîä³º. Íàéá³ëüø ëîã³÷íèì º ïðèïóùåííÿ, ùî
ôóíêö³îíóâàííÿ ñêëàäíî¿ ñèñòåìè ìîæå áóòè çìîäåëüîâàíèì çã³äíî ç öåíòðà-
ë³çîâàíèì ïðèíöèïîì, òîáòî äëÿ êîæíî¿ ñèñòåìè âèçíà÷àºòüñÿ ïåâíà âëàñíà
ïîâåä³íêà. Îäíàê ó áàãàòüîõ âèïàäêàõ òàêèé ìåòîä êåðóâàííÿ ñêëàäíèìè ñèñ-
òåìàìè íå º åôåêòèâíèì. Á³ëüø ïðèäàòíîþ ââàæàþòü ³íøó ñõåìó, à ñàìå ëî-
êàëüíî¿ âçàºìîä³¿. Öå îçíà÷àº, ùî äëÿ êîæíî¿ ï³äñèñòåìè âñòàíîâëþþòü ëèøå
äåÿê³ çàãàëüí³ ïðàâèëà êîìóí³êàö³¿, à ïîçà öèìè âèìîãàìè âîíà ôóíêö³îíóº
çã³äíî ç âëàñíîþ ñòðóêòóðîþ ³ ïðàâèëàìè, òàê, ùîá ¿¿ âçàºìîä³ÿ ³ç çîâí³øí³ì
ñåðåäîâèùåì òà ³íøèìè ï³äñèñòåìàìè áóëà â äåÿêîìó ñåíñ³ îïòèìàëüíîþ.

Áàãàòî çàäà÷, ïîâ’ÿçàíèõ ç ðîçòàøóâàííÿì åëåìåíò³â ñèñòåìè íà ïëîùèí³,
´ðóíòóþòüñÿ íà òâåðäæåíí³, çã³äíî ç ÿêèì åëåìåíòè âçàºìîä³þòü òàêèì ÷èíîì, ùî
íà êîæåí åëåìåíò âïëèâàþòü ëèøå íàéáëèæ÷³ äî íüîãî, à íå âñ³ åëåìåíòè ñèñòåìè.
Íàïðèêëàä, äëÿ á³îëîã³÷íèõ ñèñòåì öå òâåðäæåííÿ â³äïîâ³äàº ðåçóëüòàòàì ðåàëü-
íèõ á³îëîã³÷íèõ åêñïåðèìåíò³â.
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1 Ðîáîòó âèêîíàíî çà ÷àñòêîâî¿ ï³äòðèìêè Íàö³îíàëüíîãî ôîíäó äîñë³äæåíü Óêðà¿íè (ãðàíò
¹ 2020.02/0121).
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Óñï³øí³ ïðèêëàäè òàêîãî ìîäåëþâàííÿ â³äîáðàæóþòü øèðîê³ ìîæëèâîñò³
âèêîðèñòàííÿ àïàðàòó ìàðêîâñüêèõ ïðîöåñ³â ç ëîêàëüíîþ âçàºìîä³ºþ, à äîñë³ä-
æåííÿ â ãàëóç³ á³îëîã³¿ òà åï³äåîìîëîã³¿, òåîð³¿ ðîçï³çíàâàííÿ, ïîáóäîâè êî-
ìóí³êàö³éíèõ ìåðåæ ïðèøâèäøèëè âèâ÷åííÿ ìàðêîâñüêèõ ïîë³â.

ÌÀÐÊÎÂÑÜÊ² ÂÈÏÀÄÊÎÂ² ÏÐÎÖÅÑÈ Ç ËÎÊÀËÜÍÎÞ ÂÇÀªÌÎÄ²ªÞ
(ÌÀÐÊÎÂÑÜÊ² ÏÎËß)

Ðîçãëÿíåìî äåÿêó ïîïóëÿö³þ S N� ( , , , )1 2 � ç³ ñê³í÷åííîþ ê³ëüê³ñòþ îñîáèí.
Íåõàé X X X S� ( , , )| |1 � — áàãàòîâèì³ðíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà, äå êîæíà
êîìïîíåíòà X i º îäíîâèì³ðíîþ âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ, ùî íàáóâàº çíà÷åííÿ
x Ai � , ìíîæèíà çíà÷åíü A ñê³í÷åííà ³ â³äïîâ³äàº ñòàíàì, â ÿêèõ ìîæå ïåðåáó-
âàòè îêðåìà îñîáèíà ó âèçíà÷åí³é ïîïóëÿö³¿. Ââàæàòèìåìî, ùî âñ³ X i äèñ-
êðåòí³ òà âèçíà÷åí³ íà îäíîìó éìîâ³ðí³ñíîìó ïðîñòîð³.

Êîíêðåòíà ðåàë³çàö³ÿ x x x S� ( , , )| |1 � âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè X ÿâëÿº ñîáîþ
îäíî÷àñíå íàñòàííÿ âñ³õ ïîä³é ( , , )| | | |X x X xS S1 1� �� ³ ôàêòè÷íî õàðàêòåðè-
çóº çàãàëüíó åï³äåì³îëîã³÷íó ñèòóàö³þ X . ßêùî x — äåÿêà êîíô³ãóðàö³ÿ X , òîä³
� — ìíîæèíà âñ³õ ìîæëèâèõ êîíô³ãóðàö³é:

� � � � �{ }x x x x A i SS i( , , ) | ,| |1 � .

²ñíóâàííÿ âèïàäêîâîãî ïîëÿ åêâ³âàëåíòíî ³ñíóâàííþ ñï³ëüíîãî ðîçïîä³ëó
éìîâ³ðíîñòåé P x P x x S( ) ( , , )| |� 1 � ñòàí³â éîãî åëåìåíò³â. Îñê³ëüêè äëÿ âçàºìî-
çâ’ÿçêó îñîáèí â ïîïóëÿö³¿ ïåðåäáà÷àºòüñÿ ³ñíóâàííÿ íàáîðó óìîâíèõ ðîç-
ïîä³ë³â éìîâ³ðíîñòåé

P X x X x X x X x X xi i i i i i S S( | , , , , , )| | | |� � � � �� � � �1 1 1 1 1 1� � ,

òàêèé íàá³ð ìàº áóòè óçãîäæåíèì, òîáòî ãàðàíòóâàòè ³ñíóâàííÿ ñï³ëüíîãî ðîç-
ïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé P x( ). Çàçíà÷èìî, ùî ñï³ëüíèé ðîçïîä³ë ñòàí³â åëåìåíò³â
ïîëÿ, ÿêèì ³ º çàêðèòà ïîïóëÿö³ÿ, ìîæå áóòè âèðàæåíèé áåçïîñåðåäíüî ÷åðåç
óìîâí³ ðîçïîä³ëè

P x P x x x P x xn n n( ) ( | , , ) ( , , )� � �1 1 1 1� � .

Äëÿ îäíîâèì³ðíîãî âèïàäêîâîãî ïîëÿ — ëàíöþãà Ìàðêîâà, îñòàíí³é ìíîæíèê
ìîæíà îá÷èñëèòè çà óìîâíèì ðîçïîä³ëîì

P x P x P x xi i

i

n

( ) ( ) ( | )� �
�

�

�0 1
1

1

,

ÿêùî º â³äîìèìè ðîçïîä³ë éìîâ³ðíîñòåé ñòàí³â äåÿêîãî êðàéíüîãî åëåìåíòà X 0
³ âñ³ óìîâí³ ðîçïîä³ëè. Ñàìå òîìó àïàðàò ìàðêîâñüêèõ ëàíöþã³â øèðîêî çàñòî-
ñîâóþòü äëÿ ìîäåëþâàííÿ ñêëàäíèõ á³îëîã³÷íèõ ñèñòåì. Âëàñòèâ³ñòü ìàðêîâîñò³
äàº çìîãó ñïðîñòèòè ïðîáëåìó äîñë³äæåííÿ âçàºìîä¿¿ âåëèêî¿ (àáî íàâ³òü
íåñê³í÷åííî¿) ê³ëüêîñò³ åëåìåíò³â ó ìîäåë³ ç îãëÿäó íà ö³ëêîì ïðèðîäíå ïðèïó-
ùåííÿ ïðî òå, ùî ñòàí äåÿêîãî åëåìåíòà ñèñòåìè çàëåæèòü ëèøå â³ä ñòàí³â
ñê³í÷åííî¿ ê³ëüêîñò³ ñóñ³äí³õ åëåìåíò³â. Öå ëîã³÷íå ïðèïóùåííÿ, ÿêå íàé÷àñò³øå
âèêîíóºòüñÿ â ðåàëüíèõ ñèñòåìàõ.

Âèãëÿä óìîâíèõ ðîçïîä³ë³â ñóòòºâî çàëåæèòü â³ä ñòðóêòóðè çâ’ÿçê³â ì³æ ñòà-
íàìè îñîáèí ó ïîïóëÿö³¿. Äëÿ ÿê³ñíîãî îïèñó òàêîãî âïëèâó ââåäåìî ïîíÿòòÿ
ñóñ³äñòâà îñîáèí.
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Îçíà÷åííÿ 1 [1–3]. Ï³äìíîæèíó âåðøèí ãðàôà � �s S íàçâåìî îêîëîì âåð-
øèíè s, ÿêùî s s	� ³ äëÿ áóäü-ÿêî¿ âåðøèíè t ñïðàâåäëèâî, ùî s t�� òîä³ ³ ò³ëüêè
òîä³, êîëè t s�� . Ó öüîìó ðàç³ t ³ s º ñóñ³äàìè.

ßêùî äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà âèïàäêîâîãî ïîëÿ òèì ÷è ³íøèì ñïîñîáîì âêà-
çàí³ éîãî ñóñ³äè, òî ââàæàþòü, ùî çàäàíî ìíîæèíó îêîë³â � � � �{ }s s S: âñ³õ åëå-
ìåíò³â ïîëÿ, ÿêó íàçèâàþòü ñèñòåìîþ ñóñ³äñòâà öüîãî ïîëÿ. Òàêà ñèñòåìà çàäàº
ñòðóêòóðó âçàºìîçâ’ÿçê³â ì³æ ñòàíàìè åëåìåíò³â ïîëÿ, ùî îòîòîæíþºòüñÿ ç ãðà-
ôîì, âåðøèíàìè ÿêîãî º â³äïîâ³äí³ åëåìåíòè ïîëÿ, ³ ðåáðàìè, ùî â³äïîâ³äàþòü
ïàðàì ñóñ³äí³õ åëåìåíò³â. Òàêèé ãðàô íàçèâàòèìåìî ãðàôîì ñóñ³äñòâà.

Âèçíà÷åííÿ ñèñòåìè ñóñ³äñòâà äàº çìîãó ñôîðìóëþâàòè âàæëèâå îçíà÷åííÿ.
Îçíà÷åííÿ 2. Ìíîæèíà åëåìåíò³â âèïàäêîâîãî ïîëÿ, ÿêà â³äïîâ³äàº ïîâíî-

çâ’ÿçíîìó ï³äãðàôó ãðàôó ñóñ³äñòâà, íàçèâàºòüñÿ êë³êîþ � �: , ,
 � � � ��s t s t t s ,
à ê³ëüê³ñòü åëåìåíò³â òàêî¿ ìíîæèíè — ïîðÿäêîì êë³êè.

Êîæí³é êë³ö³ � ñòàâèòüñÿ ó â³äïîâ³äí³ñòü ôàêòîð-ïîòåíö³àë — äîäàòíî âèçíà÷å-
íà ôóíêö³ÿ F x� � �( , ), â³äì³ííà â³ä êîíñòàíòè, ùî çàëåæèòü â³ä çíà÷åíü, ÿêèõ íàáó-
âàº ðåàë³çàö³ÿ ïîëÿ X ó òî÷êàõ êë³êè ³ äåÿêîãî ïàðàìåòðà �. Êîíô³ãóðàö³þ êë³êè �

ïîçíà÷åíî x � , òîáòî x x x xi i i� �
� { }

1 2
, , ,

| |
� , äå i j � �.

Ó öüîìó âèïàäêó ìàðêîâ³ñòü îçíà÷àº, ùî ñòàí äåÿêî¿ îñîáèíè s ïîïóëÿö³¿ çà-
ëåæèòü ëèøå â³ä ñòàí³â åëåìåíò³â ïîëÿ, ÿê³ íàëåæàòü îêîëó �s âåðøèíè s.
Ïîñë³äîâí³ñòü ñòàí³â ö³º¿ ñèñòåìè ëîêàëüíî íåçàëåæíà â òàêîìó ñåíñ³:

P x x P x xs S s

s T

s s

s T

( | ) ( | )\
�

�
�

� �� ,

äå T — äåÿêà ñê³í÷åííà ï³äìíîæèíà ìíîæèíè âåðøèí S .
Âèêîðèñòàííÿ ñèñòåìè ñóñ³äñòâà âèïàäêîâîãî ïîëÿ äàº çìîãó êîíêðåòèçóâà-

òè âèãëÿä óìîâíèõ ðîçïîä³ë³â éìîâ³ðíîñòåé, à òàêîæ ñï³ëüíîãî ðîçïîä³ëó
éìîâ³ðíîñòåé ñòàí³â éîãî åëåìåíò³â. Ó ðîáîò³ [4] ïîêàçàíî, ùî ñï³ëüíèé ðîçïîä³ë
éìîâ³ðíîñòåé ñòàí³â åëåìåíò³â ìàðêîâñüêîãî âèïàäêîâîãî ïîëÿ Õ íà ìíîæèí³
éîãî êîíô³ãóðàö³é õ ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿä³

P x

F x

F x

S

Sx X

( )

( )

( )
�



�

��

�

��

� �
�

� �
�'

(1)

çà óìîâè: ÿêùî ñòàíè x xn1, ,� åëåìåíò³â X X n1, ,� ñïîñòåð³ãàþòüñÿ
³íäèâ³äóàëüíî ç íåíóëüîâîþ éìîâ³ðí³ñòþ, òî âîíè ñïîñòåð³ãàþòüñÿ ñï³ëüíî
òåæ ç íåíóëüîâîþ éìîâ³ðí³ñòþ:

( ( ) , , , ) ( ( , , ) )P x i n P x xi n� � � �0 1 01� � . (2)

Âðàõîâóþ÷è îáìåæåííÿ (2), íàäàë³ ââàæàòèìåìî, ùî äëÿ ìíîæèíè êîíô³ãó-
ðàö³é � ñïðàâåäëèâî � � �{ }x P x: ( ) 0 .

Çàïèøåìî ôàêòîð-ïîòåíö³àëè â åêñïîíåíö³àëüíîìó âèãëÿä³

F x e
H x

� �
�

� �( , )
( , )

�
�

.

Îçíà÷åííÿ 3. Ôóíêö³¿ H x( , )� � íàçèâàþòüñÿ ïîòåíö³àëüíèìè ôóíêö³ÿìè

³ çàäîâîëüíÿþòü óìîâó | ( , ) |H x � � � � .

Ââàæàòèìåìî, ùî ïîòåíö³àëè H x( , )� � çàäàí³ ç òî÷í³ñòþ äî äåÿêèõ ïàðà-
ìåòð³â, ÿê³ ôîðìóþòü ïàðàìåòðè÷íèé âåêòîð.
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ßêùî ìíîæèíà çíà÷åíü ñòàí³â ïîëÿ ñê³í÷åííà, òî ïîòåíö³àëè òåæ ìàþòü
ëèøå ñê³í÷åííó ê³ëüê³ñòü çíà÷åíü. Òîä³ ðîçïîä³ë éìîâ³ðíîñòåé (1) ñïîñòåðåæåííÿ
ïåâíî¿ êîíô³ãóðàö³¿ ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿä³

P X x Z H x( ) ( ) exp ( , )� � �
�

�

�
�

�

�

�
�

�

��
�� ��
�

1 , (3)

äå Z — íîðìóâàëüíèé ìíîæíèê, äëÿ ÿêîãî ñóìóâàííÿ âèêîíóºòüñÿ ïî âñ³é
ìíîæèí³ êîíô³ãóðàö³é:

Z H x

x

( ) exp ( , )� ��
�

� �
�

�

�
�

�

�

�
�

���
��

�

.

Îçíà÷åííÿ 4. Äèñêðåòíèé ðîçïîä³ë éìîâ³ðíîñòåé (3) íàçèâàºòüñÿ ðîç-
ïîä³ëîì Ã³ááñà.

Á³ëüøå òîãî, çã³äíî ³ç çàãàëüíîâ³äîìîþ òåîðåìîþ Õàììåðñë³–Êë³ôôîðäà
(íàïðèêëàä, [5]) äèñêðåòíå âèïàäêîâå ïîëå º ìàðêîâñüêèì òîä³ ³ ò³ëüêè òîä³, êîëè
ðîçïîä³ë éìîâ³ðíîñòåé éîãî ñòàí³â îïèñóºòüñÿ ðîçïîä³ëîì Ã³ááñà.

Îçíà÷åííÿ 5. Ñóìà ã³ááñîâñüêèõ ïîòåíö³àë³â ïî âñ³õ êë³êàõ ìíîæèíè S íà-
çèâàºòüñÿ åíåðãåòè÷íîþ ôóíêö³ºþ (åíåðã³ºþ) ³ ìàº âèãëÿä

U x H x( , ) ( , )� ��
�

�
��
� . (4)

Î÷åâèäíî, ùî íàéá³ëüø éìîâ³ðíà êîíô³ãóðàö³ÿ ñòàí³â åëåìåíò³â ïîëÿ â³äïî-
â³äàº ñèñòåì³ ç íàéìåíøîþ åíåðã³ºþ. Äî òîãî æ íà öüîìó ôàêò³ ´ðóíòóþòüñÿ ð³çíî-
ìàí³òí³ ìåòîäè ïîøóêó íàéá³ëüø ñòàá³ëüíî¿ êîíô³ãóðàö³¿.

Ö³ëêîì ïðèðîäíî äîïóñòèòè, ùî ìíîæèíó êë³ê ìîæíà ³äåíòèô³êóâàòè çà
ãåîìåòðè÷íèì ðîçòàøóâàííÿì âçàºìîä³éíèõ åëåìåíò³â. Ïîçíà÷èìî ¿¿ � � { }Ci

³ ââàæàòèìåìî, ùî òàêà ìíîæèíà ñê³í÷åííà.
Íåõàé êîæíîìó òèïó êë³ê â³äïîâ³äàº âëàñíèé âèãëÿä ïîòåíö³àëüíî¿ ôóíêö³¿,

à îòæå, ³ îêðåìå çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà �.
Ç óðàõóâàííÿì íàâåäåíèõ ïðèïóùåíü ã³ááñîâñüêèé ðîçïîä³ë (3) ìîæíà çàïè-

ñàòè ó òàêîìó âèãëÿä³:

P x Z H x j

Sj

( ) ( ) exp ( , )
| |

� �
�

�

�
�

�

�

�
�

�

��
��� �� �

�

1

1

�

, � ��
�

( )j
j
l

1
.

Ðîçãëÿíåìî ïîñë³äîâí³ñòü íåçàëåæíèõ ñïîñòåðåæåíü { }x x n1, ,� çà ñòàíàìè

îñîáèí ïîïóëÿö³¿ S . Ó öüîìó ðàç³ x As
i � , ³ n� �1 2, , , , ïîçíà÷àº ñòàí äåÿêîãî åëå-

ìåíòà s â ³-ìó ñïîñòåðåæåíí³. Ââàæàòèìåìî, ùî ðîçïîä³ë P x( , )� ñòàí³â åëå-
ìåíò³â ïîëÿ Õ , â³äîìèé ç òî÷í³ñòþ äî íåâ³äîìîãî ïàðàìåòðà � ��, º ã³ááñî-
âñüêèì ³, ÿê íàñë³äîê, ìàº ìàðêîâñüêó âëàñòèâ³ñòü. Îòæå, çàäà÷à âèáîðó êîíêðåò-
íîãî âèãëÿäó ðîçïîä³ëó çâîäèòüñÿ äî îö³íþâàííÿ ³ñòèííîãî çíà÷åííÿ íåâ³äîìîãî

ïàðàìåòðà �� àáî çíàõîäæåííÿ äåÿêî¿ íåâ³äîìî¿ ôóíêö³¿ F ( )�� ç óðàõóâàííÿì

ðåçóëüòàò³â ñïîñòåðåæåíü x �� . Ñàì³ îö³íêè ðîçãëÿäàþòüñÿ ÿê âèïàäêîâ³ âåëè÷è-
íè ³ ìàþòü çàäîâîëüíÿòè ïåâí³ âèìîãè, ùî õàðàêòåðèçóþòü ¿õíþ â³äïîâ³äí³ñòü
³ñòèííîìó çíà÷åííþ.
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ÌÅÒÎÄ ÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÎ¯ Â²ÐÎÃ²ÄÍÎÑÒ²

Ðîçãëÿíåìî ìåòîä ìàêñèìàëüíî¿ â³ðîã³äíîñò³, çàïðîïîíîâàíèé Ð. Ô³øåðîì. Äëÿ
îö³íþâàííÿ íåâ³äîìèõ ïàðàìåòð³â ã³ááñîâñüêîãî ðîçïîä³ëó (3) âèêîðèñòîâóþòü

ôóíêö³þ ïðàâäîïîä³áíîñò³ L xn ( , )� , ÿêà áóäóºòüñÿ çà ïîñë³äîâí³ñòþ {x x1 2, ,�

� , x n } íåçàëåæíèõ ñïîñòåðåæåíü ðåàë³çàö³é âèïàäêîâîãî ïîëÿ Õ — òàê çâàíî¿

íàâ÷àëüíî¿ âèá³ðêè, ó òàêèé ñïîñ³á:

L x P x P x P xn
n( , ) ( , ) ( , ) ( , )� � � �� � � �1 2

� .

Òîä³ îö³íêîþ îïòèìàëüíîãî ïàðàìåòðà �� áóäå ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ ìàêñèì³çàö³¿
ôóíêö³¿ ïðàâäîïîä³áíîñò³

� �n nL x� arg max ( , ) .

Îö³íêè ïàðàìåòð³â, îòðèìàí³ ìåòîäîì ìàêñèìàëüíî¿ â³ðîã³äíîñò³, — âèïàä-
êîâ³ âåëè÷èíè, ðåàë³çàö³¿ ÿêèõ çì³íþþòüñÿ ðàçîì ç åêñïåðèìåíòàëüíèìè äàíèìè.
Ç îãëÿäó íà öå çíà÷íèé ³íòåðåñ âèêëèêàº äîñë³äæåííÿ ¿õí³õ âëàñòèâîñòåé äëÿ
ñê³í÷åííèõ âèá³ðîê ³ òî÷íîñò³ îö³íþâàííÿ äëÿ òèïîâèõ îáñÿã³â äàíèõ. Ó ðîáî-
òàõ [5–7] äîâåäåíî êîíçèñòåíòí³ñòü òà àñèìïòîòè÷íó íîðìàëüí³ñòü îö³íîê, îòðè-
ìàíèõ ìåòîäîì ìàêñèìàëüíî¿ â³ðîã³äíîñò³, òîìó çóïèíèìîñü íà ïðàêòè÷íîìó àë-
ãîðèòì³ ïîøóêó òàêèõ îö³íîê.

Çàïèøåìî â³ä’ºìíó ôóíêö³þ ëîãàðèôì³÷íî¿ ïðàâäîïîä³áíîñò³

L x H x n Zn
i j

Sji

n

( , ) ( , ) ln ( )
| |

� � �� �
�

�
�

�

�
�

�

�

�
�
�

���
���

11

�

(5)

³ ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ïîøóêó ¿¿ ì³í³ìóìó

� �
�

n nL x�
�

arg min ( , )
�

, (6)

äå ìíîæèíà � îïóêëà ³ çàìêíóòà.
Äëÿ ÷èñåëüíîãî ïîøóêó îö³íêè ã³ááñîâñüêîãî ðîçïîä³ëó ìåòîäîì ìàêñè-

ìàëüíî¿ â³ðîã³äíîñò³ ðîçãëÿíåìî àëãîðèòì, ïîáóäîâàíèé íà îñíîâ³ ñòîõàñòè÷íîãî
êâàç³ãðàä³ºíòíîãî ìåòîäó ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ îïóêëîãî ñòîõàñòè÷íîãî ïðîãðàìó-
âàííÿ [8, 9]. Öåé ìåòîä º ðîçâèòêîì ïðîöåäóð âèïàäêîâîãî ïîøóêó ³ ìîæå ðîç-
ãëÿäàòèñÿ ÿê óçàãàëüíåííÿ àëãîðèòì³â ñòîõàñòè÷íî¿ àïðîêñèìàö³¿ íà áàãàòî-
âèì³ðí³ íåãëàäê³ çàäà÷³. Îñîáëèâ³ñòü êâàç³ãðàä³ºíòíîãî ìåòîäó ïîëÿãàº â òîìó,
ùî â³í íå ïîòðåáóº ðîçðàõóíêó òî÷íîãî çíà÷åííÿ ö³ëüîâî¿ ôóíêö³¿, à âèêîðèñòî-
âóº ¿¿ ñòàòèñòè÷í³ îö³íêè òà óçàãàëüíåí³ ãðàä³ºíòè.

Íåõàé �� — ìíîæèíà îïòèìàëüíèõ ðîçâ’ÿçê³â çàäà÷³ (6); ôóíêö³¿ U xi( , )� ,

i n� �1, , , îïóêë³ ³ íåïåðåðâíî äèôåðåíö³éîâí³ ïî � ; � k — îö³íêè ñóáãðàä³ºíò³â

ó òî÷ö³ x i , ùî çàëåæàòü â³ä ïîñë³äîâíîñò³ ( , , )� �0 � k òà çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

E a L b kk
k k k

k( | , , ) � ( ) , , ,� � � ��0 0 1� � � � � ,

äå ak — íåâ³ä’ºìíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà, b b b bk k k
n
k� ( , , , )1 2 � — âèïàäêîâèé

âåêòîð ïîõèáîê. Âåêòîð L k� �( ) — óçàãàëüíåíèé ãðàä³ºíò, òîáòî âåêòîð, ÿêèé

äëÿ áóäü-ÿêèõ z çàäîâîëüíÿº íåð³âí³ñòü L z L L zk k k( ) ( ) ( � ( ),� � �� � �� .
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Âèçíà÷èìî ðåêóðåíòíó ïîñë³äîâí³ñòü

� � � � ��k k k
k

� � �1 ( ) . (7)

Ìàº ì³ñöå òåîðåìà.
Òåîðåìà 1 [9]. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ òàê³ óìîâè:

1) E Ck
k(| | | | | , , )� � �2

0 �  , Ñ — const, k � �0 1, , ;

2) ak � 0 , | | | |bk k � ;

3) � k � 0, �
k

k

2

0�

�

� � � , � �
k

k

k

2

0

( )
�

�

� � � ;

4) � k k

k

a

�

�

� � �
0

ç éìîâ³ðí³ñòþ 1;

5) ìíîæèíà � îáìåæåíà.

Òîä³ ïîñë³äîâí³ñòü { }� k , âèçíà÷åíà çã³äíî ç (7), çá³ãàºòüñÿ äî �� ç iìîâ³ðí³ñòþ 1

³ lim
k

k
!�

��� � .

Á³ëüø äåòàëüíî çóïèíèìîñÿ íà âèêîðèñòàíí³ öüîãî ìåòîäó. Îñê³ëüêè ââà-

æàºìî ïîòåíö³àëüí³ ôóíêö³¿ H x i j
� � �( , ) äèôåðåíö³éîâíèìè, çàïèøåìî ÷àñòèíí³

ïîõ³äí³ ôóíêö³¿ L xn ( , )� :

�

�
�

�

�

�

�

�
��

�

�

�
��
�

��
��

L x H x
n

Z

n

j

i j

j
Si

n( , ) ( , )

(

�

�

�

�

� �

�1

1

�

�

�)

( )�

�

Z

j
. (8)

Ðîçãëÿíåìî äåòàëüí³øå íîðìóâàëüíèé ìíîæíèê Z� :

Z H x

j

j

Sx

( ) exp ( , )
| |

� �� �
�

� �
�

�

�
�

�

�

�
�

� ��
� ��

1

�

�

,

�

�
� � �

�

�

�
�

�

�

�
�

�

��
��

Z
H x

H x

j

j

Sj

( )
exp ( , )

( ,| |
�

�
�

�
� �

�

� �

1

� j

j
Sx

)

�

�

�

�
��

�

�

�
����

��
���

.

Îòæå,

1 1

Z

Z

H x
H

j

j

Sj

( )

( )

exp ( , )
| |

�

�

�

�� �
�

�

�

�
� �

�
�

�

�
�

�

�

�
�

�

��
��

� ( , )

exp ( , )
|

x

H x

j

j
Sx

j

Sj

�

�

� �
�

�

�

�

�

�

�

�
��

�

�

�
��

�

��

��

��

�

�

1

� |

��
�

�

�
�

�

�

�
�

�

�x �

� �
�

�

�

�

�
��

�

�

�
����

��
H x j

j
Sx

� �

�

�

�

( , )

�

.

Ç îãëÿäó íà ñêëàäí³ñòü îá÷èñëåííÿ ñóìè ïîõ³äíèõ ïîòåíö³àëüíèõ ôóíêö³é ïî
âñ³õ êîíô³ãóðàö³ÿõ ñòàí³â îñîáèí ïîïóëÿö³¿ çàñòîñóâàííÿ òðàäèö³éíèõ ìåòîä³â
ïîøóêó åêñòðåìàëüíèõ òî÷îê íå º äîö³ëüíèì. Òîìó ïîòð³áíî âèêîðèñòîâóâàòè
íîâ³ îá÷èñëþâàëüí³ òåõí³êè. Òàêèìè ìåòîäàìè, íàïðèêëàä, º àëãîðèòìè ³ì³òà-
ö³éíîãî ìîäåëþâàííÿ, ÿê³ º óí³âåðñàëüíèì ìåòîäîì äëÿ îö³íþâàííÿ ìàòåìàòè÷-
íîãî ñïîä³âàííÿ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí.
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ßêùî � n º êîíçèñòåíòíîþ îö³íêîþ òî÷êè ì³í³ìóìó ôóíêö³¿ L xn ( , )� , òî

E
L xn�

�

�

�
��

�

�
�� �

( , )�

�
0

³ â òàêîìó ðàç³ çàïèøåìî

1

Z

Z
E

H x

S( )

( ) ( , )

�

�

�

�

�

� �

�

�

�
� �

�

�

�

�

�
�

�

�

�
�

�
� .

Òîä³ ð³âí³ñòü (8) íàáóâàº âèãëÿäó

�

�
�

�

�
�

�

�

�

�

�
�� �
�

L x H x
E

H x
n

j

i j

j

j

j
S

( , ) ( , ) ( , )�

�

�

�

�

�

� � � �

�

�

�

�
��

�

�

�
�
�

�

�

�
�
���

��
� Si

n

1

³ â³äïîâ³äíî ñòîõàñòè÷íèé êâàç³ãðàä³ºíò º òàêèì:

~
( , )

( , ) ( , )
" �

�

�
�

�

�

�

�

�
��

�

�
�L x

H x
E

H x

n
i

i j

j

j

j
S

�
�

�

�

�

� � � �

� �

�
��

�

�

�
�
�

�

�

�
�
��
�

�
� S

j

l

1

.

Îòæå, íàéá³ëüø ñêëàäíîþ ðîçðàõóíêîâîþ ÷àñòèíîþ àëãîðèòìó º ïîøóê
ìàòåìàòè÷íîãî ñïîä³âàííÿ. Ñàìå äëÿ ö³º¿ çàäà÷³ ìîæíà âèêîðèñòàòè áóäü-ÿêèé
ìåòîä ñòîõàñòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ. Ðîçãëÿíåìî òàê çâàí³ ìàðêîâñüê³ ëàíöþãè
Ìîíòå-Êàðëî — MCMC (Markov chain Monte Carlo), ùî, ïî ñóò³, º ìîäèô³êîâà-
íèì ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî. Íà â³äì³íó â³ä çâè÷àéíîãî ìåòîäó Ìîíòå-Êàðëî,
â ÿêîìó äëÿ àïðîêñèìàö³¿ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîä³âàííÿ

E f y
n

f yn
k

k

n

( ( , )) ( ( , ))� ��
�
�

1

1

, n !� ,

äå âèïàäêîâ³ âåëè÷èíè º íåçàëåæíèìè ³ îäíàêîâî ðîçïîä³ëåíèìè, òóò ïðîïî-

íóºòüñÿ âèêîðèñòîâóâàòè ïîñë³äîâí³ñòü çàëåæíèõ ñïîñòåðåæåíü y y1 2, ,� , ÿê³

ôîðìóþòü ìàðêîâñüêèé ëàíöþã. Êîæåí ñòàí íîâîñòâîðåíîãî ëàíöþãà yi ÿâëÿº

ñîáîþ ïåâíó êîíô³ãóðàö³þ ñê³í÷åííîãî ìàðêîâñüêîãî âèïàäêîâîãî ïîëÿ, ïðè÷î-
ìó ðîçïîä³ë éìîâ³ðíîñòåé ñòàí³â ëàíöþãà çá³ãàºòüñÿ çi ñï³ëüíèì ðîçïîä³ëîì
éìîâ³ðíîñòåé ñòàí³â åëåìåíò³â ã³ááñîâñüêîãî âèïàäêîâîãî ïîëÿ.

ßêùî ñòàíè åëåìåíò³â ëàíöþãà º çâ’ÿçíèìè, òîáòî çà ñê³í÷åííèé ìàðêîâ-
ñüêèé ÷àñ (ê³ëüê³ñòü êðîê³â ïî ëàíöþãó) ç áóäü-ÿêîãî ñòàíó ìîæëèâî ïîòðàïèòè
â áóäü-ÿêèé ³íøèé ñòàí, òî ³ñíóº ºäèíèé ãðàíè÷íèé ðîçïîä³ë, ùî íå çàëåæèòü â³ä
ïî÷àòêîâîãî ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé ñòàí³â ëàíöþãà:

P y P y y P yi j i

x

j( ) ( | ) ( )
�
� �
�


 �y j �.

²íàêøå êàæó÷è, ó ïðîöåñ³ ãåíåðàö³¿ ïåðåõîä³â ç³ ñòàíó â ñòàí äîñÿãàºòüñÿ
ð³âíîâàæíå ïîëîæåííÿ.

²ñíóº áàãàòî ñïîñîá³â âèáîðó ïåðåõ³äíèõ éìîâ³ðíîñòåé äëÿ äîñÿãíåííÿ
ð³âíîâàæíîãî ðîçïîä³ëó. Òîìó ç ïðàêòè÷íî¿ òî÷êè çîðó ï³ä ÷àñ ãåíåðóâàííÿ íîâî¿
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êîíô³ãóðàö³¿ äîö³ëüíîþ º çì³íà ñòàíó ëèøå îäíîãî åëåìåíòà ïîëÿ (ñòàíó îäí³º¿
îñîáèíè ïîïóëÿö³¿), ïðè öüîìó íà ïåðåõ³äí³ éìîâ³ðíîñò³ íàêëàäàþòü îáìåæåííÿ

P y P y y P y P y yi j i j i j( ) ( | ) ( ) ( | )� ,

ùî çàáåçïå÷óº çâ’ÿçí³ñòü ëàíöþãà. Îòæå, îñíîâíîþ ³äåºþ ìåòîä³â ÌÑÌÑ º ãå-
íåðóâàííÿ ìàðêîâñüêîãî ëàíöþãà, ãðàíè÷íèé ðîçïîä³ë ÿêîãî áóâ áè øóêàíèì.
Íàâåäåí³ ì³ðêóâàííÿ º îñíîâîþ äëÿ äåê³ëüêîõ àëãîðèòì³â ìîäåëþâàííÿ âèïàä-
êîâèõ ïîë³â. Çóïèíèìîñü äåòàëüí³øå íà äâîõ íàéïîøèðåí³øèõ: Ìåòðîïîë³ñà
(Metropolis sampling) ³ Ã³ááñà (Gibbs sampling).

Çã³äíî ç ã³ááñîâñüêèì àëãîðèòìîì ïîðîäæåííÿ ìàðêîâñüêèõ ïîë³â (Gibbs
sampling) äëÿ ãåíåðóâàííÿ íîâîãî çðàçêà âèêîðèñòîâóþòü óìîâí³ ðîçïîä³ëè
P x xi i( | )� . Äëÿ äîñë³äæóâàíî¿ ìîäåë³, âèêîðèñòîâóþ÷è ðåçóëüòàòè S. Geman [10],
îá÷èñëþâàëüíèé àëãîðèòì ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó òàêîìó âèãëÿä³:

1) âèïàäêîâèì ÷èíîì âèáðàòè åëåìåíò ïîëÿ i S� ;
2) çã³äíî ç óìîâíèì ðîçïîä³ëîì éìîâ³ðíîñòåé

P x x Z H xi i x
j

ij
i

( | ) ( ) exp ( , )
| |

�
�

#�

� �
�

�

�
�

�

�

�
���� �� �

�

1

1

�

çì³íèòè ñòàí åëåìåíòà ïîëÿ õ³ ;
3) ïîâåðíóòèñÿ äî ï. 1.
Çàçíà÷èìî, ùî ìåõàí³çì âèïàäêîâîãî âèáîðó ÷åðãîâîãî åëåìåíòà ïîëÿ â ï. 1

ìàº çàáåçïå÷óâàòè ð³âíîéìîâ³ðí³ñíå ïðîõîäæåííÿ âñ³õ åëåìåíò³â ïîëÿ.
Ó ðàç³ çá³ëüøåííÿ ê³ëüêîñò³ ñòàí³â | |A åëåìåíò³â ïîëÿ ë³í³éíî çðîñòàº îá÷èñ-

ëþâàëüíà ñêëàäí³ñòü àëãîðèòìó Ã³ááñà. Ó òàêîìó âèïàäêó ïðîïîíóºòüñÿ âèêî-
ðèñòîâóâàòè àëãîðèòì Ìåòðîïîë³ñà, ÿêèé íå çàëåæèòü â³ä çíà÷åííÿ | |A . Éîãî
îñíîâíîþ â³äì³òí³ñòþ º ëèøå ³íøèé ìåõàí³çì âèáîðó ïåðåõ³äíèõ éìîâ³ðíîñòåé
ìàðêîâñüêîãî ëàíöþãà, ùî ãåíåðóºòüñÿ:

P y y

c P y P y

c
P y

P y
P y P

i j

j i

i

j

j( | )
, ( ) ( ),

( )

( )
, ( )

�

 

�

ÿêùî

ÿêùî ( ),yi

$

%
&

'
&

äå c — áóäü-ÿêà êîíñòàíòà, ùî çàäîâîëüíÿº óìîâó íîðìóâàííÿ

P y y P y yj j i j

i j

( | ) ( | )� �
�
�1 .

Äëÿ ã³ááñîâñüêèõ âèïàäêîâèõ ïîë³â ìåòîä º îñîáëèâî çðó÷íèì, òîìó ùî ïå-
ðåõ³äí³ éìîâ³ðíîñò³ ìàþòü âèãëÿä

P y y
c U x U x

c U x U x

i j
i j

i j
( | ) , ( , ) ( , ),

exp ( ( , ) ( ,
�

 

�

ÿêùî � �

� �)), ( , ) ( , ).ÿêùî U x U xi j� ��

$
%
&

'&

Ç óðàõóâàííÿì íàâåäåíèõ ì³ðêóâàíü ïðàêòè÷íà ðåàë³çàö³ÿ àëãîðèòìó Ìåòðî-
ïîë³ñà áóäå ìàòè òàêó ñòðóêòóðó:

1) çãåíåðóâàòè âèïàäêîâèì ÷èíîì ïî÷àòêîâó êîíô³ãóðàö³þ x 0 ��;
2) íà ³-ìó êðîö³ âèáðàòè äåÿêèé åëåìåíò ïîëÿ k S� ³ çíàéòè äëÿ íüîãî íîâèé

âèïàäêîâèé ð³âíîéìîâ³ðí³ñíèé ñòàí x A
k
i � (öå â³äïîâ³äàº çíà÷åííþ êîíñòàíòè c,
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ùî äîð³âíþº 1/ | |A ); ó òàêèé ñïîñ³á ãåíåðóºìî íîâó êîíô³ãóðàö³þ x� , ùî

â³äð³çíÿºòüñÿ â³ä õ ³ ëèøå ñòàíîì îäíîãî åëåìåíòà;
3) îá÷èñëèòè ð³çíèöþ åíåðãåòè÷íèõ ôóíêö³é

(U x U x U x i( , ) ( , ) ( , )� �� �� � � ;

îñê³ëüêè êîíô³ãóðàö³¿ ³äåíòè÷í³ ç òî÷í³ñòþ äî îäíîãî åëåìåíòà k, äîñòàòíüî
ï³äðàõóâàòè ð³çíèöþ ñóì ïîòåíö³àë³â çà âñ³ìà êë³êàìè, ùî íàëåæàòü îêîëó
ðîçãëÿäóâàíî¿ ïîçèö³¿:

(U x U x x U x x
k
i

k k
i

k( , ) ( , , ) ( , , )�
� �� �� � � ;

4) ÿêùî (U x( , )� �� 0, òîáòî ñóìà ïîòåíö³àë³â íîâî¿ êîíô³ãóðàö³¿ x� íå

á³ëüøå çà ïîòî÷íó x i , òî íîâèé ñòàí x A
k
i � ïðèéíÿòè ç éìîâ³ðí³ñòþ 1, ³íàêøå —

ç éìîâ³ðí³ñòþ exp ( ( , , ) ( , , )){ }� �� �U x x U x x
k
i

k k
i

k� � ;

5) ÿêùî íà êðîö³ 4 âèð³øåíî àêöåïòóâàòè íîâó êîíô³ãóðàö³þ x� , òî ïîêëàñòè

x xi� ��1 ³ ïåðåéòè äî êðîêó 2.
Ïîâåðòàþ÷èñü äî çàäà÷³ ïîøóêó ì³í³ìóìó â³ä’ºìíî¿ ôóíêö³¿ ìàêñèìàëüíî¿

â³ðîã³äíîñò³ (4), ñë³ä çàçíà÷èòè, ùî çàïðîïîíîâàí³ ìåòîäè ïîðîäæåííÿ âèïàäêîâèõ
êîíô³ãóðàö³é ã³ááñîâñüêîãî ïîëÿ çàñòîñîâóþòüñÿ äëÿ ïîøóêó íåçì³ùåíî¿ îö³íêè ìàòå-

ìàòè÷íîãî ñïîä³âàííÿ E
H x

S

�

�

�

�

�
�

�

�

�
�

�
�

� �

�

�

�

( , )
àïðîêñèìàö³ºþ

1

1n

H x k

Sk

n �

�

�

�

�
��

�

�

�
����

��
� �

�

�

�

( , )
.

Ó öüîìó âèïàäêó çàïðîïîíîâàíèé ïðàêòè÷íèé àëãîðèòì ïîøóêó îö³íêè íåâ³äîìèõ ïà-
ðàìåòð³â ìîæíà íàäàòè â òàêîìó âèãëÿä³:

1) ç éìîâ³ðí³ñòþ 1/ n íà k-ìó êðîö³ (� �� k ) âèáðàòè îäíå ç ÷èñåë i n�1, ,� ,
äå n — ê³ëüê³ñòü ñïîñòåðåæåíü; ïîçíà÷èìî âèáðàíå ÷èñëî ifix ;

2) äëÿ ïîòî÷íîãî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà � k çà äîïîìîãîþ àëãîðèòìó ïîðîä-
æåííÿ ìàðêîâñüêèõ ëàíöþã³â ìåòîäîì Ìåòðîïîë³ñà àáî Ã³ááñà çãåíåðóâàòè
ñê³í÷åííó âèá³ðêó { }x k( )� êîíô³ãóðàö³é ã³ááñîâñüêîãî ïîëÿ äîâæèíè p ;

3) ðîçðàõóâàòè ñòîõàñòè÷íèé êâàç³ãðàä³ºíò � k ó òî÷ö³ � k :

� �
�

�

�

�

� � � �k
n k

i
k
j

k
j

q
k
j

L x
H x

p

H x
�" �

�

�
�

�

�

~
( , )

( , ) ( , )fix
1

k
j

Sq

p

S
j

l

�� ���
�

���
�

�

�
��

�

�

�
��

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�1

1

,

ÿêùî ôóíêö³¿ H x� �( , ) º äèôåðåíö³éîâíèìè;

4) çíàéòè òî÷êó � � � ��k k
k

k
� � �

�

�
�

�

�
�1

1
; ó çàãàëüíîìó âèãëÿä³ äëÿ öüîãî

ïîòð³áíî ðîçâ’ÿçàòè îïòèì³çàö³éíó çàäà÷ó

� � � � �
�

k k k
k

�
�

� � �1
2arg min | | | |

�
,

ïðîòå ÿêùî ïàðàìåòðè÷íà ìíîæèíà � êîìïàêòíà, òî � � �k k
k

k
� � �1

1
;

5) ïåðåâ³ðèòè îäèí âèáðàíèé êðèòåð³é çóïèíêè:

| |� � 	k k� � �1 , | ( , ) ( , ) |L x L xn k n k� � 	� � �1 àáî |
~

( , ) |" ��L xn k� 	1 ;
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ÿêùî â³í âèêîíóºòüñÿ, òî ââàæàòè, ùî ³ñòèííèì º çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà � ��
�� k 1,

³íàêøå k k� �1 ³ ïîâåðíóòèñÿ äî êðîêó 1.
Ñóòòºâèì íåäîë³êîì çàïðîïîíîâàíîãî àëãîðèòìó º âèñîêà îá÷èñëþâàëüíà

ñêëàäí³ñòü, îñê³ëüêè äëÿ êîæíî¿ ³òåðàö³¿ íåîáõ³äíî çä³éñíþâàòè ïðîöåñ ïîðîäæåí-
íÿ ìàðêîâñüêîãî ëàíöþãà, òîáòî ãåíåðóâàòè ïîâíîö³ííó âèá³ðêó òåñòîâèõ êîíô³ãó-
ðàö³é ã³ááñîâñüêîãî ïîëÿ. Ó ðàç³ íàÿâíîñò³ îáìåæåíü íà îá÷èñëþâàëüí³ ðåñóðñè
äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ ö³º¿ ïðîáëåìè ïðîïîíóºòüñÿ ìîäèô³êóâàòè àëãîðèòì, çä³éñíþþ÷è

àïðîêñèìàö³þ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîä³âàííÿ E
H x

S

�

�

�

�

�
�

�

�

�
�

�
�

� �

�

�

�

( , )
íà êîæí³é ³òåðàö³¿

ëèøå çà îäí³ºþ çãåíåðîâàíîþ âèá³ðêîþ àáî ïîðîäæóþ÷è äîïîì³æí³ êîíô³ãóðàö³¿
÷åðåç ïåâíó ê³ëüê³ñòü êðîê³â. Îòðèìàíà òàêèì ÷èíîì îö³íêà íàéøâèäøîãî íàïðÿì-
êó ñïóñêó äî ãëîáàëüíîãî ì³í³ìóìó íå º îïòèìàëüíîþ, ³ â³äïîâ³äíî àëãîðèòì áóäå
ïîòðåáóâàòè äîäàòêîâèõ ³òåðàö³é. Îäíàê öåé íåäîë³ê êîìïåíñóºòüñÿ çíà÷íèì çìåí-
øåííÿì îá÷èñëþâàëüíîãî ÷àñó íà êîæí³é ³òåðàö³¿.

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ó ðîáîò³ ðîçãëÿíóòî ìîäåëü ðîçïîâñþäæåííÿ ³íôåêö³¿, ùî ïîáóäîâàíà çà äî-
ïîìîãîþ ³íñòðóìåíòàð³þ ìàðêîâñüêèõ ïîë³â. Îñíîâíà çàäà÷à ïîëÿãàº â îö³íþ-
âàíí³ íåâ³äîìèõ ïàðàìåòð³â ìîäåë³, ÿê³ îïèñóþòü ïðèõîâàí³ íîñ³¿ ³íôåê-
ö³¿. Ïðèïóñêàºòüñÿ, ùî êîæåí ñòàí ëàíöþãà Ìàðêîâà º êîíô³ãóðàö³ºþ ñê³í÷åí-
íîãî ìàðêîâñüêîãî âèïàäêîâîãî ïîëÿ, à ðîçïîä³ë éìîâ³ðíîñòåé ñòàí³â ëàíöþãà
çá³ãàºòüñÿ ç³ ñï³ëüíèì ðîçïîä³ëîì éìîâ³ðíîñòåé ñòàí³â åëåìåíò³â ã³ááñîâñüêîãî
âèïàäêîâîãî ïîëÿ. Äëÿ ÷èñåëüíîãî ïîøóêó îö³íêè ã³ááñîâñüêîãî ðîçïîä³ëó ìå-
òîäîì ìàêñèìàëüíî¿ â³ðîã³äíîñò³ çàïðîïîíîâàíî ïðàêòè÷íèé àëãîðèòì, ïîáóäî-
âàíèé íà îñíîâ³ ñòîõàñòè÷íîãî êâàç³ãðàä³ºíòíîãî ìåòîäó ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷
îïóêëîãî ñòîõàñòè÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ.
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Ï.Ñ. Êíîïîâ, À.Ñ. Ñàìîñ¸íîê, Ã.Ä. Áèëà
ÌÎÄÅËÜ ÐÀÑÏÐÎÑÒÐÀÍÅÍÈß ÈÍÔÅÊÖÈÎÍÍÛÕ ÇÀÁÎËÅÂÀÍÈÉ
ÑÎ ÑÊÐÛÒÛÌÈ ÍÎÑÈÒÅËßÌÈ

Àííîòàöèÿ. Ïðåäëîæåí àëãîðèòì îöåíêè íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè
ðàñïðîñòðàíåíèÿ èíôåêöèè, ïîñòðîåííîé íà îñíîâå èíñòðóìåíòàðèÿ ìàðêîâ-
ñêèõ ïîëåé ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Ïðåäïîëàãà-
åòñÿ, ÷òî êàæäîå ñîñòîÿíèå öåïè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðóþ êîíôèãóðà-
öèþ êîíå÷íîãî ìàðêîâñêîãî ñëó÷àéíîãî ïîëÿ, à ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé
ñîñòîÿíèé öåïè ñîâïàäàåò ñ îáùèì ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé
ýëåìåíòîâ ãèááñîâñêîãî ñëó÷àéíîãî ïîëÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìàðêîâñêèå ïîëÿ, ëîêàëüíîå âçàèìîäåéñòâèå ýëåìåíòîâ
ïîëÿ, ãèááñîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå, íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû, àëãîðèòì îöåíêè.

P.S. Knopov, O.S. Samosonok, G.D. Bilà
A MODEL OF INFECTIOUS DISEASE SPREAD WITH HIDDEN CARRIER

Abstract. The authors consider an algorithm for estimating the unknown
parameters of the infection spread model based on the Markov field tools using
the maximum likelihood method is considered. It is assumed that each state of
the Markov chain represents some configuration of a finite random Markov
field, and the probability distribution of the chain states is the same as general
probability distribution of the states of elements of the Gibbs random field.

Keywords: Markov fields, local interaction of field elements, Gibbs distribution,
unknown parameters, estimation algorithm.
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