
ÓÄÊ 519.713.1

À.Ì. ×ÅÁÎÒÀÐÜÎÂ

²íñòèòóò ê³áåðíåòèêè ³ì. Â.Ì. Ãëóøêîâà ÍÀÍ Óêðà¿íè, Êè¿â, Óêðà¿íà,
e-mail: ancheb@gmail.com.
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Àíîòàö³ÿ. Çàïðîïîíîâàíî ìåòîä ïîáóäîâè ��-ðåãóëÿðíîãî âèðàçó, ùî çàäàº ïåðåòèí ìíî-

æèí ��-ñë³â, ïîäàíèõ ó âèãëÿä³ ��-ðåãóëÿðíèõ âèðàç³â R1 ³ R2. Òàêà ïîáóäîâà çä³éñíþ-
ºòüñÿ áåç ïåðåõîäó äî �-àâòîìàò³â, òîáòî áåçïîñåðåäí³ì ïåðåòâîðåííÿì âèðàçó
R R R� �1 2. Ïðîöåñ ïîáóäîâè ��-ðåãóëÿðíîãî âèðàçó, ùî çàäàº ïåðåòèí R R1 2� , ïîäàíî
ó âèãëÿä³ äåðåâà ïåðåòèí³â, âåðøèíè ÿêîãî â³äïîâ³äàþòü ïåðåòèíàì ïðîñòèõ ��-ðåãóëÿð-
íèõ âèðàç³â, îòðèìàíèõ ï³ä ÷àñ ïåðåòâîðåííÿ ïåðåòèíó R R1 2� . Ïîáóäîâàíå äåðåâî ïåðå-
òèí³â âèçíà÷àº ñèñòåìó ë³í³éíèõ ð³âíÿíü ç³ çì³ííèìè, çíà÷åííÿìè ÿêèõ º ìíîæèíè
��-ñë³â. Îäíà ç öèõ çì³ííèõ R â³äïîâ³äàº ìíîæèí³ ��-ñë³â, ùî çàäàºòüñÿ ïåðåòèíîì
R R1 2� , òîáòî âèðàç, ÿêèé çàäàº ïåðåòèí ��-ðåãóëÿðíèõ âèðàç³â R1 ³ R2, º çíà÷åííÿì
çì³ííî¿ R ó ðîçâ’ÿçêó ö³º¿ ñèñòåìè ë³í³éíèõ ð³âíÿíü.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: çâîðîòíå íàäñëîâî, ��-ðåãóëÿðíèé âèðàç, ïðîñòèé ��-ðåãóëÿðíèé âèðàç,

��-ðîçãîðòêà, *-ðîçãîðòêà, äåðåâî ïåðåòèí³â.

ÂÑÒÓÏ

Ðåãóëÿðí³ �-ìîâè (³íàêøå �-ðåãóëÿðí³ ìîâè àáî �-ðåãóëÿðí³ ìíîæèíè) çíàõî-

äÿòü øèðîêå çàñòîñóâàííÿ ó çàäà÷àõ ñïåöèô³êàö³¿, âåðèô³êàö³¿ òà ñèíòåçó ðåàê-

òèâíèõ ñèñòåì. Ö³ ìîâè, òîáòî ìíîæèíè íåñê³í÷åííèõ ñë³â (�-ñë³â), çàìêíóò³

â³äíîñíî îïåðàö³é ñê³í÷åííîãî îá’ºäíàííÿ, ïåðåòèíó òà äîïîâíåííÿ. Äëÿ ¿õíüî-

ãî ïðåäñòàâëåííÿ âèêîðèñòîâóþòü �-àâòîìàòè, çîêðåìà àâòîìàòè Áþõ³, Ìàëëå-

ðà òà ³íø³ àâòîìàòè-ðîçï³çíàâà÷³, �-ðåãóëÿðí³ âèðàçè, à òàêîæ äëÿ âàæëèâîãî

ï³äêëàñó öèõ ìîâ, òàê çâàíèõ áåçç³ðî÷íèõ �-ðåãóëÿðíèõ ìîâ, âèêîðèñòîâóþòü

ëîã³êè ïåðøîãî ïîðÿäêó ³ òåìïîðàëüí³ ëîã³êè ç ë³í³éíèì ÷àñîì, íàïðèêëàä

LTL. Ñåðåä ïåðåë³÷åíèõ çàñîá³â ïðåäñòàâëåííÿ íàéá³ëüøîãî ïîøèðåííÿ íàáóëè

�-àâòîìàòè ³ òåìïîðàëüí³ ëîã³êè. Îäí³ºþ ç ïðè÷èí ìåíøîãî ïîøèðåííÿ �-ðå-

ãóëÿðíèõ âèðàç³â º ñêëàäí³ñòü ïðåäñòàâëåííÿ íèìè ïåðåòèíó ³ äîïîâíåííÿ

�-ðåãóëÿðíèõ ìíîæèí, çàäàíèõ �-ðåãóëÿðíèìè âèðàçàìè.

Ïîçíà÷èìî �( )R �-ðåãóëÿðíó ìíîæèíó, çàäàíó �-ðåãóëÿðíèì âèðàçîì R . Äëÿ

ïîáóäîâè �-ðåãóëÿðíîãî âèðàçó, ùî çàäàº ìíîæèíó � �( ) ( )R R1 2� , ìîæíà ä³ÿòè

ó òàêèé ñïîñ³á. Îñê³ëüêè ìåòîäè ïåðåõîäó â³ä �-ðåãóëÿðíîãî âèðàçó R äî àâòîìàòà

Áþõ³ A R( ), ÿêèé ðîçï³çíàº ìíîæèíó �( )R , äîñòàòíüî â³äîì³ [1, 2], áóäóºòüñÿ ïåðå-

òèí àâòîìàò³â A R A R( ) ( )1 2� [3, 4], òîáòî àâòîìàò Áþõ³, ùî ðîçï³çíàº ìíîæèíó

� �( ) ( )R R1 2� . Ïîò³ì çä³éñíþºòüñÿ ïåðåõ³ä â³ä öüîãî àâòîìàòà äî �-ðåãóëÿðíîãî

âèðàçó, ùî çàäàº �-ðåãóëÿðíó ìíîæèíó, ÿêó ðîçï³çíàº àâòîìàò. Ñèòóàö³ÿ ç ïîáóäî-

âîþ �-ðåãóëÿðíîãî âèðàçó äëÿ äîïîâíåííÿ �-ðåãóëÿðíî¿ ìíîæèíè ñóòòºâî ïðîáëå-

ìàòè÷í³øà ó çâ’ÿçêó ç³ ñêëàäí³ñòþ ïîáóäîâè äîïîâíåííÿ �-àâòîìàòà.

Ó ö³é ðîáîò³ ïðîïîíóºòüñÿ ñïîñ³á ïîáóäîâè �-ðåãóëÿðíîãî âèðàçó, ùî âèç-

íà÷àº ïåðåòèí ìíîæèí, çàäàíèõ �-ðåãóëÿðíèìè âèðàçàìè R1 ³ R2 , áåç âèêîðèñ-

òàííÿ �-àâòîìàò³â, òîáòî ïåðåòâîðåííÿì âèðàçó R R1 2� . Öÿ ñòàòòÿ ìîòèâîâàíà

ïîïåðåäí³ìè ïðàöÿìè [5, 6], ùî ïðèñâÿ÷åí³ ñèíòåçó �-àâòîìàòà. Ó [5] çàïðîïî-

íîâàíî ìåòîä ñèíòåçó �-àâòîìàòà, ñïåöèô³êîâàíîãî ëîã³÷íîþ ìîâîþ ïåðøîãî

ïîðÿäêó LP. Ñèíòåç çä³éñíþºòüñÿ øëÿõîì ïåðåòâîðåííÿ ôîðìóë ìîâè LP âèãëÿ-

äó �tF t( ) äî âèãëÿäó � ��
�

t F t f t
i

n

i i
1

1( ) ( ), äå ôîðìóëè F ti ( ) â³äïîâ³äàþòü ñòàíàì
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àâòîìàòà, ùî ñèíòåçóºòüñÿ. Êîæí³é ôîðìóë³ F ti ( ) ñòàâèòüñÿ ó â³äïîâ³äí³ñòü ìíî-

æèíà çâîðîòíèõ íàäñë³â (��-ñë³â) â àëôàâ³ò³ � , òîáòî íåñê³í÷åííèõ âë³âî ñë³â

âèãëÿäó u � � �� � � �2 1 0 , äå � i � � (i � � �0 1 2, , ,� ). Çâîðîòíå íàäñëîâî u ñè-

ìåòðè÷íå �-ñëîâó u�
� � � �0 1 2 � Ìíîæèíà óñ³õ çâîðîòíèõ íàäñë³â â àëôàâ³ò³ �

ïîçíà÷àºòüñÿ �
��. Ôîðìóëà F ti ( ) çàäàº ï³äìíîæèíó ìíîæèíè �

��, ùî íàçè-

âàºòüñÿ � �-ðåãóëÿðíîþ ìíîæèíîþ, òîìó â ö³é ðîáîò³ ðîçãëÿäàþòüñÿ ñàìå òàê³

ìíîæèíè. Ö³ ìíîæèíè ïîäàþòüñÿ âèðàçàìè, ñèìåòðè÷íèìè �-ðåãóëÿðíèì âèðà-

çàì, íàïðèêëàä, �-ðåãóëÿðíîìó âèðàçó b a	
�

� â³äïîâ³äàº � �-ðåãóëÿðíèé âèðàç

�
� 	�ab . Îòæå, óñ³ ïåðåòâîðåííÿ ��-ðåãóëÿðíèõ âèðàç³â ñèìåòðè÷íî çàñòîñîâó-

þòü äëÿ �-ðåãóëÿðíèõ âèðàç³â. ×àñòî âèêîðèñòàííÿ â àëãîðèòì³ ñèíòåçó çàì³ñòü

ôîðìóë F ti ( ) � �-ðåãóëÿðíèõ âèðàç³â, ÿê³ çàäàþòü ò³ ñàì³ ìíîæèíè çâîðîòíèõ íàä-

ñë³â, ùî ³ ôîðìóëè F ti ( ) , äàº çìîãó ñïðîñòèòè ïðîöåäóðó ñèíòåçó.

Ó ïðàö³ [6] ðîçãëÿäàºòüñÿ çàäà÷à çíàõîäæåííÿ ô³êòèâíèõ ñòàí³â ó ñèíòåçî-

âàíîìó àâòîìàò³, ÿêà çâîäèòüñÿ äî ïåðåâ³ðêè íàëåæíîñò³ � �-ñëîâà ìíîæèí³

� �-ñë³â, ùî çàäàíà � �-ðåãóëÿðíèì âèðàçîì. ßê ó [5], òàê ³ â [6] âèêîðèñòîâó-

þòüñÿ îïåðàö³¿ ïåðåòèíó � �-ðåãóëÿðíèõ ìíîæèí. Öÿ ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà ïîáó-

äîâ³ � �-ðåãóëÿðíîãî âèðàçó, ùî çàäàº òàêèé ïåðåòèí.

ÎÑÍÎÂÍ² ÏÎÍßÒÒß

Íåõàé � — ñê³í÷åííèé àëôàâ³ò, Z — ìíîæèíà ö³ëèõ ÷èñåë, N Z



� � �{ }z z| 0 ,

N Z
�

� � �{ }z z| 0 . Â³äîáðàæåííÿ r ìíîæèíè { }1, ,
 n (n � 0) ó � íàçèâàºòüñÿ

ñëîâîì äîâæèíè n â àëôàâ³ò³ � ³ ïîçíà÷àºòüñÿ � � �1 2� n , äå � i r i� ( ) äëÿ óñ³õ

1 � �i n . Ñëîâî äîâæèíè 0 (ïîðîæíº ñëîâî) ïîçíà÷àºòüñÿ �. Â³äîáðàæåííÿ

l : N



� � íàçèâàºòüñÿ íàäñëîâîì (�-ñëîâîì) â àëôàâ³ò³ � ³ ïîçíà÷àºòüñÿ

� � �0 1 2 � , äå � i l i� ( ), i �



N . Â³äîáðàæåííÿ g : N
�

� � íàçèâàºòüñÿ çâîðîò-

íèì íàäñëîâîì (��-ñëîâîì) ³ ïîçíà÷àºòüñÿ � � � �� �2 1 0 , äå � i g i� ( ) äëÿ i �
�

N .

Ìíîæèíà óñ³õ ñë³â â àëôàâ³ò³ � , âêëþ÷àþ÷è ïîðîæíº ñëîâî, ïîçíà÷àºòüñÿ �
	 ,

ìíîæèíà óñ³õ íàäñë³â — �
�, à ìíîæèíà óñ³õ çâîðîòíèõ íàäñë³â — �

�� . Íà

ìíîæèí³ � �
	 �

�
� ó çâè÷àéíèé ñïîñ³á âèçíà÷åíà ÷àñòêîâà îïåðàö³ÿ êîíêàòå-

íàö³¿ ( )� , ÿêó ïîøèðèìî òàêîæ íà ï³äìíîæèíè ìíîæèí �
* , �

� �. Íàäàë³ ñèìâîë

êîíêàòåíàö³¿ áóäåìî âèïóñêàòè.

Âèçíà÷èìî íàä ìíîæèíàìè ñë³â îïåðàö³¿ ñê³í÷åííî¿ ³òåðàö³¿ ( )	 ³ íåñê³í÷åííî¿

³òåðàö³¿ ( )� � . Íåõàé R �
	

� , îïåðàö³¿ ³òåðàö³¿ âèçíà÷àþòüñÿ ó òàêèé ñïîñ³á:

� R r r r n r Rn i
	

� � �{ }1 2 0� | , , çàçíà÷èìî, ùî n � 0 â³äïîâ³äàº ïîðîæíüîìó

ñëîâó �;

� R r r r�
� ��

� {� 2 1 0 | äëÿ óñ³õ i r Ri� �0 \ { }}� .

Äëÿ îïèñó ìíîæèí çâîðîòíèõ íàäñë³â âèêîðèñòîâóâàòèìåìî � �-ðåãóëÿðí³

âèðàçè, ÿê³ º ñê³í÷åííèìè îá’ºäíàííÿìè âèðàç³â âèãëÿäó R U�� , äå R ³ U — ðåãó-

ëÿðí³ âèðàçè, òîáòî âèðàçè, ïîáóäîâàí³ ³ç ñèìâîë³â àëôàâ³òó � çà äîïîìîãîþ îïå-

ðàö³é îá’ºäíàííÿ, êîíêàòåíàö³¿ òà ñê³í÷åííî¿ ³òåðàö³¿. ßê âèäíî, ��-ðåãóëÿðí³ âè-

ðàçè âèçíà÷åíî ñèìåòðè÷íî �-ðåãóëÿðíèì âèðàçàì, ùî âèêîðèñòîâóþòü îïåðàö³þ

íåñê³í÷åííî¿ ³òåðàö³¿ ( )� . Ìíîæèíè çâîðîòíèõ íàäñë³â, ùî çàäàþòüñÿ ��-ðåãó-

ëÿðíèìè âèðàçàìè, íàçèâàþòüñÿ � �-ðåãóëÿðíèìè ìíîæèíàìè. Âèêîðèñòîâóþ÷è

îäí³ é ò³ ñàì³ ñèìâîëè äëÿ â³äïîâ³äíèõ îïåðàö³é íàä ��-ðåãóëÿðíèìè ìíîæèíàìè

³ � �-ðåãóëÿðíèìè âèðàçàìè, à òàêîæ îäí³ é ò³ ñàì³ ñèìâîëè äëÿ â³äïîâ³äíèõ êîí-
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ñòàíò, à ñàìå � � �, , , � òà �, îòðèìóºìî òîòîæíó òðàíñëÿö³þ ìîâè � �-ðåãóëÿð-

íèõ âèðàç³â ó ìîâó � �-ðåãóëÿðíèõ ìíîæèí. Òîìó äàë³ ��-ðåãóëÿðí³ âèðàçè

àñîö³þþòüñÿ ç � �-ðåãóëÿðíèìè ìíîæèíàìè, ÿê³ âîíè çàäàþòü. Çàçíà÷èìî, ùî

îïåðàö³¿ êîíêàòåíàö³¿ â³äïîâ³äàº äîáóòîê � �-ðåãóëÿðíèõ ìíîæèí. Ùîá âñòàíîâè-

òè â³äïîâ³äí³ñòü ì³æ � �-ðåãóëÿðíèìè ìíîæèíàìè ³ � �-ðåãóëÿðíèìè âèðàçàìè,

â îïèñ³ îäíîåëåìåíòíî¿ ìíîæèíè íå áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ô³ãóðí³ äóæêè,

à ñê³í÷åííó ìíîæèíó âèãëÿäó { }a a an1 2, , ,� çàïèñóâàòèìåìî ó âèãëÿä³

( )a a an1 2� � �� . Ï³ä ÷àñ òîòîæíèõ ïåðåòâîðåíü òàêèõ âèðàç³â áóäåìî âèêî-

ðèñòîâóâàòè óñ³ âëàñòèâîñò³ îïåðàö³é íàä ìíîæèíàìè, íàïðèêëàä äèñòðèáó-

òèâí³ñòü ïåðåòèíó â³äíîñíî îá’ºäíàííÿ òà ³íø³. Çàçíà÷èìî, ùî ó � �-ðåãóëÿðíèõ

âèðàçàõ â³äñóòíÿ îïåðàö³ÿ, ÿêà â³äïîâ³äàº ïåðåòèíó ìíîæèí, òîìó äëÿ îòðèìàííÿ

� �-ðåãóëÿðíîãî âèðàçó òðåáà òàê òîòîæíî ïåðåòâîðèòè âèðàç, ùî çàäàº � �-ðåãó-

ëÿðíó ìíîæèíó, ùîá â³í íå ì³ñòèâ îïåðàö³¿ ïåðåòèíó. Îñê³ëüêè íàäàë³ ðîçãëÿäà-

òèìóòüñÿ ò³ëüêè � �-ðåãóëÿðí³ âèðàçè, ñèìâîë � � âèïóñêàòèìåìî, ðîçóì³þ÷è ï³ä

ðåãóëÿðíèì âèðàçîì � �-ðåãóëÿðíèé âèðàç. Òàêîæ ³íîä³ áóäåìî ðîçãëÿäàòè ñëîâà

ó ðîçøèðåíîìó àëôàâ³ò³ �
�' � 2 , ÿê³ çàäàþòü ìíîæèíè ñë³â, íàïðèêëàä a� ,

( )a b cb� , a b�� . Òóò � — îá’ºäíàííÿ óñ³õ ñèìâîë³â àëôàâ³òó �. Âèðàç, ÿêèé ìàº

âèãëÿä V U�� , äåV U, �
	

� , à U ïîáóäîâàíî çà äîïîìîãîþ îïåðàö³¿ êîíêàòåíàö³¿

ç âèðàç³â âèãëÿäó Q	 ³ � ��', íàçèâàòèìåìî ïðîñòèì ðåãóëÿðíèì âèðàçîì, à U —

ïðîñòèì òåðìîì. Ï³ä ÷àñ îá÷èñëåííÿ ïåðåòèíó äâîõ ïðîñòèõ ðåãóëÿðíèõ âèðàç³â

ìîæóòü âèíèêàòè âèðàçè âèãëÿäó V U�� , äå U ÿâëÿº ñîáîþ îá’ºäíàííÿ ïðîñòèõ

òåðì³â, ÿêå íàçâåìî ñêëàäåíèì òåðìîì. Ç óðàõóâàííÿì äèñòðèáóòèâíîñò³ ïåðåòè-

íó â³äíîñíî îá’ºäíàííÿ ïåðåòèí äâîõ ðåãóëÿðíèõ âèðàç³â ç³ ñêëàäåíèìè òåðìàìè

ðîçêðèòòÿì äóæîê çâîäèòüñÿ äî äåê³ëüêîõ ïåðåòèí³â ïðîñòèõ ðåãóëÿðíèõ âèðàç³â,

òîìó äàë³ ðîçãëÿäàòèìåìî ïåðåòèí äâîõ ïðîñòèõ ðåãóëÿðíèõ âèðàç³â. Òàêèé ïåðå-

òèí íàçâåìî íîðìàëüíîþ ôîðìîþ, ÿêùî îáèäâà òåðìè ó ðåãóëÿðíèõ âèðàçàõ, ùî

ïåðåòèíàþòüñÿ, ìàþòü âèãëÿä U�, äå U — ïðîñòèé òåðì (ìîæëèâî, �), à � ��'.

Íåõàé R R1 2, �
�

�
� — ïðîñò³ ðåãóëÿðí³ âèðàçè â àëôàâ³ò³ �. Îá÷èñëåííÿ

ïåðåòèíó R R1 2� çâîäèòüñÿ äî îá÷èñëåííÿ ïåðåòèí³â, ÿê³ º íîðìàëüíèìè ôîð-

ìàìè. Äëÿ öüîãî âèêîíóþòüñÿ òàê³ îïåðàö³¿:

� 	-ðîçãîðòêà, òîáòî ïåðåòâîðåííÿ ïðîñòîãî òåðìà, ÿêèé çàê³í÷óºòüñÿ âèðà-

çîì âèãëÿäó Q	 , øëÿõîì çàì³íè Q	 âèðàçîì ( )� �
	Q Q ;

� � �-ðîçãîðòêà, ÿêà ïîëÿãàº â ò³ì, ùî ïðîñòèé ðåãóëÿðíèé âèðàç V �� , òîá-

òî òåðì ÿêîãî äîð³âíþº �, çàì³íþºòüñÿ âèðàçîì V V�� ;

� ðîçêðèòòÿ äóæîê, òîáòî ïðåäñòàâëåííÿ ïåðåòèíó ðåãóëÿðíèõ âèðàç³â ç³

ñêëàäåíèìè òåðìàìè ó âèãëÿä³ îá’ºäíàííÿ ïåðåòèí³â ïðîñòèõ ðåãóëÿðíèõ âèðàç³â;

� îïåðàö³ÿ åëåìåíòàðíîãî ïåðåòèíó, ÿêà çàñòîñîâóºòüñÿ äî íîðìàëüíèõ ôîðì;

ðåçóëüòàò åëåìåíòàðíîãî ïåðåòèíó âèðàç³â âèãëÿäó V U
1 1

�� � ³ V U
2 2
�� � , äå

� �, ��', äîð³âíþº �, ÿêùî � �� � �, ³ ( )V U V U
1 1 2 2
� �

�
� � �, äå � � �� � , ó ïðî-

òèëåæíîìó ðàç³.

Íîðìàëüíà ôîðìà, â ÿê³é � �� � �, íàçèâàºòüñÿ ïîðîæí³ì ïåðåòèíîì.

ÎÁ×ÈÑËÅÍÍß ÏÅÐÅÒÈÍÓ ÏÐÎÑÒÈÕ � w-ÐÅÃÓËßÐÍÈÕ ÂÈÐÀÇ²Â

Ïðîöåñ ïîáóäîâè ðåãóëÿðíîãî âèðàçó äëÿ ïåðåòèíó R R U R W� �1 2 , äå

R V1 1
�

�� , R V2 2
�

�� , çðó÷íî ïîäàâàòè ó âèãëÿä³ äåðåâà ïåðåòèí³â, âåðøèíè

ÿêîãî ìàþòü âèãëÿä ( )R U R W1 2� � � � , äå � �
	

� . Ó öüîìó âèðàç³ ïåðåòèí

( )R U R W1 2� � � íàçèâàºòüñÿ îñíîâíîþ ÷àñòèíîþ âåðøèíè, à � — çàê³í÷åííÿì.
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Êîðåíåâà âåðøèíà çá³ãàºòüñÿ ç R R U R W� �1 2 , äå U W, �
	

� , à � �� . Âåðøè-

íà, ùî â³äïîâ³äàº ïîðîæíüîìó ïåðåòèíó, íàçèâàºòüñÿ ïîðîæíüîþ âåðøèíîþ.

Çàçíà÷èìî, ùî ó ðàç³, ÿêùî R V V� �
� �

1 2
� �, äå V V1 2, � � , òî öåé âèðàç

çàì³íþºòüñÿ âèðàçîì R V V V V� �
� �

1 1 2 2
� � . Ïåðåõ³ä ç îäí³º¿ âåðøèíè â ³íøó

çä³éñíþºòüñÿ â ðåçóëüòàò³ âèêîíàííÿ îïèñàíèõ âèùå îïåðàö³é íàä ïåðåòèíà-

ìè ïðîñòèõ ðåãóëÿðíèõ âèðàç³â.

Ïåðåõ³ä ³ç âåðøèíè q , îñíîâíà ÷àñòèíà ÿêî¿ º íåïîðîæíüîþ íîðìàëüíîþ ôîð-

ìîþ, çä³éñíþºòüñÿ ó âåðøèíó, ùî º ðåçóëüòàòîì âèêîíàííÿ åëåìåíòàðíîãî ïåðåòè-

íó ïðîñòèõ ðåãóëÿðíèõ âèðàç³â, ÿê³ ì³ñòÿòüñÿ â îñíîâí³é ÷àñòèí³ âåðøèíè q. Ïðè

öüîìó äîâæèíà ñëîâà � çá³ëüøóºòüñÿ íà îäèíèöþ. Íàïðèêëàä, ïåðåõ³ä ³ç âåðøèíè

( )R c R bc d1 2� çä³éñíþºòüñÿ ó âåðøèíó ( )R R b cd1 2� .

Ïåðåõîäè ³ç âåðøèíè â³äñóòí³, ÿêùî âîíà ïîðîæíÿ, àáî º ïðîñòèì ðåãóëÿð-

íèì âèðàçîì, àáî ¿¿ îñíîâíà ÷àñòèíà çá³ãàºòüñÿ ç îñíîâíîþ ÷àñòèíîþ âåðøèíè,

ÿêà ¿é ïåðåäóº ó òîìó ñàìîìó øëÿõó äåðåâà. Òàê³ âåðøèíè íàçâåìî ô³íàëüíèìè,

îñê³ëüêè âîíè çàâåðøóþòü ïðîöåñ ïîáóäîâè øëÿõó â äåðåâ³. Îòæå, íåïîðîæí³

ô³íàëüí³ âåðøèíè ìîæóòü áóòè äâîõ òèï³â. Âåðøèíè, ÿê³ º ïðîñòèìè ðåãóëÿðíè-

ìè âèðàçàìè, íàçâåìî ïðîñòèìè, à âåðøèíè ³íøîãî òèïó — öèêë³÷íèìè,

îñê³ëüêè âîíè ïîðîäæóþòü íåñê³í÷åííå äåðåâî, ùî ì³ñòèòü öèêë³÷íèé øëÿõ.

Ïåðåõîäè ³ç âåðøèíè q âèãëÿäó ( )V U V U
1 1 2 2
� �

�
� �

, ÿêà íå º ô³íàëüíîþ,

çä³éñíþþòüñÿ ó âåðøèíè, îñíîâí³ ÷àñòèíè ÿêèõ îòðèìóþòüñÿ ÿê ðåçóëüòàò íàâå-

äåíèõ íèæ÷å ïåðåòâîðåíü. ßêùîVi � � ( , )i �{ }1 2 ³ â³äïîâ³äíèé òåðìU i � �, òî âè-

êîíóºòüñÿ � �-ðîçãîðòêà âèðàçó Vi
��. ßêùî º òåðìè, ùî çàê³í÷óþòüñÿ âèðàçàìè

âèãëÿäó Q	 , òî âèêîíóºòüñÿ *-ðîçãîðòêà öèõ âèðàç³â. Ï³ñëÿ öüîãî ðîçêðèâàþòü

äóæêè ³ âèëó÷àþòü ïîðîæí³ ïåðåòèíè. Â óñ³õ îòðèìàíèõ ó òàêèé ñïîñ³á âåðøèíàõ

çíà÷åííÿ � çàëèøàºòüñÿ òàêèì ñàìèì, ÿê ó âåðøèíè q . Äóãè, ùî âåäóòü â óñ³ ö³

âåðøèíè, ïîçíà÷àþòüñÿ îäèíàðíîþ ñòð³ëêîþ, à äóãà, ùî âåäå ó âåðøèíó, îòðèìà-

íó âíàñë³äîê âèêîíàííÿ îïåðàö³¿ åëåìåíòàðíîãî ïåðåòèíó, — ïîäâ³éíîþ.

Îòæå, ï³ñëÿ âèêîíàííÿ îïåðàö³¿ åëåìåíòàðíîãî ïåðåòèíó ñë³ä ïåðåâ³ðÿòè,

÷è íå º îòðèìàíà âåðøèíà öèêë³÷íîþ ô³íàëüíîþ âåðøèíîþ. Ïðè öüîìó äîñòàò-

íüî îáìåæèòèñÿ ïîð³âíÿííÿì ¿¿ ç êîðåíåâîþ âåðøèíîþ òà âåðøèíàìè ó òîìó ñà-

ìîìó øëÿõó, ÿê³ îòðèìàí³ â ðåçóëüòàò³ âèêîíàííÿ åëåìåíòàðíîãî ïåðåòèíó.

Âåðøèíà, ùî ïåðåäóº ô³íàëüí³é ³ ìàº òàêó ñàìó îñíîâíó ÷àñòèíó, íàçè-

âàºòüñÿ áàçèñíîþ. Êîðåíåâà âåðøèíà çà îçíà÷åííÿì º áàçèñíîþ.

Ó ð³çíèõ øëÿõàõ äåðåâà ìîæóòü áóòè ô³íàëüí³ âåðøèíè ç îäíàêîâèìè îñíîâ-

íèìè ÷àñòèíàìè, ùî ìàþòü îäíó ³ òó ñàìó áàçèñíó âåðøèíó. Äëÿ òàêèõ âåðøèí

ââîäÿòü çì³ííó Q, ùî íàáóâàº çíà÷åííÿ ³ç ìíîæèíè 2�
��

, ÿêà çàì³íþº îñíîâíó

÷àñòèíó öèõ ô³íàëüíèõ âåðøèí ³ â³äïîâ³äíî¿ áàçèñíî¿ âåðøèíè. Äëÿ ô³íàëüíèõ

âåðøèí ç ð³çíèìè îñíîâíèìè ÷àñòèíàìè ââîäÿòü ð³çí³ çì³íí³. Ó ðåçóëüòàò³ êîæíà

öèêë³÷íà ô³íàëüíà âåðøèíà ³ â³äïîâ³äíà áàçèñíà âåðøèíà íàáóâàþòü âèãëÿäó Qr,

äå Q — çì³ííà, à r — ñëîâî â àëôàâ³ò³ � . Îñíîâíà ÷àñòèíà ô³íàëüíî¿ âåðøèíè, ùî

çá³ãàºòüñÿ ç êîðåíåâîþ âåðøèíîþ, çàì³íþºòüñÿ çì³ííîþ R . Âî÷åâèäü, ùî êîæíèé

øëÿõ ó ðîçãëÿäóâàíîìó äåðåâ³ ìàº ñê³í÷åííó äîâæèíó ³ çàê³í÷óºòüñÿ ô³íàëüíîþ

âåðøèíîþ, áî ê³ëüê³ñòü ð³çíèõ âåðøèí ó äåðåâ³ ñê³í÷åííà. ßêùî óñ³ ô³íàëüí³ âåð-

øèíè ó äåðåâ³ ïåðåòèí³â º ïîðîæí³ìè, òî ïåðåòèí ïðîñòèõ ðåãóëÿðíèõ âèðàç³â,

ÿêîìó â³äïîâ³äàº öå äåðåâî, òàêîæ ïîðîæí³é.

Ï³ñëÿ ïîáóäîâè äåðåâà ïåðåòèí³â ñêëàäàºòüñÿ ñèñòåìà ë³í³éíèõ ð³âíÿíü â³ä

çì³ííèõ, ââåäåíèõ äëÿ îñíîâíèõ ÷àñòèí ô³íàëüíèõ âåðøèí. Äëÿ êîæíîãî ï³ääå-

ðåâà, ïîðîäæåíîãî áàçèñíîþ âåðøèíîþ q ç³ çì³ííîþ Q , çàïèñóºòüñÿ ð³âíÿííÿ
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âèãëÿäó Q C C Q r Q rm n n� � � � � �1 1 1� � , äå C i mi ( , , )�{ }1 � — äîñÿæíà ³ç

q ïðîñòà ô³íàëüíà âåðøèíà, øëÿõ äî ÿêî¿ ³ç âåðøèíè q íå ìàº í³ÿêèõ ³íøèõ áà-

çèñíèõ âåðøèí, Q i ni ( , , )�{ }1 � — çì³ííà, ùî â³äïîâ³äàº äîñÿæí³é ³ç q áàçèñí³é

àáî ô³íàëüí³é âåðøèí³ qi , øëÿõ äî ÿêî¿ ³ç q íå ì³ñòèòü í³ÿêî¿ ³íøî¿ áàçèñíî¿ âåð-

øèíè, à ri — ïðåô³êñ çàê³í÷åííÿ âåðøèíè qi , ÿêèé â³äð³çíÿº ¿¿ â³ä áàçèñíî¿ âåð-

øèíè q. Îòæå, ÿêùî çàê³í÷åííÿ âåðøèíè q äîð³âíþº r, à âåðøèíè qi — r r1 , òî

r ri � 1. ßêùî Q R� , òî ri çá³ãàºòüñÿ ç çàê³í÷åííÿì âåðøèíè qi .

Ðîçâ’ÿçàííÿ ö³º¿ ñèñòåìè ð³âíÿíü çä³éñíþºòüñÿ ìåòîäîì ï³äñòàíîâêè ³,

çðåøòîþ, çâîäèòüñÿ äî ðîçâ’ÿçàííÿ ð³âíÿíü âèãëÿäó R R RW� �1 àáî R RW�

ç îäíîþ çì³ííîþ R, äå R R, 1 �
�

�
�, W �

	
� . ßê ïîêàçàíî â [7], ïåðøå ð³âíÿííÿ

ìàº ìàêñèìàëüíèé ðîçâ’ÿçîê R R W W� �
	 �

1
� , ÿêùî W R�

�
� , ³ R R W�

	
1

ó ïðîòèëåæíîìó ðàç³, ùî ëåãêî ïåðåâ³ðÿºòüñÿ ï³äñòàíîâêîþ ðîçâ’ÿçêó â ð³âíÿí-

íÿ; ìàêñèìàëüíèé ðîçâ’ÿçîê äðóãîãî ð³âíÿííÿ ìàº âèãëÿä R W�
��, ÿêùî

W R�
�

� , ³ äîð³âíþº � ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó. ßêùî R RW RW� �1 2 ³

W R
1
�

�
� , à W R

2
�

�
� , òî ìàêñèìàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ìàº âèãëÿä R W W�

	 �( ( ) )1 2
�.

ßêùî R R RW RW� � �1 1 2 ³ W R
1
�

�
� , à W R

2
�

�
� , òî â öüîìó ðàç³

R R W W W W� � �
	 	 �

1 1 2 1 2( ) ( ( ) ) �. Îòæå, ï³ä ÷àñ ðîçâ’ÿçàííÿ ñèñòåìè ð³âíÿíü

ïîòð³áíî ïåðåâ³ðÿòè ³ñòèíí³ñòü âêëþ÷åííÿ âèãëÿäó W R�
�

� .

Çàäà÷³, ùî âèíèêàþòü ï³ä ÷àñ îá÷èñëåííÿ ïåðåòèíó ïðîñòèõ ðåãóëÿðíèõ âèðàç³â,

äåùî ðîçð³çíÿþòüñÿ çàëåæíî â³ä âèãëÿäó öèõ âèðàç³â. Áóäåìî ðîçð³çíÿòè äâà âèäè

ïðîñòèõ ðåãóëÿðíèõ âèðàç³â: �
��U ³ V U�� , äå V U, �

	
� . Â³äïîâ³äíî ðîçãëÿíåìî

òàê³ âèïàäêè ïåðåòèí³â: 1) R V U V U� �
� �

1 1 2 2
� � ; 2) R U U� �

� �
� �

� �
1 2 . Äðóãèé

âèïàäîê â³äð³çíÿºòüñÿ â³ä ïåðøîãî òèì, ùî ó ïðîöåñ³ ïîáóäîâè äåðåâà ïåðåòèí³â îïå-

ðàö³ÿ � �-ðîçãîðòêè íå âèêîðèñòîâóºòüñÿ ³ îïåðàö³ÿ åëåìåíòàðíîãî ïåðåòèíó ìàº äåÿ-

êó ñïåöèô³êó; íàïðèêëàä, äëÿ R �
�

�
� ³ � �

	
� ïåðåòèí R� ��

�
�

� äîð³âíþº R�,

ùî â³äïîâ³äàº ïðîñò³é ô³íàëüí³é âåðøèí³. Äåÿê³ ³íø³ îñîáëèâîñò³ îá÷èñëåíü ó öüîìó

ðàç³ áóäóòü ðîçãëÿíóò³ íèæ÷å.

Ïåðåòèí âèãëÿäó R V U V U� �
� �

1 1 2 2
w w

. Îäíà ³ç çàäà÷, ïîâ’ÿçàíà ç ðîçâ’ÿ-

çàííÿì ñèñòåìè ð³âíÿíü, ïîëÿãàº ó ïåðåâ³ðö³ ³ñòèííîñò³ âêëþ÷åííÿ âèãëÿäó

W Q�
�

� . ²ç âèãëÿäó âèõ³äíèõ ð³âíÿíü âèïëèâàº, ùî W �
	

� . Íàâåäåíå íèæ÷å

òâåðäæåííÿ îïèñóº ñèòóàö³þ, êîëè öå âêëþ÷åííÿ âèêîíóºòüñÿ äëÿ âèõ³äíèõ

ð³âíÿíü, òîáòî ïåðåâ³ðÿòè éîãî íå ïîòð³áíî.

Íåõàé áàçèñíà âåðøèíà ìàº âèãëÿä ( )V U V U r
1 1 2 2

� �
�

� �
, à ô³íàëüíà —

( )V U V U r
1 1 2 2
� �

�
� � � .

Òâåðäæåííÿ 1. ßêùî U ii ( , )�{ }1 2 íå ì³ñòèòü îïåðàö³¿ *, òî âêëþ÷åííÿ

� � �� �
�V Ui i âèêîíóºòüñÿ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé U ii ( , )�{ }1 2 íå ì³ñòèòü îïåðàö³¿ *, òîáòî U i � �
	( )� . Ðîç-

ãëÿíåìî, ÿê çì³íþºòüñÿ öåé òåðì íà øëÿõó ³ç áàçèñíî¿ âåðøèíè ó ô³íàëüíó.
Ô³íàëüíà âåðøèíà óòâîðþºòüñÿ â ðåçóëüòàò³ âèêîíàííÿ îïåðàö³¿ åëåìåíòàðíîãî
ïåðåòèíó. Îòæå, òåðì U i íà øëÿõó ³ç áàçèñíî¿ âåðøèíè ó ô³íàëüíó ìàº çì³íèòè-
ñÿ òàê, ùîá âèëó÷åííÿ ç íüîãî îñòàííüîãî ñèìâîëó ïåðåòâîðþâàëî éîãî â U i .
Çâ³äñè âèïëèâàº, ùî îïåðàö³¿ åëåìåíòàðíîãî ïåðåòèíó ìàº ïåðåäóâàòè ��-ðîç-

ãîðòêà âèðàçóVi
��, ÿêà âèêîíóºòüñÿ, ÿêùî òåðì ïðèVi

�� äîð³âíþº �. Çàçíà÷èìî,

ùî äîäàííÿ ñèìâîë³â ó òåðì ìîæå çä³éñíþâàòèñÿ òàêîæ îïåðàö³ºþ *-ðîçãîðòêè,

îäíàê òàêèé òåðì ì³ñòèòü âèðàç âèãëÿäó Q	 . Îñê³ëüêè âèõ³äíèé òåðì U i íå

ì³ñòèòü *, òàêèé âèðàç ìîæå ç’ÿâèòèñÿ ëèøå â ðåçóëüòàò³ âèêîíàííÿ � �-ðîçãîð-
òêè. Îòæå, íà øëÿõó ³ç áàçèñíî¿ âåðøèíè ó ô³íàëüíó îäèí àáî äåê³ëüêà ðàç³â
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òðàïèòüñÿ âåðøèíà ç òåðìîì ïðè Vi
��, ÿêèé äîð³âíþº �. Çàê³í÷åííÿ òàêî¿ âåð-

øèíè, íàéáëèæ÷î¿ äî ô³íàëüíî¿, ìàº âèãëÿä �U ri , äå � �
	( )Vi , ³ óòâîðþºòüñÿ

â ðåçóëüòàò³ îäí³º¿ àáî á³ëüøå � �-ðîçãîðòîê Vi
��, îïåðàö³é åëåìåíòàðíîãî ïå-

ðåòèíó ³, ìîæëèâî, *-ðîçãîðòîê, ÿê³ âèëó÷àþòü ³ç òåðìà âèðàçè âèãëÿäó Q	 .

ßêùî ó ô³íàëüí³é âåðøèí³ U i � �, òî ïîòð³áíî âèêîíàòè îñòàííþ � �-ðîçãîðòêó

Vi
��, ó ðåçóëüòàò³ ÷îãî Vi

�� áóäå çàì³íåíî íà V U ri i
��

1, äå U r Vi i1 � . ßêùî r1 íå

ì³ñòèòü *, òî óñ³ ñèìâîëè ³ç r1 ïåðåíîñÿòüñÿ ó çàê³í÷åííÿ. ßê íàñë³äîê, çàê³í÷åí-

íÿ ô³íàëüíî¿ âåðøèíè ìàº âèãëÿä r U ri1� . Ïîêàæåìî, ùî ( )r U V Ui i i1� � �� �
� .

Çàçíà÷èìî, ùî ( ) ( )r U U r Ui i i1 1� �� �� �
� ³ U r Vi i1� � ( )* . Îòæå, ìàºìî ( )U ri 1� ��

�

� �
� �(( ) )*V Vi i

� � ³ â³äïîâ³äíî ( )r U V Ui i i1� � �� �
� .

ßêùî ï³ä ÷àñ âèêîíàííÿ îñòàííüî¿ ��-ðîçãîðòêè Vi
�� çàì³íþºòüñÿ âèðàçîì

V U ri i
�

�
� , äå �r ì³ñòèòü âèðàç âèãëÿäó Q	 , òî íà â³äð³çêó øëÿõó äî ô³íàëüíî¿ âåð-

øèíè â ðåçóëüòàò³ âèêîíàííÿ *-ðîçãîðòîê öèõ âèðàç³â �r áóäå çàì³íåíî ñëîâîì r1
òàêèì, ùî U r Vi i1 � . ßêùî U i � �, òî ï³ñëÿ âèêîíàííÿ îäíîãî àáî á³ëüøå ðàç³â

� �-ðîçãîðòîê Vi
�� çàê³í÷åííÿ ô³íàëüíî¿ âåðøèíè ìàòèìå âèãëÿä r r1� , äå V ri

��
1

çàì³íþº Vi
�� â ðåçóëüòàò³ îñòàííüî¿ ðîçãîðòêè ³ r Vi1� �

	( ) , à çíà÷èòü,

( ) (( ) )r V Vi i1� � � �� 	 � �
� � . Ê³íåöü äîâåäåííÿ.

Îòæå, â³äñóòí³ñòü îïåðàö³¿ 	 ó òåðìàõ U1 ³U 2 ô³íàëüíî¿ âåðøèíè — äîñòàò-

íÿ óìîâà ³ñòèííîñò³ â³äïîâ³äíîãî âêëþ÷åííÿ. Íåñêëàäíî ïîêàçàòè, ùî ÿêùî

( ) , ( )� �� �
1 2

� �
�Q, òî ( )� � �

1 2� �
� Q, öå â³äïîâ³äàº ïàðàëåëüíèì öèêëàì

ó âåðøèí³. Îäíàê ó çàãàëüíîìó âèïàäêó òàêå òâåðäæåííÿ õèáíå.

ßêùîU i ì³ñòèòü îïåðàö³þ 	, òî ÷àñòî ïåðåâ³ðêà âêëþ÷åííÿ � � �� �
�V Ui i òà-

êîæ âèêîíóºòüñÿ òðèâ³àëüíî. Íàïðèêëàä, ÿêùî U i ì³ñòèòü ñèìâîë, â³äñóòí³é â �,

àáî çàê³í÷óºòüñÿ ñèìâîëîì, â³äì³ííèì â³ä òîãî, ÿêèì çàê³í÷óºòüñÿ �, òî âêëþ÷åííÿ

� � �� �
�V Ui i íå âèêîíóºòüñÿ.

Ï³ä ÷àñ ðîçâ’ÿçàííÿ ð³âíÿíü ìîæóòü âèíèêàòè ñèòóàö³¿, êîëè êîåô³ö³ºíò W ïðè

çì³íí³é Q â ð³âíÿíí³ äëÿ Q ì³ñòèòü âèðàç âèãëÿäó S * . Íåñêëàäíî ïîêàçàòè, ùî âêëþ-

÷åííÿ W Q�
�

� âèêîíóºòüñÿ òîä³ é ò³ëüêè òîä³, êîëè âèêîíóºòüñÿ âêëþ÷åííÿ

w Q�
�

� , äå w óòâîðþºòüñÿ âíàñë³äîê âèëó÷åííÿ ³ç W óñ³õ âèðàç³â âèãëÿäó S * . Îòæå,

ïåðåâ³ðêà âêëþ÷åíü ï³ä ÷àñ ðîçâ’ÿçàííÿ ð³âíÿíü çâîäèòüñÿ äî ïåðåâ³ðêè âêëþ÷åíü

âèãëÿäó r Q�
�

� , äå r — êîåô³ö³ºíò ïðè Q ó â³äïîâ³äíîìó âèõ³äíîìó ð³âíÿíí³.

Ïðèêëàä 1. Íåõàé R R R� �1 2 , äå R ab c1 � �
�( ) � , R a bc2 � �

	 �( ) � .

Äåðåâî ïåðåòèí³â äëÿ R R1 2� íàâåäåíî íà ðèñ. 1.

Ïåðåòèí R R R ab c R a bc1 2 1 2� � � � �
	( ) ( ), ùî â³äïîâ³äàº ��-ðîçãîðòêàì

R1 ³ R2 . Âèêîíàâøè *-ðîçãîðòêó c	 , ìàòèìåìî R ab c R a b bc c1 2( ) ( )� � � �
	 .

Ï³ñëÿ ðîçêðèòòÿ äóæîê îòðèìàºìî ø³ñòü ïåðåòèí³â, ç ÿêèõ ò³ëüêè ( )R ab R b1 2� ³

( )R c R bc c1 2�
	 íå º ïîðîæí³ìè. Çàñòîñóâàâøè äî îòðèìàíèõ âåðøèí îïåðàö³þ

åëåìåíòàðíîãî ïåðåòèíó, îäåðæèìî âåðøèíè ( )R a R b1 2� ³ ( )R R bc c1 2�
	 .

Ó äåðåâ³ ïåðåòèí³â, íàâåäåíîìó íà ðèñ. 1, âåðøèíè, â ÿê³ º ïåðåõîäè ³ç âåðøèíè

( )R R bc c1 2�
	 , óòâîðþþòüñÿ â ðåçóëüòàò³ *-ðîçãîðòêè c	 , ðîçêðèòòÿ äóæîê òà

âèëó÷åííÿ ïîðîæí³õ âåðøèí, ùî íà äåðåâ³ ïåðåòèí³â íå â³äîáðàæåí³. Ó äåðåâ³ º

äâ³ áàçèñí³ âåðøèíè: R R1 2� ³ ( )R R bc c1 2�
	 . Ïåðøà ç íèõ êîðåíåâà, ³ â³äïî-

â³äí³ ô³íàëüí³ âåðøèíè ìàþòü âèãëÿä Rab ³ Rabc. Äëÿ äðóãî¿ ââåäåíà çì³ííà Q ,
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âíàñë³äîê ÷îãî âîíà íàáóâàº âèãëÿäó Qc, à â³äïîâ³äíà ô³íàëüíà âåðøèíà — Qcc.

Îòæå, äåðåâî ïåðåòèí³â âèçíà÷àº äâà ð³âíÿííÿ: R Rab Qc� � ³ Q Rab Qc� � .

Î÷åâèäíî, ùî c Q�
�

� , òîìó ðîçâ’ÿçîê äðóãîãî ð³âíÿííÿ ìàº âèãëÿä Q Rabc�
	 .

Ï³äñòàâèâøè öåé ðîçâ’ÿçîê ó ð³âíÿííÿ äëÿ R, îòðèìàºìî R Rab Rabc� � �
	

�
	Rabc . Çã³äíî ç òâåðäæåííÿì 1 ( )abc R�

�
� , îòæå, ( )abc R	

� , òîìó

R abc�
	 �( ) � .

Ïåðåòèí âèãëÿäó R U U� �
� �

� �
w w

1 2 . Ïåðåòèí âèãëÿäó � �
� �

�
� �U U1 2

º îêðåìèì âèïàäêîì ïåðåòèíó âèãëÿäóV U V U
1 1 2 2
� �

�
� � , ÿêùî V V1 2� � �. Ïîáó-

äîâà äåðåâà ïåðåòèí³â ó òàêîìó ðàç³ çä³éñíþºòüñÿ ïðîñò³øå, í³æ äëÿ ïåðåòèíó

çàãàëüíîãî âèãëÿäó, àäæå íå òðåáà âèêîíóâàòè îïåðàö³¿ � �-ðîçãîðòîê. Êð³ì

òîãî, ï³ä ÷àñ ïîáóäîâè äåðåâà ïåðåòèí³â òóò º á³ëüøå ìîæëèâîñòåé äëÿ âèêîðèñ-

òàííÿ òîòîæíèõ ñï³ââ³äíîøåíü äëÿ ïðîñòèõ ðåãóëÿðíèõ âèðàç³â âèãëÿäó �
��U .

×àñòî áóâàþòü êîðèñíèìè òàê³ òîòîæí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ:

1) � � �
� � �

� �
� � �U U ;

2) � �
� 	 �

�
� �R R R1 2 2 ;

3) � � � �
� � � �

� � �
� � � �R R R R( )1 ;

4) � � �
� 	 � �

� � �
� � �( )R Q R R1 ;

5) � � �
� � �

� �
� � �UR R UR .

Îòæå, ç âåðøèíè âèãëÿäó � �
� �

�
� �U çä³éñíþºòüñÿ ïåðåõ³ä ó ïðîñòó ô³íà-

ëüíó âåðøèíó �
��U , à ç âåðøèíè âèãëÿäó � �

� �
�

� �UR R — ó ô³íàëüíó âåð-

øèíó �
��UR . ßêùî R �

	
� , òî öåé ðåçóëüòàò ìîæíà îòðèìàòè âèêîíàííÿì

ïîñë³äîâíîñò³ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòèí³â ³ çàñòîñóâàííÿì ñï³ââ³äíîøåííÿ 1. ßêùî

R �
	

� , òî, ùîá éîãî îòðèìàòè áåç çàñòîñóâàííÿ ñï³ââ³äíîøåííÿ 5, ìîæëèâî,

ïîòð³áíî ïîáóäóâàòè ³ç ö³º¿ âåðøèíè äåðåâî ïåðåòèí³â ç äåê³ëüêîìà ô³íàëüíèìè

âåðøèíàìè, à òàêîæ ðîçâ’ÿçàòè ð³âíÿííÿ, ùî âèçíà÷àþòüñÿ öèì äåðåâîì.
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R1 � R2

R1(ab � c) � R2(a � bc	 )

R1ab � R2b R1c � R2bc	 c

(R1a � R2)b (R1 � R2bc	)c

(R1a � R2a)b (R1ab � R2b)c (R1c � R2bc	c)c

(R1 � R2)ab (R1a � R2)bc (R1 � R2bc	 )cc

(R1a � R2a)bc

(R1 � R2)abc

Ðèñ. 1



Ïðèêëàä 2. Íåõàé R abc bd cd bc d� � �
� 	 	 � 	

� �
� �( ) .

Âèêîðèñòàâøè ñï³ââ³äíîøåííÿ 2, îäåðæèìî R cd bc d� �
� � 	

� �
� � .

Â³äïîâ³äíå äåðåâî ïåðåòèí³â íàâåäåíî íà ðèñ. 2.

Îòæå, R bc cd�
� 	

�
� .

Ïðèêëàä 3. Íåõàé R ab c a b� � �
� 	 � 	

� �
� � ( ) .

Ïîáóäóºìî äëÿ R äåðåâî ïåðåòèí³â (ðèñ. 3).

Ïåðåõ³ä ³ç êîðåíåâî¿ âåðøèíè â³äïîâ³äàº âèêîíàííþ *-ðîçãîðòîê. Ï³ñëÿ öüîãî

âèêîíóºòüñÿ ðîçêðèòòÿ äóæîê, ùî âèçíà÷àº äâ³ íåïîðîæí³ âåðøèíè. Ô³íàëüí³ âåð-

øèíè óòâîðþþòüñÿ â ðåçóëüòàò³ âèêîíàííÿ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòèí³â. Ë³âà ô³íàëüíà

âåðøèíà ïðîñòà, à ïðàâà öèêë³÷íà, äëÿ ÿêî¿ êîðåíåâà âåðøèíà º áàçèñíîþ. Îòæå,

îäåðæóºìî ð³âíÿííÿ R c a b a Rb� � �
� 	

�
� ( ) . Îñê³ëüêè b R�

�
� , ìàºìî ðîçâ’ÿçîê

R c a b ab� �
� 	 	

�
� ( ) .

ÑÏÐÎÙÅÍÍß ÄÅÐÅÂÀ ÏÅÐÅÒÈÍ²Â

Ìîæëèâ³ äâà âèäè ñïðîùåíü äåðåâà ïåðåòèí³â, òîáòî çìåíøåííÿ ê³ëüêîñò³ âåð-
øèí ó äåðåâ³. Ïåðøèé ïîâ’ÿçàíèé ç³ ñïðîùåííÿì âèõ³äíîãî âèðàçó äëÿ ðîçãëÿ-

äóâàíîãî ïåðåòèíó. Íàïðèêëàä, ÿêùî âèðàç V �� ìàº âèãëÿä ( )*R �� , òî éîãî

ñë³ä çàì³íèòè âèðàçîì R �� , ùî óíåìîæëèâëþº âèêîíàííÿ *-ðîçãîðòîê. Êð³ì

òîãî, äî ïðîñòîãî ðåãóëÿðíîãî âèðàçó âèãëÿäó �
��U ìîæíà çàñòîñîâóâàòè òî-

òîæí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ, íàïðèêëàä 2 (äèâ. ïðèêëàä 2) àáî 4. Îñòàííº ïîëÿãàº

ó âèëó÷åíí³ ÷àñòèíè ïåðåòèíó, ùî ìàº âèãëÿä �
� 	

�
� ( )R Q . ßêùî â îäí³é

ç ÷àñòèí ïåðåòèíó âèãëÿäó V U V U
1 1 2 2
� �

�
� � º ñèìâîë, â³äñóòí³é ó äðóã³é, òî

öþ ÷àñòèíó òðåáà ïåðåòâîðèòè òàêèì ÷èíîì, ùîá ç ìíîæèíè çâîðîòíèõ íàäñë³â,
ÿêó âîíà çàäàº, áóëè âèëó÷åí³ óñ³ ò³ é ëèøå ò³ çâîðîòí³ íàäñëîâà, ÿê³ ì³ñòÿòü
öåé ñèìâîë. Öå äîñòàòíüî ïðîñòå ïåðåòâîðåííÿ. Íàïðèêëàä, ðîçãëÿíåìî ïåðåòèí

(( ) ) ( )abc bd cd bc d	 	 � 	 �
� �

� � . Ë³âà ÷àñòèíà ïåðåòèíó íå ì³ñòèòü ñèìâîëà a,

òîìó ¿¿ ñë³ä çàì³íèòè âèðàçîì (( ) )bd cd	 �� . ßêùî ë³âà ÷àñòèíà ïåðåòèíó, ç òà-

êîþ ñàìîþ ïðàâîþ ÷àñòèíîþ, ìàº âèãëÿä (( ) )ba c bd cd	 	 �
�

� , òî âîíà

çàì³íþºòüñÿ âèðàçîì (( ) )bc bd cd�
	 �� . Äëÿ ïåðåòèíó âèãëÿäó � �

� �
�

� �U U1 2

àíàëîã³÷íèé ñïîñ³á ñïðîùåííÿ íå ìîæíà çàñòîñóâàòè, îñê³ëüêè ç òîãî, ùî äåÿ-

êèé ñèìâîë â³äñóòí³é ó âèðàç³ �
��U , íå âèïëèâàº, ùî öåé âèðàç çàäàº ìíîæèíó

çâîðîòíèõ íàäñë³â, ÿêà íå ì³ñòèòü öüîãî ñèìâîëà.

ßêùî âèðàçV �� ìàº âèãëÿä ( )R Q�
	 �� , òî ï³ä ÷àñ ïîáóäîâè äåðåâà ïåðåòèí³â

ìîæóòü ç’ÿâèòèñÿ îäíàêîâ³ âåðøèíè â îäíîìó é òîìó øëÿõó äåðåâà. Ïðè öüîìó ô³íà-

ëüíà âåðøèíà çá³ãàºòüñÿ ç áàçèñíîþ, ùî íå äîäàº í³ÿêî¿ ³íôîðìàö³¿ ó â³äïîâ³äíå

ð³âíÿííÿ. Íàïðèêëàä, ÿêùî ó ïåðåòèí³ R R1 2� ìàºìî R ab c1 � �
�( )* � ,
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�
��

cd � �
��

bc	d

(�
��

c � �
��

bc	)d

(�
��

c � �
��

bc	c)d

�
��

bc	cd

Ðèñ. 2

�
��

ab	 � �
��

c(a � b)
	

�
��

(a � ab
	
b) � �

��
(c � c(a � b)*(a � b))

�
��

a � �
��

c(a � b)
	

(a � b) �
��

ab
	
b � �

��
c(a � b)	(a � b)

�
��

c(a � b)
	
a (�

��
ab

	
� �

��
c(a � b)

	
)b

Ðèñ. 3



R a bc2 � �
�( )* � , òî ï³ñëÿ ��-ðîçãîðòîê ³ ðîçêðèòòÿ äóæîê ðàçîì ç ³íøèìè äâîìà

âåðøèíàìè áóäå îäåðæàíî âåðøèíó R c R a1 2
	

� . Ï³ñëÿ *-ðîçãîðòêè c	 îòðèìàºìî

âåðøèíó R R a1 2� , çàñòîñóâàâøè äî ÿêî¿ ��-ðîçãîðòêó R1, çíîâ îòðèìàºìî âåðøè-

íó R c R a1 2
	

� . Äëÿ óíåìîæëèâëåííÿ òàêî¿ ñèòóàö³¿ âèðàç Q	 òðåáà çàì³íèòè âèðà-

çîì Q Q	 â³äïîâ³äíî äî òîòîæíîñò³ ( ) ( )R Q R Q Q� � �
	 � 	 �� � . Ëåãêî ïåðåêîíà-

òèñÿ, ùî ó ðîçãëÿäóâàíîìó ïðèêëàä³, ÿêùî c	 ó R1 çàì³íèòè âèðàçîì c c	 , òî ïîâòî-

ðåííÿ âåðøèíè íå âèíèêàº. Äðóãèé âèä ñïðîùåííÿ ïîâ’ÿçàíèé ç âèëó÷åííÿì äåÿêèõ

âåðøèí ó ïðîöåñ³ ïîáóäîâè äåðåâà ïåðåòèí³â.

Íåõàé ìàºìî ïåðåòèíè ( )A B� ³ ( )C D� , äå A B C D, , , �
�

�
� ³ A C� ,

B D� , òîä³ ( ) ( )A B C D� � � . Ó öüîìó ðàç³ áóäåìî êàçàòè, ùî ( )C D� ïîãëèíàº

( )A B� . Íàïðèêëàä, âåðøèíà ( )R R bc1 2�
	 ïîãëèíàº âåðøèíó ( )R R b1 2� . Çàçíà-

÷èìî, ùî òóò ³ñòèíí³ñòü âêëþ÷åííÿ R b R bc2 2�
	 íå çàëåæèòü â³ä âèãëÿäó R2 . Òà-

êîæ ³ âåðøèíà ( )V V bc
1 2
� � 	

�
� � ïîãëèíàº âåðøèíó ( )V c c V bc

1 2
� 	 � 	

�
� � , ÿêùî

c c V	 	
� 1 . ßêùî ïåðåõîäè ó âåðøèíè q1 ³ q2 çä³éñíþþòüñÿ ç îäíî¿ ³ ò³º¿ ñàìî¿ âåð-

øèíè ³ q q1 2� , òî âåðøèíó q1 ìîæíà âèëó÷èòè. Òàêà ñèòóàö³ÿ ÷àñòî âèíèêàº ï³ä
÷àñ âèêîíàííÿ *-ðîçãîðòêè. Íàïðèêëàä, íåõàé ó ïåðåòèí³ R R1 2� ìàºìî

R a bc ab1 � �
	 	 	 �(( ) ) � ³ R ab c2 � �

�( ) � . Ó ïðîöåñ³ ïîáóäîâè äåðåâà ïåðåòèí³â

áóäå îòðèìàíî âåðøèíó ( ( ) )R a bc R a babb1 2� �
	 	 . Ï³ñëÿ âèêîíàííÿ *-ðîçãîðòêè

òåðìà ( )a bc�
	 	 , ðîçêðèòòÿ äóæîê ³ âèëó÷åííÿ ïîðîæíüî¿ âåðøèíè îòðèìàºìî

âåðøèíè ( )R R a babb1 2� ³ ( ( ) )R a bc a R a babb1 2� �
	 	 . Íåâàæêî ïîì³òèòè, ùî

R a bc a R1 1( )� �
	 	 , òîìó âåðøèíó ( ( ) )R a bc a R a babb1 2� �

	 	 ìîæíà âèëó÷è-

òè, à ðàçîì ç íåþ ³ âñå ï³ääåðåâî, ÿêå âîíà ïîðîäæóº.

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Äëÿ ïîäàííÿ ôóíêö³îíàëüíèõ âëàñòèâîñòåé ðåàêòèâíèõ ñèñòåì ó çàäà÷àõ ñïå-

öèô³êàö³¿ òà âåðèô³êàö³¿ ïîðÿä ç òåìïîðàëüíèìè ëîã³êàìè çðó÷íî âèêîðèñòî-

âóâàòè �-ðåãóëÿðí³ âèðàçè, âèðàçí³ ìîæëèâîñò³ ÿêèõ ïåðåâèùóþòü òàê³ ìîæ-

ëèâîñò³ òåìïîðàëüíèõ ëîã³ê ïåðøîãî ïîðÿäêó. Ùîá çðîáèòè �-ðåãóëÿðí³

âèðàçè á³ëüø êîìïàêòíèìè ³ ëåãøèìè äëÿ ñïðèéíÿòòÿ êîðèñòóâà÷åì, ¿õ ðîçøè-

ðþþòü äîäàòêîâèìè îïåðàö³ÿìè, òàêèìè ÿê ïåðåòèí òà äîïîâíåííÿ. Õî÷à öå

çðó÷íî äëÿ ñïåöèô³êàö³¿ âëàñòèâîñòåé, àëå ó çàäà÷àõ ñèíòåçó íà îñíîâ³ �-ðå-

ãóëÿðíèõ (��-ðåãóëÿðíèõ) âèðàç³â òàêå ðîçøèðåííÿ ñïðè÷èíÿº ñóòòºâ³ óñêëàä-

íåííÿ ïðîöåäóðè ñèíòåçó, ùî ïîâ’ÿçàíå ç íåîáõ³äí³ñòþ òðàíñëÿö³¿ ðîçøèðå-

íèõ �-ðåãóëÿðíèõ âèðàç³â ó çâè÷àéí³.

Ó ðîáîò³ ðîçãëÿäàºòüñÿ òðàíñëÿö³ÿ ��-ðåãóëÿðíîãî âèðàçó, â ÿêîìó âèêî-

ðèñòîâóºòüñÿ îïåðàö³ÿ ïåðåòèíó, ó çâè÷àéíèé ��-ðåãóëÿðíèé âèðàç. Òàêó òðàíñ-

ëÿö³þ çä³éñíþþòü áåçïîñåðåäí³ì ïåðåòâîðåííÿì ïåðåòèíó ��-ðåãóëÿðíèõ âè-

ðàç³â ó åêâ³âàëåíòíèé éîìó ��-ðåãóëÿðíèé âèðàç, òîáòî áåç ïåðåòâîðåííÿ

��-ðåãóëÿðíèõ âèðàç³â â àâòîìàòè íàä íåñê³í÷åííèìè ñëîâàìè. Ïðîöåñ òàêîãî

ïåðåòâîðåííÿ ïîäàºòüñÿ ó âèãëÿä³ ñê³í÷åííîãî äåðåâà ïåðåòèí³â, ÿêå âèçíà÷àº

ñèñòåìó ë³í³éíèõ ð³âíÿíü, â³ä çì³ííèõ, ùî íàáóâàþòü çíà÷åííÿ ³ç ìíîæèíè

��-ðåãóëÿðíèõ âèðàç³â, íàä àëôàâ³òîì � . Ðîçâ’ÿçàííÿ ö³º¿ ñèñòåìè ð³âíÿíü

çä³éñíþºòüñÿ ìåòîäîì ï³äñòàíîâêè, ùî, ó ñâîþ ÷åðãó, çâîäèòüñÿ äî ðîçâ’ÿçàííÿ

ë³í³éíèõ ð³âíÿíü âèãëÿäó Q R QW� �1 àáî Q QW� ç îäíèì íåâ³äîìèì Q.

Ðåçóëüòàò ðîçâ’ÿçàííÿ òàêîãî ð³âíÿííÿ äëÿ íåâ³äîìîãî Q çàëåæèòü â³ä âèêîíóâà-

íîñò³ âêëþ÷åíü âèãëÿäó r ��
� �( )Q , äå r — ñëîâî ³ç �

	 , ÿêå º êîåô³ö³ºíòîì ïðè
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íåâ³äîìîìó, à �( )Q — ìíîæèíà çâîðîòíèõ íàäñë³â, ùî â³äïîâ³äàº íåâ³äîìîìó Q .

Äîâåäåíî òâåðäæåííÿ, ÿêå äàº çìîãó ñïðîñòèòè ïåðåâ³ðêó âèêîíóâàíîñò³

ïîä³áíèõ âêëþ÷åíü. Ñë³ä çàçíà÷èòè, ùî ð³âíÿííÿ, îäåðæàí³ â ðåçóëüòàò³ ïîáóäî-

âè äåðåâà ïåðåòèí³â, âèçíà÷àþòü ãðàô, ùî çàäàº ��-ðåãóëÿðíèé âèðàç äëÿ ðîç-

ãëÿäóâàíîãî ïåðåòèíó ��-ðåãóëÿðíèõ âèðàç³â. Âåðøèíè öüîãî ãðàôó â³äïîâ³äà-

þòü íåâ³äîìèì, à äóãè, ùî âåäóòü ó âåðøèíó Q, âèçíà÷àþòüñÿ ð³âíÿííÿì äëÿ Q

³ â³äçíà÷àþòüñÿ êîåô³ö³ºíòàìè ïðè íåâ³äîìèõ, ùî â³äïîâ³äàþòü òèì âåðøèíàì,

ç ÿêèõ âîíè âèõîäÿòü. Îäíàê â³ä òàêîãî ãðàôó íåîáõ³äíî ïåðåéòè äî ��-ðåãóëÿð-

íîãî âèðàçó, ÿêèé â³í çàäàº, ³ ïðè öüîìó òðåáà âðàõîâóâàòè âèêîíóâàí³ñòü âêëþ-

÷åíü, ïðî ÿê³ éøëîñÿ âèùå. Òîìó öåé ï³äõ³ä, ùî íå ïîòðåáóº ðîçâ’ÿçàííÿ ñèñòå-

ìè ð³âíÿíü, òóò íå ðîçãëÿäàâñÿ.

Ó ñòàòò³ ñôîðìóëüîâàíî äåÿê³ âëàñòèâîñò³ ãðàôó ïåðåòèí³â, ùî äàþòü çìîãó

ñïðîñòèòè éîãî ïîáóäîâó, òîáòî ïðîöåñ ïåðåòâîðåííÿ ïåðåòèíó ïðîñòèõ ��-ðå-

ãóëÿðíèõ âèðàç³â ó åêâ³âàëåíòíèé éîìó ��-ðåãóëÿðíèé âèðàç. Âèçíà÷åííÿ

ñêëàäíîñò³ òàêîãî ïðîöåñó — öå îêðåìà ïðîáëåìà, ÿêó äîñòàòíüî äîñë³äæåíî

äëÿ ðåãóëÿðíèõ âèðàç³â, àëå äëÿ ��-ðåãóëÿðíèõ âèðàç³â âîíà çíà÷íî ñêëàäí³øà.

ßê âæå çãàäóâàëîñÿ, óñ³ ðåçóëüòàòè, îäåðæàí³ äëÿ ��-ðåãóëÿðíèõ âèðàç³â, ñèìåò-

ðè÷íî ïåðåíîñÿòüñÿ íà �-ðåãóëÿðí³ âèðàçè.
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A.N. Chebotarev

INTERSECTION OF � �-REGULAR EXPRESSIONS

Abstract. A method is proposed for constructing the � �-regular expression that defines the

intersection of sets of � �-words represented by � �-regular expressions R1 and R2. Such
constructing is carried out without passing to �-automata, that is by direct transformation of
the expression R R R� �1 2. The process of constructing ��-regular expression defining the
intersection R R1 2� is represented in the form of an intersection tree whose vertices
correspond to intersections of simple � �-regular expressions obtained during the transformation
of the intersection R R1 2� . The tree constructed in this way defines a system of linear
equations with variables whose values are sets of � �-words. One of these variables R
corresponds to the set of � �-words defined by R R1 2� . The � �-regular expression defining
the intersection R R1 2� is the value of the variable R in the solution for this linear equation
system.

Keywords: left-infinite word (� �-word), � �-regular expression, simple � �-regular expression,

� �-expansion, *-expansion, intersection tree.
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