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Àíîòàö³ÿ. Ðîçãëÿíóòî ïðîáëåìó ãàðàíòîâàíîãî ðåçóëüòàòó â ³ãðîâèõ çàäà÷àõ çáëèæåííÿ
êåðîâàíèõ îá’ºêò³â. Çàïðîïîíîâàíî ìåòîä ðîçâ’ÿçóâàííÿ òàêèõ çàäà÷, ïîâ’ÿçàíèé ç ïîáó-
äîâîþ äåÿêèõ ñêàëÿðíèõ ôóíêö³é, ùî ÿê³ñíî õàðàêòåðèçóþòü õ³ä çáëèæåííÿ êåðîâàíèõ
îá’ºêò³â òà åôåêòèâí³ñòü óõâàëåíèõ ð³øåíü. Òàê³ ôóíêö³¿ íàçèâàþòü ðîçâ’ÿçóâàëüíèìè. Íà
â³äì³íó â³ä îñíîâíî¿ ñõåìè çãàäàíîãî ìåòîäó ðîçãëÿíóòî âèïàäîê, êîëè êëàñè÷íà óìîâà
Ïîíòðÿã³íà íå ìàº ì³ñöÿ. Çàì³ñòü ñåëåêòîðà Ïîíòðÿã³íà, ÿêîãî íå ³ñíóº, ðîçãëÿäàþòüñÿ
äåÿê³ ôóíêö³¿ çñóâó ³ ç ¿õíüîþ äîïîìîãîþ ââîäÿòüñÿ ñïåö³àëüí³ áàãàòîçíà÷í³ â³äîáðàæåí-
íÿ. Âîíè ïîðîäæóþòü âåðõí³ ³ íèæí³ ðîçâ’ÿçóâàëüí³ ôóíêö³¿, çà äîïîìîãîþ ÿêèõ ôîðìó-
ëþþòü äîñòàòí³ óìîâè çàâåðøåííÿ ãðè çà äåÿêèé ãàðàíòîâàíèé ÷àñ. Íàâåäåíî ³ëþñòðàòèâ-
íèé ïðèêëàä çáëèæåííÿ êåðîâàíèõ îá’ºêò³â ç ïðîñòèì ðóõîì ç ìåòîþ îòðèìàòè â ÿâíîìó
âèãëÿä³ âåðõí³ ³ íèæí³ ðîçâ’ÿçóâàëüí³ ôóíêö³¿, ùî äàþòü çìîãó ä³éòè âèñíîâêó ïðî ìîæ-
ëèâ³ñòü çàê³í÷åííÿ ãðè â ðàç³, êîëè óìîâà Ïîíòðÿã³íà íå ìàº ì³ñöÿ.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: êâàç³ë³í³éíà äèôåðåíö³àëüíà ãðà, áàãàòîçíà÷íå â³äîáðàæåííÿ, âèì³ðíèé
ñåëåêòîð, ñòðîáîñêîï³÷íà ñòðàòåã³ÿ, ðîçâ’ÿçóâàëüíà ôóíêö³ÿ.

ÂÑÒÓÏ

Ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà âèâ÷åííþ ïðîáëåìè çáëèæåííÿ êåðîâàíèõ îá’ºêò³â â ³ãðî-
âèõ çàâäàííÿõ äèíàì³êè íà îñíîâ³ ìåòîäó ðîçâ’ÿçóâàëüíèõ ôóíêö³é [1] ³ éîãî
ñó÷àñíî¿ âåðñ³¿ [2]. Ó áóäü-ÿêèõ ôîðìàõ ìåòîäó ðîçâ’ÿçóâàëüíèõ ôóíêö³é ãî-
ëîâíèì º íàêîïè÷óâàëüíèé ïðèíöèï, ÿêèé âèêîðèñòîâóþòü ó ïîòî÷íîìó
ï³äñóìîâóâàíí³ ðîçâ’ÿçóâàëüíî¿ ôóíêö³¿ äëÿ îö³íþâàííÿ ÿêîñò³ ãðè ïåðøîãî
ãðàâöÿ àæ äî äîñÿãíåííÿ äåÿêîãî ïîðîãîâîãî çíà÷åííÿ. Íà â³äì³íó â³ä îñíîâ-
íî¿ ñõåìè ìåòîäó ðîçâ’ÿçóâàëüíèõ ôóíêö³é â ö³é ñòàòò³ âèâ÷àºòüñÿ âèïàäîê,
êîëè óìîâà Ïîíòðÿã³íà íå ìàº ì³ñöÿ. Ðîçãëÿäàþòüñÿ ñïåö³àëüí³ áàãàòîçíà÷í³
â³äîáðàæåííÿ, ùî ïîðîäæóþòü âåðõí³ ³ íèæí³ ðîçâ’ÿçóâàëüí³ ôóíêö³¿, âïåðøå
ââåäåí³ â [3]. Çà äîïîìîãîþ öèõ ôóíêö³é îòðèìàíî äåÿê³ äîñòàòí³ óìîâè
ìîæëèâîñò³ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ çáëèæåííÿ çà ãàðàíòîâàíèé ÷àñ. Ðåçóëüòàòè
³ëþñòðóþòüñÿ íà ìîäåëüíîìó ïðèêëàä³.

Ðîáîòà ïðîäîâæóº äîñë³äæåííÿ [1–4], äîòè÷íà äî ïóáë³êàö³é [5–24] ³ ðîç-
øèðþº êëàñ ³ãðîâèõ çàäà÷ çáëèæåííÿ êåðîâàíèõ îá’ºêò³â, ÿê³ ìàþòü ðîçâ’ÿçîê.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×². ÇÀÃÀËÜÍÀ ÑÕÅÌÀ ÌÅÒÎÄÓ

Ðîçãëÿíåìî êîíôë³êòíî-êåðîâàíèé ïðîöåñ, åâîëþö³ÿ ÿêîãî îïèñóºòüñÿ ð³âí³ñòþ

z t g t t u d

t

( ) ( ) ( , ) ( ( ), ( ))� � �� � � � � � �

0

, t � 0 . (1)

Òóò z t R n( ) � , ôóíêö³ÿ g t( ), g R R n: � � , âèì³ðíà çà Ëåáåãîì [9] ³ îáìåæåíà

äëÿ t 	 0, ìàòðè÷íà ôóíêö³ÿ � ( , )t � , t � �� 0 , âèì³ðíà çà t, à òàêîæ ñóìîâíà çà
� äëÿ êîæíîãî t R� � . Áëîê êåðóâàííÿ çàäàþòü ôóíêö³ºþ � �( , )u ,
�: U V R n
 � , ÿêà ââàæàºòüñÿ áåçïåðåðâíîþ çà ñóêóïí³ñòþ çì³ííèõ íà ïðÿ-

ìîìó äîáóòêó íåïóñòèõ êîìïàêò³â U ³ V , m, l, n — íàòóðàëüí³ ÷èñëà.
Êåðóâàííÿ ãðàâö³â u( )� , u R U: � � , òà � �( ) , �: R V� � , º âèì³ðíèìè

ôóíêö³ÿìè ÷àñó.
Êð³ì ïðîöåñó (1), çàäàíî òåðì³íàëüíó ìíîæèíó M * , ùî ìàº öèë³íäðè÷íèé

âèãëÿä
M M M* � �0 , (2)
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äå M 0 — ë³í³éíèé ï³äïðîñò³ð ç R n , à M — êîìïàêò ç îðòîãîíàëüíîãî äîäàò-

êà L äî ï³äïðîñòîðó M 0 ó R n .
Ö³ë³ ïåðøîãî ( )u ³ äðóãîãî ( )� ãðàâö³â ïðîòèëåæí³. Ïåðøèé (ïåðåñë³äóâà÷)

íàìàãàºòüñÿ âèâåñòè òðàºêòîð³þ ïðîöåñó (1) íà òåðì³íàëüíó ìíîæèíó (2) çà íàé-
êîðîòøèé ÷àñ, à äðóãèé (âò³êà÷) — ìàêñèìàëüíî â³äòÿãíóòè ìîìåíò ïîòðàïëÿí-
íÿ òðàºêòîð³¿ íà ìíîæèíó M * àáî âçàãàë³ óíèêíóòè öüîãî.

Ñòàíåìî íà á³ê ïåðøîãî ãðàâöÿ ³ ââàæàòèìåìî, ùî ÿêùî ãðà (1), (2) òðèâàº
íà ³íòåðâàë³ [ , ]0 T , òî êåðóâàííÿ ïåðøîãî ãðàâöÿ â ìîìåíò t âèáèðàòèìåìî íà
îñíîâ³ ³íôîðìàö³¿ ïðî g T( ) òà � t ( )� , òîáòî ó âèãëÿä³ âèì³ðíî¿ ôóíêö³¿

u t u g T t( ) ( ( ), ( ))� �� , t T�[ , ]0 , u t U( ) � , (3)

äå � �t s s t( ) { ( ): [ , ]}� � � 0 — ïåðåä³ñòîð³ÿ êåðóâàííÿ äðóãîãî ãðàâöÿ äî ìîìåí-
òó t, àáî ó âèãëÿä³ êîíòðêåðóâàííÿ

u t u g T t( ) ( ( ), ( ))� � , t T�[ , ]0 , u t U( ) � . (4)

ßêùî, çîêðåìà, g t e zAt( ) � 0 , � ( , ) ( )t eA t� �� � , z z( )0 0� , à eAt — ìàòðè÷íà

åêñïîíåíòà, òî ââàæàþòü, ùî êåðóâàííÿ u t u z t( ) ( , ( ))� �0 � ðåàë³çóº êâàç³ñòðà-
òåã³þ [7], à êîíòðêåðóâàííÿ [5] u t u z t( ) ( , ( ))� 0 � º ïðîÿâîì ñòðîáîñêîï³÷íî¿ ñòðà-
òåã³¿ Õàéºêà [8].

Ñôîðìóëþºìî íåîáõ³äí³ ôàêòè ç îïóêëîãî [1, 10] àíàë³çó ó âèãëÿä³ ëåìè.
Ëåìà 1. Íåõàé X R n� — îïóêëèé êîìïàêò, � �( ) — íåâ³ä’ºìíà îáìåæåíà

âèì³ðíà ÷èñëîâà ôóíêö³ÿ. Òîä³ � � � � � �( ) ( )
0 0

T T

Xd d X� �� , T 	 0. Ïðè öüîìó ÿêùî 0�X ,

f X( ) ( )� � �� ³ � � �( )
0

1
T

d�  , òî f d X

T

( )� �

0
� � , f ( )� — âèì³ðíà ôóíêö³ÿ, ��[ , ]0 T .

Ïîçíà÷èìî � îïåðàòîð îðòîãîíàëüíîãî ïðîºêòóâàííÿ ç R n ó L. Ïîêëàâøè
� �( , )U �{ ( , ) : }� �u u U� , ðîçãëÿíåìî áàãàòîçíà÷í³ â³äîáðàæåííÿ

W t t U( , , ) ( , ) ( , )� � � � � �� � ,
~

( , , ) ( , ) ( , )W t t U� � � � � �� co � , W t W t

V

( , ) ( , , )� � �

�

�
�
�

íà ìíîæèíàõ � 
V òà � â³äïîâ³äíî, äå � = {( , ): }t t� �0   � � , coA — îïóê-
ëåííÿ ìíîæèíè A. Ïðèïóñòèìî, ùî áàãàòîçíà÷íå â³äîáðàæåííÿ W t( , , )� � ìàº
çàìêíóò³ çíà÷åííÿ íà ìíîæèí³ � 
V .

Óìîâà Ïîíòðÿã³íà. Áàãàòîçíà÷íå â³äîáðàæåííÿ W t( , )� íàáóâàº íåïóñòèõ
çíà÷åíü íà ìíîæèí³ �.

Ç óðàõóâàííÿì ïðèïóùåíü ïðî ìàòðè÷íó ôóíêö³þ � ( , )t � ìîæíà ä³éòè âèñ-
íîâêó, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ô³êñîâàíîãî t 	 0 âåêòîð-ôóíêö³ÿ � � � �� ( , ) ( , )t u áóäå
L B� -âèì³ðíîþ çà ( , ) [ , ]� � � 
0 t V ³ áåçïåðåðâíîþ çà u U� . Òîìó íà ï³äñòàâ³ òå-
îðåìè ïðî ïðÿìèé îáðàç [9] äëÿ áóäü-ÿêîãî ô³êñîâàíîãî t 	 0 áàãàòîçíà÷í³ â³äîá-
ðàæåííÿ W t( , , )� � ,

~
( , , )W t � � º L B� -âèì³ðíèìè çà ( , ) [ , ]� � � 
0 t V . ßêùî âèêî-

íàíà óìîâà Ïîíòðÿã³íà, òî íà ìíîæèí³ � ³ñíóº ïðèíàéìí³ îäèí ñåëåêòîð � �0 ( , )t

â³äîáðàæåííÿ W t( , )� , � � �0 ( , ) ( , )t W t� . Òàêèé ñåëåêòîð íàçèâàþòü ñåëåêòîðîì
Ïîíòðÿã³íà. Ñôîðìóëþºìî óìîâó Ïîíòðÿã³íà â åêâ³âàëåíòíîìó âèãëÿä³.

Íà ìíîæèí³ � ³ñíóº ñåëåêòîð Ïîíòðÿã³íà � �0 ( , )t , äëÿ ÿêîãî ñïðàâåäëèâå
âêëþ÷åííÿ

0 0� �
�

[ ( , , ) ( , )]W t t

V

� � � �

�
� .

Íåõàé � �( , )t , �:� � L, � = {( , ): }t t� �0   � � , — äåÿêà, ìàéæå âñþäè, îá-
ìåæåíà âèì³ðíà çà t ³ ñóìîâíà çà �, ��[ , ]0 t , äëÿ êîæíîãî t 	 0 ôóíêö³ÿ ³ q t( , , )� � ,
q V L:� 
 � , — äåÿêà, ìàéæå âñþäè, îáìåæåíà âèì³ðíà çà t ³ L B� -âèì³ðíèìè
çà ñóêóïí³ñòþ ( , )� � , ��[ , ]0 t , � �V , ôóíêö³ÿ, ÿê³ íàçèâàòèìåìî ôóíêö³ÿìè çñóâó.
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Íåõàé M1 — îïóêëèé êîìïàêò ç îðòîãîíàëüíîãî äîäàòêà L äî ï³äïðîñòîðó M 0 ó R n

òàêèé, ùî ÿêùî m M� 1, òî � �m M1 ³ M M M m L m M M2 1 1� � � � � �* { : }
� � ��

�

( )M m

m M1

� , äå * — ãåîìåòðè÷íà ð³çíèöÿ Ì³íêîâñüêîãî [1]. Ôóíêö³¿

� �( , )t , q t( , , )� � ³ ìíîæèíè M1, M 2 , äëÿ ÿêèõ ñëóøí³ çàçíà÷åí³ óìîâè òà âëàñòè-
âîñò³, íàçèâàòèìåìî ïðèïóñòèìèìè.

Óìîâà 1. Äëÿ äåÿêèõ ïðèïóñòèìèõ ôóíêö³é çñóâó � �0 ( , )t , ( , )t � ��, ³

q t0 ( , , )� � , ( , , )t V� � � 
� , ñïðàâåäëèâå âêëþ÷åííÿ

0 0 0� � �
�

[ ( , , ) ( , ) ( , , )]W t t q t

V

� � � � � �

�
� .

Ïîçíà÷èìî � � � � � � �( ) ( , ( ), ( , )) ( ) ( , )t t g t t g t t d

t

� � � � �
0

³ ðîçãëÿíåìî äëÿ

��[ , ]0 t , t 	 0, � �V áàãàòîçíà÷í³ â³äîáðàæåííÿ
~

( , , ) { : [ ( )]
~

( , , ) ( , )}A t M t W t t� � 	 	 � � � � �� � � � �0 2 ,

A ( , , ) { : [[ ( , , ) ( , )] [ ( )]]}t W t t M t� � 	 � � � � 	 �� � � � � �0 0 2 , (5)

A q t W t t q t M( , , ) { : [[ ( , , ) ( , ) ( , , )] [� � 	 � � � � � � 	� � � � � � �0 0 2 �( )]]}t . (5*)

ßêùî áàãàòîçíà÷í³ â³äîáðàæåííÿ
~

( , , )A t � � , A ( , , )t � � ³ A q t( , , )� � íå ïî-

ðîæí³ íà ìíîæèí³ � 
V , òî ðîçãëÿíåìî äëÿ ��[ , ]0 t , t 	 0, � �V ðîçâ’ÿçóâàëüí³
ôóíêö³¿ [3]

~ ( , , ) :
~

( , , )*	 � � 	 	 � �t t� �sup{ }A , ~ ( , , ) {
~

*	 � � 	 	 � �t t� �inf : ( , , )}A ,

	 � � 	 	 � �* ( , , ) : ( , , )t t� �sup{ }A , 	 � � 	 	 � �* ( , , ) {t t� �inf : ( , , )}A ,

	 � � 	 	 � �q qt t* ( , , ) : ( , , )� �sup{ }A , 	 � � 	 	 � �
*

( , , )q
qt t� �inf{ : ( , , )}A .

Óìîâà 2. ²ñíóþòü ïðèïóñòèì³ ôóíêö³¿ � �( , )t , q t( , , )� � ³ ìíîæèíà M 2 , äëÿ

ÿêèõ çà âñ³ìà ��[ , ]0 t , t 	 0, � �V áàãàòîçíà÷íå â³äîáðàæåííÿ
~

( , , )A t � � íàáóâàº

íåïóñòèõ çíà÷åííü ³ ñïðàâåäëèâ³ âêëþ÷åííÿ

0 2� � � �
�

{[ ( , , ) ( , )] ( , , )[ ( )]}W t t t M t

V

� � � � � � �

�

A� ,

0 2� � � � �{[ ( , , ) ( , ) ( , , )] ( , , )[ ( )]}W t t q t t M tq� � � � � � � � �

�

A
�V

�

òà íåð³âíîñò³ inf inf
� �

	 � � 	 � �
� �


V V

qt t* *( , , ) ( , , ) , sup sup
� �

	 � � 	 � �
� �

�
V V

qt t* *( , , ) ( , , ) .

Ìîæíà ïîêàçàòè [12], ùî áàãàòîçíà÷í³ â³äîáðàæåííÿ A ( , , )t � � ,
~

( , , )A t � � ³

A q t( , , )� � çàìêíóòîçíà÷í³, L B� -âèì³ðí³ çà ñóêóïí³ñòþ ( , )� � , ��[ , ]0 t , � �V ,
à â³äïîâ³äí³ ðîçâ’ÿçóâàëüí³ ôóíêö³¿ L B� -âèì³ðí³ çà ñóêóïí³ñòþ ( , )� � , ��[ , ]0 t ,
� �V , ³ òîìó âîíè ñóïåðïîçèö³éíî âèì³ðí³ [12], òîáòî 	 � � �* ( , , ( ))t , ~ ( , , ( ))*	 � � �t ,

	 � � �q t* ( , , ( )), 	 � � �* ( , , ( ))t , ~ ( , , ( ))*	 � � �t ³ 	 � � �
*

( , , ( ))q t âèì³ðí³ çà �, ��[ , ]0 t , äëÿ

áóäü-ÿêî¿ âèì³ðíî¿ ôóíêö³¿ �( ) ( )� � �V , äå V ( )� — ñóêóïí³ñòü âèì³ðíèõ ôóíêö³é
� �( ) , �� � �[ , ]0 , ç³ çíà÷åííÿìè ç V . Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî âåðõí³ ðîçâ’ÿçóâàëüí³
ôóíêö³¿ íàï³âíåïåðåðâí³ çâåðõó, íèæí³ — íàï³âíåïåðåðâí³ çíèçó çà çì³ííî¿ � ³ ôóíêö³¿
inf
�

	 � �
�V

t* ( , , ) , inf
�

	 � �
�V

t~ ( , , )* , inf
�

	 � �
�V

q t* ( , , ) , sup
�

	 � �
�V

t
*

( , , ) , sup
�

	 � �
�V

t~ ( , , )* ,

sup
�

	 � �
�V

q t
*

( , , ) âèì³ðí³ çà �, ��[ , ]0 t .

Äëÿ äîïóñòèìèõ ôóíêö³é çñóâó � �( , )t , q t( , , )� � ³ ìíîæèí M1, M 2 ðîçãëÿíå-
ìî ìíîæèíó
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� � � � � � � �
�

*
*( ( ), ( , )) : ( ) , ( , , ) ~ ( ,1

20g t t M q t V t
V

� � � 	
�

sup � �, ) ,M1
�
�
�

��

��[ , ]0 t , sup
�

	 � � �
�

� 
�
�
�

��V

t

t d~ ( , , )*

0

1 . (6)

ßêùî ñï³ââ³äíîøåííÿ â ô³ãóðíèõ äóæêàõ ð³âíîñò³ (6) íå âèêîíóþòüñÿ í³
äëÿ ÿêèõ t � 0, òî ïîêëàäåìî � � � � ��* ( ( ), ( , ))1 g � .

Òåîðåìà 1. Íåõàé äëÿ êîíôë³êòíî-êåðîâàíîãî ïðîöåñó (1), (2) âèêîíàíà
óìîâà 2, äëÿ äåÿêèõ ïðèïóñòèìèõ ôóíêö³é çñóâó � �( , )t , q t( , , )� � ³ ìíîæèí M1,
M 2 ìíîæèíà � � � �* ( ( ), ( , ))1 g � íå ïîðîæíÿ òà � �� � � �* * ( ( ), ( , ))1 1 g � . Òîä³ ãðà ìîæå

áóòè çàê³í÷åíà â ìîìåíò �*
1 ç âèêîðèñòàííÿì êåðóâàííÿ âèãëÿäó (4).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé � �( ) — äîâ³ëüíèé âèì³ðíèé ñåëåêòîð êîìïàêòà V ,
�� �[ , ]*0 1 . Çàçíà÷èìî ñïîñ³á âèáîðó êåðóâàííÿ ïåðåñë³äóâà÷åì.

Ðîçãëÿíåìî äëÿ � �V , �� �[ , ]*0 1 êîìïàêòíîçíà÷íå áàãàòîçíà÷íå â³äîáðàæåííÿ

U * ( , )1 � � �

� � � � � � � � �{u U u q q: ( , ) ( , ) ( , ) ( , , ) ( ,* * * * *� � � � � � � � 	� 1 1 1 1 � � �, )[ ( )]}*M 2
1� � .

Ç óðàõóâàííÿì âëàñòèâîñòåé ïàðàìåòð³â ïðîöåñó (1) ³ íèæíüî¿ ðîçâ’ÿçóâàëü-
íî¿ ôóíêö³¿ 	 � �* *( , , )q �1 êîìïàêòíîçíà÷íå â³äîáðàæåííÿ U * ( , )1 � � º L B� -

âèì³ðíèì [12] äëÿ � �V , �� �[ , ]*0 1 . Òîìó çà òåîðåìîþ ïðî âèì³ðíèé âèá³ð

ñåëåêòîðà [9] áàãàòîçíà÷íå â³äîáðàæåííÿ U * ( , )1 � � ì³ñòèòü L B� -âèì³ðíèé

ñåëåêòîð u* ( , )1 � � , ÿêèé º ñóïåðïîçèö³éíî âèì³ðíîþ ôóíêö³ºþ [12]. Ïðè öüî-

ìó çñóâ q( , , )*�1 � � çà âèçíà÷åííÿì º L B� -âèì³ðíèì [12] çà ( , )� � , � �V ,

�� �[ , ]*0 1 , ³ òàêîæ º ñóïåðïîçèö³éíî âèì³ðíîþ ôóíêö³ºþ.

Ïîêëàäåìî êåðóâàííÿ ïåðøîãî ãðàâöÿ u u* *( ) ( , ( ))1 1� � � �� , �� �[ , ]*0 1 . Âçÿâ-
øè äî óâàãè ôîðìóëó (1), îòðèìàºìî

� � � � � �z q d( ) ( , , ( )) ( )* * *

*

� � � � � �
�

�
1 1

0

1

1

� � � � � �[ ( , ) ( ( ), ( )) ( , ) ( , , ( ))]* * * *� � � � � � � � � � �� 1 1 1 1u q d�

0

1�

�
*

. (7)

Çà âèçíà÷åííÿì ìîìåíòó �*
1 ìàºìî

0 1�M , q M
V

( , , ( )) ~ ( , , ) , [ , ],*
*

* *� � � � �
� �

1 1
1

10� � � 	 � � �
� �

sup sup
V

d~	 � � �*
*
1

0

( , , )
*
1

� 
�

� 1.

Òîä³ ç óðàõóâàííÿì ëåìè 1 ñïðàâåäëèâe âêëþ÷åííÿ q d M( , , ( ))*

*

� �
�

�
1

0
1

1

� � � � .

Çã³äíî ç âèáîðîì êåðóâàííÿ ³ çà âèçíà÷åííÿì ìîìåíòó �*
1 ìàºìî

0 2
1� � �M �( )* ,

� � � � � � � � � � �� ( , ) ( ( ), ( )) ( , ) ( , , ( ))* * * *� � � � � �1 1 1 1u q

� � � �	 � � � �* * *( , , ( ))[ ( )]q M1
2

1 ,

	 � � � � 	 � � �
�

* * * *( , , ( )) ( , , )
* *

q

V

qd d�  � 
�

�

�

� �
1

0

1

0

1 1

sup

 �  �
�

�

�

�

� �sup sup
� �

	 � � � 	 � �
V V

d d* *
*

*( , , ) ~ ( , , )
* *

1

0

1

0

1 1

�  1.
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Òîä³ ç óðàõóâàííÿì ëåìè 1 ñïðàâåäëèâå âêëþ÷åííÿ

[ ( , ) ( ( ), ( )) ( , ) ( , , ( ))]* * * *� � � � � � � � � � � �� � � � � �1 1 1 1u q d

0
2

1

1�

� � � �
*

( )*M � .

Îòæå, ñï³ââ³äíîøåííÿ (7) âèçíà÷àº � � �z M M( ) ( ) ( )* * *� � � � � � � �1
1

1
2

1

� � �M M M1 2 ³, çíà÷èòü, z M( )*
*� �1 , ùî çàâåðøóº äîâåäåííÿ òåîðåìè.

Ëåìà 2. Äëÿ êîíôë³êòíî-êåðîâàíîãî ïðîöåñó (1), (2) âèêîíàíà óìîâà 1 òîä³ ³
ò³ëüêè òîä³, êîëè ³ñíóþòü ïðèïóñòèì³ ôóíêö³¿ � �( , )t , q t( , , )� � ³ ìíîæèíè M1,
M 2 , äëÿ ÿêèõ 0�A q t( , , )� � íà ìíîæèí³ � 
V .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ³ñíóþòü ïðèïóñòèì³ ôóíêö³¿ � �( , )t , q t( , , )� � ³ ìíîæèíè

M1, M 2 , äëÿ ÿêèõ 0�A q t( , , )� � íà ìíîæèí³ � 
V . Òîä³ íóëüîâå çíà÷åííÿ 	
ç óðàõóâàííÿì ñï³ââ³äíîøåííÿ (5*) çàáåçïå÷óº ñïðàâåäëèâ³ñòü âêëþ÷åííÿ
0� � �W t t q t( , , ) ( , ) ( , , )� � � � � � , ( , )t � ��, � �V . Çâ³äñè âèïëèâàº, ùî äëÿ
( , )t � �� ìàºìî 0� � �

�

[ ( , , ) ( , ) ( , , )]W t t q t
V

� � � � � �
�
� , òîáòî ñëóøíà óìîâà 1.

Ïîì³ðêóâàâøè â çâîðîòíîìó ïîðÿäêó, ä³éäåìî ïîòð³áíîãî âèñíîâêó.

Çàóâàæåííÿ 1. ßêùî äëÿ äåÿêèõ ïðèïóñòèìèõ ôóíêö³é � �( , )t , q t( , , )� � ³
ìíîæèí M1, M 2 âèêîíàíà óìîâà 1, òî ç óðàõóâàííÿì ëåìè 2 	 � �

*
( , , )q t �

� �inf{ } = 0	 	 � �: ( , , )A q t íà ìíîæèí³ � 
V . ßêùî âèêîíàíà óìîâà Ïîíòðÿã³íà,
òî çà àíàëîã³ºþ ç ëåìîþ 2 q t( , , )� � � 0, 	 � �

*
( , , )t � inf{ }	 	 � �: ( , , )� �A t

� � �	 � � 	 	 � �
*

( , , ) : ( , , )q
qt tinf{ } = 0A .

Óìîâà 3. Íà ìíîæèí³ � âèêîíàíà óìîâà 2 ³ ñïðàâåäëèâ³ âêëþ÷åííÿ

0 2� � � � �
�

{[ ( , , ) ( , ) ( , , )] ( , , )[
*

W t t q t t M
V

q� � � � � � 	 � �
�

sup �

�

( )]}t

V�
� ,

q t V t M t
V

( , , ) ~ ( , , ) , [ , ]*� 	 � � �
�

� �
�

sup 1 0 .

Çàóâàæåííÿ 2. ßêùî äëÿ äåÿêèõ ïðèïóñòèìèõ ôóíêö³é � �( , )t , q t( , , )� �
³ ìíîæèí M1, M 2 âèêîíàíà óìîâà 1, òî çà àíàëîã³ºþ ç ëåìîþ 2 âèêîíàíà óìî-
âà 3 ³ sup

�

	 � �
�

�
V

q t* ( , , ) 0. ßêùî âèêîíàíà óìîâà Ïîíòðÿã³íà, òî âèêîíàíà óìîâà 3 i

q t( , , )� � � 0, sup
�

	 � �
�

�
V

q t* ( , , ) 0.

Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó

T g t t t d
V

t

V

( ( ), ( , )) : ( , , ) , ~*� 	 � � � 	
� �

� � � � �
� �

�0 1
0

inf sup * ( , , )t d

t

� � �

0

1� �
�
�
�

��

�
�
�

��
. (8)

ßêùî äëÿ äåÿêîãî t 	 0 ìàºìî 	 � �* ( , , )t � �� äëÿ ��[ , ]0 t , � �V , òî â òàêîìó

ðàç³ çíà÷åííÿ â³äïîâ³äíîãî ³íòåãðàëà â ô³ãóðíèõ äóæêàõ ñï³ââ³äíîøåííÿ (8)
ïðèðîäíî ïîêëàñòè ð³âíèì �� ³ t T g t� � �( ( ), ( , ))� , ÿêùî äëÿ öüîãî t ñïðàâåäëèâà
³íøà íåð³âí³ñòü â ô³ãóðíèõ äóæêàõ ñï³ââ³äíîøåííÿ (8). Ó ðàç³, êîëè íåð³âíîñò³
ñï³ââ³äíîøåííÿ (8) íå âèêîíóþòüñÿ äëÿ âñ³õ t 	 0, ïîêëàäåìî T g t( ( ), ( , ))� � � ��.

Òåîðåìà 2. Íåõàé äëÿ êîíôë³êòíî-êåðîâàíîãî ïðîöåñó (1), (2) âèêîíàíà
óìîâà 3, äëÿ äåÿêèõ ïðèïóñòèìèõ ôóíêö³é çñóâó � �( , )t , q t( , , )� � òà ìíîæèí M1,
M 2 ìíîæèíà T g( ( ), ( , ))� � �� íå ïîðîæíÿ ³ T T g� � � �( ( ), ( , ))� . Òîä³ ãðà ìîæå áóòè
çàê³í÷åíà â ìîìåíò T ç âèêîðèñòàííÿì êåðóâàííÿ âèãëÿäó (3).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé � �( ) — äîâ³ëüíèé âèì³ðíèé ñåëåêòîð êîìïàêòà V ,

��[ , ]0 T . Çàçíà÷èìî ñïîñ³á âèáîðó êåðóâàííÿ ïåðåñë³äóâà÷åì.
Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó âèïàäîê � �( , ( ), ( , ))T g T M� � � 2 ³ çàïðîâàäèìî êîí-

òðîëüíó ôóíêö³þ

h t T d T dq

t

V

q

t

T

( ) ( , , ( )) ( , , )*
*

� � �� �
�

1
0

	 � � � � 	 � � �
�

sup , t T�[ , ]0 .
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Çà âèçíà÷åííÿì T ìàºìî

h T d T d
V

q
T

V

T

( ) ( , , ) ( , , )
* *0 1 1

0 0

� � � �
� �

� �sup sup
� �

	 � � � 	 � � � 	 � � �
�

� � 	
�

�1 0
0

sup
V

T

t d~ ( , , )* ,

h T T d T dq

T

V
q

T

( ) ( , , ( )) ( , , )* *� �  � � � �
1 1

0 0

	 � � � � 	 � � �
�
inf 1 0

0

� 
�� inf

�
	 � � �

V

T

T d*( , , ) .

Âíàñë³äîê áåçïåðåðâíîñò³ ôóíêö³¿ h t( ) ³ñíóº òàêèé ìîìåíò ÷àñó t
*

,
t T
*

( , ]� 0 , ùî h t( )
*

� 0. Çàóâàæèìî, ùî ìîìåíò ïåðåìèêàííÿ t* çàëåæèòü â³ä ïå-
ðåä³ñòîð³¿ êåðóâàííÿ äðóãîãî ãðàâöÿ � �t s s t

*
( ) { ( ): [ , ]}

*
� � � 0 .

Ïðîì³æêè ÷àñó [ , )
*

0 t , [ , ]
*

t T íàçèâàòèìåìî «àêòèâíèì» ³ «ïàñèâíèì»
â³äïîâ³äíî. Îïèøåìî ñïîñ³á êåðóâàííÿ ïåðøîãî ãðàâöÿ íà êîæíîìó ç íèõ. Äëÿ
öüîãî ðîçãëÿíåìî êîìïàêòíîçíà÷í³ â³äîáðàæåííÿ

U u U T u T q T1
* ( , ) : ( , ) ( , ) ( , ) ( , , )� � � � � � � � � �� � � � �{ �

� �	 � � �q T M T* ( , , )[ ( )]2 }, ��[ , )
*

0 t , (9)

U u U T u T q T* ( , ) : ( , ) ( , ) ( , ) ( , , )1 � � � � � � � � � �� � � � �{ �

� �
�

sup
�

	 � � �
V

q T M T* ( , , )[ ( )]2 } , ��[ , ]
*

t T . (10)

Áàãàòîçíà÷í³ â³äîáðàæåííÿ U1
* ( , )� � òà U * ( , )1 � � ìàþòü íåïîðîæí³ îáðàçè.

Ç óðàõóâàííÿì âëàñòèâîñòåé ïàðàìåòð³â ïðîöåñó (1), ôóíêö³é 	 � �q T* ( , , ) ³

sup
�

	 � �
�V

q T
*

( , , ) êîìïàêòíîçíà÷í³ â³äîáðàæåííÿ U1
* ( , )� � , ��[ , )

*
0 t , ³ U * ( , )1 � � ,

��[ , ]
*

t T , äëÿ � �V º L B� -âèì³ðíèìè [12]. Òîìó çà òåîðåìîþ ùîäî âèì³ðíîãî âè-
áîðó ñåëåêòîðà [9] â êîæíîìó ç íèõ ³ñíóº õî÷à á ïî îäíîìó L B� -âèì³ðíîìó ñåëåêòî-
ðó u1

* ( , )� � ³ u* ( , )1 � � , ÿê³ º ñóïåðïîçèö³éíî âèì³ðíèìè ôóíêö³ÿìè [12]. Ïîêëàäåìî êå-

ðóâàííÿ ïåðøîãî ãðàâöÿ íà «àêòèâíîìó» ïðîì³æêó ð³âíèì u u1 1
* *( ) ( , ( ))� � � �� ,

��[ , )
*

0 t , à íà «ïàñèâíîìó» — ð³âíèì u u* *( ) ( , ( ))1 1� � � �� , ��[ , ]
*

t T .

Íà îñíîâ³ ôîðìóëè (1) äëÿ âèáðàíèõ êåðóâàíü îòðèìàºìî

� � � � �z T q T d

T

( ) ( , , ( ))� ��
0


� � � � � � � � � � � � �( ) [ ( , ) ( ( ), ( )) ( , ) ( , , ( ))]*T T u T q T d� � �� 1
0

t
*

� � (11)

� � �� [ ( , ) ( ( ), ( )) ( , ) ( , , ( ))]*

*

� � � � � � � � � � � �� T u T q T d

t

T
1 .

Çã³äíî ç óìîâîþ 3 òà çà âèçíà÷åííÿì ìîìåíòó T ìàºìî

0 1�M , q T T M
V

( , , ( )) ~ ( , , )*� � � 	 � �
�

�
�

sup 1, ��[ , ]0 T , sup
�

	 � � �
�

� �
V

T

T d~ ( , , )*

0

1 .

Òîä³ íà ï³äñòàâ³ ëåìè 1 ñïðàâåäëèâå âêëþ÷åííÿ q T d M

T

( , , ( ))� � � �

0
1� � . Ç óðà-

õóâàííÿì îñòàííüîãî âêëþ÷åííÿ ñï³ââ³äíîøåííÿ (9)–(11) âèçíà÷àþòü
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� � 	 � � � � �z T M T T M T dq

t

( ) ( ) ( , , ( ))[ ( )]*
*

� � � � ��1 2
0

� � �
�

� sup
�

	 � � � �
V

q

t

T

T M T d* ( , , )[ ( )]

*

2

� � � ��M T T d M Tq

t

1 2
0

� 	 � � � � �( ) ( , , ( )) [ ( )]*
*

� � �
�

� sup
�

	 � � � �
V

q

t

T

T d M T* ( , , ) [ ( )]

*

2

� � � ��
�

M T T d T dq

t

V

q

t

1
0

1� 	 � � � � 	 � � �
�

( ) ( , , ( )) ( , , )*
*

*

*

sup
T

�
�

 

!
!

"

#

$
$
�

� �
�

 

!
!

"

#

$� �
�

	 � � � � 	 � � �
�

q

t

V

q

t

T

T d T d*
*

( , , ( )) ( , , )
*

*
0

sup
$

� � �M M M M2 1 2 .

Òóò âðàõîâàíî ð³âí³ñòü h t( )* � 0, âêëþ÷åííÿ M M M1 2� � , à ïåðåõ³ä ï³ä ÷àñ
³íòåãðóâàííÿ áàãàòîçíà÷íèõ â³äîáðàæåíü ç ìíîæèíîþ M 2 ìîæíà ï³äòâåðäèòè
çàñòîñóâàííÿì àïàðàòó îïîðíèõ ôóíêö³é [10].

Äëÿ âèïàäêó � �( , ( ), ( , ))T g T M� � � 2 äîñòàòíüî çàñòîñóâàòè òåîðåìó 1, ùî çà-
âåðøóº äîâåäåííÿ òåîðåìè.

ÑÕÅÌÀ ÌÅÒÎÄÓ ÄËß ÊËÀÑÓ ÑÒÐOÁÎÑÊÎÏ²×ÍÈÕ ÑÒÐÀÒÅÃ²É

Ç äîâåäåííÿ òåîðåìè 2 âèïëèâàº, ùî ïåðåñë³äóâà÷ ó ìîìåíò t âèêîðèñòîâóº
³íôîðìàö³þ ïðî � t ( )� , ïðè÷îìó âîíà íåîáõ³äíà ëèøå äëÿ âèçíà÷åííÿ ìîìåíòó
ïåðåìèêàííÿ t

*
, ùî ðîçä³ëÿº àêòèâíèé ³ ïàñèâíèé ³íòåðâàëè. Íà ñàìèõ ³íòåð-

âàëàõ ïåðåñë³äóâà÷ çàñòîñîâóº êîíòðêåðóâàííÿ, ÿêå âèçíà÷àºòüñÿ ñòðîáî-
ñêîï³÷íîþ ñòðàòåã³ºþ. Ó íàâåäåí³é äàë³ òåîðåì³ ïîêàçàíî, ùî äëÿ ðåàë³çàö³¿
ãàðàíòîâàíîãî ÷àñó òåîðåìè 2 ìîæíà îáìåæèòèñÿ êîíòðêåðóâàííÿì.

Óìîâà 4. Íà ìíîæèí³ � âèêîíàíà óìîâà 2 ³ ñïðàâåäëèâå âêëþ÷åííÿ

0 2� � � �
�

�

{[ ( , , ) ( , )] ( , , )[ ( )]*W t t t M t
V

q

V

� � � � 	 � � �
�

�

inf� } .

Òåîðåìà 3. Íåõàé äëÿ êîíôë³êòíî-êåðîâàíîãî ïðîöåñó (1), (2) âèêîíàí³
óìîâè 3, 4, äëÿ äåÿêèõ ïðèïóñòèìèõ ôóíêö³é çñóâó � �( , )t , q t( , , )� � ³ ìíîæèí
M1, M 2 ìíîæèíà T g( ( ), ( , ))� � �� íå º ïîðîæíüîþ ³ T T g� � � �( ( ), ( , ))� . Òîä³ ãðà ìîæå
áóòè çàê³í÷åíà â ìîìåíò T ç âèêîðèñòàííÿì êåðóâàííÿ âèãëÿäó (4).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé � �( ) — äîâ³ëüíèé âèì³ðíèé ñåëåêòîð êîìïàêòà V ,

��[ , ]0 T . Çàçíà÷èìî ñïîñ³á âèáîðó êåðóâàííÿ ïåðåñë³äóâà÷åì.
Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó âèïàäîê � �( , ( ), ( , )T g T M� � � 2 ³ çàïðîâàäèìî êîíò-

ðîëüíó ôóíêö³þ

h t T d T d
V

q

t

V

q

t

T

( ) inf ( , , ) ( , , )*
*� � �

� �
� �1
0

� �

	 � � � 	 � � �sup , t T�[ , ]0 .

Çà âèçíà÷åííÿì T ìàºìî

h T d T d
V

q
T

V

T

( ) ( , , ) ( , , )
* *

0 1 1
0 0

� � � �
� �

� �sup sup
� �

	 � � � 	 � � � 	 � � �
�

� � 	
��1 0

0

max
V

T

t d~ ( , , )* ,

h T T d T d
V

q

T

V

T

( ) ( , , ) ( , , )* *� �  
� �� �1

0 0

inf inf
� �

	 � � � 	 � � � 0 .
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Âíàñë³äîê áåçïåðåðâíîñò³ ôóíêö³¿ h t( ) ³ñíóº òàêèé ìîìåíò ÷àñó t
*

,
t T
*

( , ]� 0 , ùî h t( )
*

� 0. Â³äçíà÷èìî, ùî ìîìåíò ïåðåìèêàííÿ t
*

íå çàëåæèòü â³ä
ïåðåä³ñòîð³¿ êåðóâàííÿ äðóãîãî ãðàâöÿ � �t s s t

*
( ) { ( ): [ , ]}*� � � 0 .

Ïðîì³æêè ÷àñó [ , )*0 t , [ , ]*t T íàçèâàòèìåìî «àêòèâíèì» ³ «ïàñèâíèì»
â³äïîâ³äíî. Îïèøåìî ñïîñ³á êåðóâàííÿ ïåðøîãî ãðàâöÿ íà êîæíîìó ç íèõ. Äëÿ
öüîãî ðîçãëÿíåìî êîìïàêòíîçíà÷í³ â³äîáðàæåííÿ

U u U T u T q T2
* ( , ) : ( , ) ( , ) ( , ) ( , , )� � � � � � � � � �� � � � �{ �

(12)

� �
�

inf
�

	 � � �
V

q T M T* ( , , )[ ( )]2 }, ��[ , )*0 t ,

U u U T u T q T* ( , ) { : ( , ) ( , ) ( , ) ( , , )2 � � � � � � � � � �� � � � ��
(13)

� �
�

sup
�

	 � � �
V

q T M T* ( , , )[ ( )]2 }, ��[ , ]
*

t T .

Áàãàòîçíà÷í³ â³äîáðàæåííÿ U 2
* ( , )� � ³ U * ( , )2 � � ìàþòü íåïîðîæí³ îáðàçè.

Ç óðàõóâàííÿì âëàñòèâîñòåé ïàðàìåòð³â ïðîöåñó (1), ôóíêö³é inf
�

	 � �
�V

q T* ( , , ) òà

sup
�

	 � �
�V

q T* ( , , ) êîìïàêòíîçíà÷í³ â³äîáðàæåííÿ U 2
* ( , )� � , ��[ , )*0 t , ³ U * ( , )2 � � ,

��[ , ]
*

t T , äëÿ � �V º L B� -âèì³ðíèìè [12]. Òîìó çà òåîðåìîþ ùîäî âèì³ðíîãî
âèáîðó ñåëåêòîðà [9] â êîæíîìó ç íèõ ³ñíóº õî÷à á ïî îäíîìó L B� -âèì³ðíîìó
ñåëåêòîðó u2

* ( , )� � ³ u* ( , )2 � � , ÿê³ º ñóïåðïîçèö³éíî âèì³ðíèìè ôóíêö³ÿìè [12].

Ïîêëàäåìî êåðóâàííÿ ïåðøîãî ãðàâöÿ íà «àêòèâíîìó» ïðîì³æêó ð³âíèì
u u2 2

* *( ) ( , ( ))� � � �� , ��[ , )*0 t , à íà «ïàñèâíîìó» — ð³âíèì u u* *( ) ( , ( ))2 2� � � �� ,

��[ , ]
*

t T .
Çã³äíî ç ôîðìóëîþ (1) äëÿ âèáðàíèõ êåðóâàíü îòðèìàºìî

� � � � �z T q T d

T

( ) ( , , ( ))� ��
0

� � � � � � � � �( ) ( ( , ) ( ( ), ( )) ( , )*
*

T T u T

t

� � �� � 2
0

� � � �q T d T u T q T( , , ( ))) ( ( , ) ( ( ), ( )) ( , ) ( ,*� � � � � � � � � � � �� 2 � � � �, ( )))

*

d

t

T

� .

(14)

Ç óðàõóâàííÿì óìîâè 3 òà çà âèçíà÷åííÿì ìîìåíòó T ìàºìî

0 1�M , q T T M T T
V V

( , , ( )) ~ ( , , ) , [ , ], ~*� � � 	 � � � 	
� �

� �
� �

sup sup (*
1 0 , , )

0

� � �
T

d� � 1.

Òîä³ çã³äíî ç ëåìîþ 1 ñïðàâåäëèâå âêëþ÷åííÿ q T d M

T

( , , ( ))� � � �

0
1� � . Ç óðàõó-

âàííÿì îñòàííüîãî âêëþ÷åííÿ ñï³ââ³äíîøåííÿ (12)–(14) âèçíà÷àþòü

� � 	 � � � � 

�

z T M T T M T d
V

q

t

( ) ( ) ( , , )[ ( )]*
*

� � � �
��1 2

0

inf

� � �
�

� sup
�

	 � � � �
V

q

t

T

T M T d* ( , , )[ ( )]

*

2

� � � �
��M T T d M T

V
q

t

1 2
0

� 	 � � � �
�

( ) ( , , ) [ ( )]*
*

inf � � �
�

� sup
�

	 � � � �
V

q

t

T

T d M T
*

( , , ) [ ( )]

*

2
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� � � �
� �

�M T T d T d
V

q

t

V

q
1

0

1� 	 � � � 	 � �
� �

( ) ( , , ) ( , , )*
*

*

inf sup �

t

T

*

�
�

 

!
!

"

#

$
$
�

� �
�

 

!
! � �
� �inf sup

� �

	 � � � 	 � � �
V

q

t

V

q

t

T

T d T d*
*

( , , ) ( , , )
*

*0

"

#

$
$

� � �M M M M2 1 2 .

Òóò âðàõîâàíî ð³âí³ñòü h t( )* � 0, âêëþ÷åííÿ M M M1 2� � , à ïåðåõ³ä ï³ä ÷àñ
³íòåãðóâàííÿ áàãàòîçíà÷íèõ â³äîáðàæåíü ç ìíîæèíîþ M 2 ìîæíà ï³äòâåðäèòè
çàñòîñóâàííÿì àïàðàòó îïîðíèõ ôóíêö³é [10].

Äëÿ âèïàäêó � �( , ( ), ( , ))T g T M� � � 2 äîñòàòíüî çàñòîñóâàòè òåîðåìó 1, ùî çà-
âåðøóº äîâåäåííÿ òåîðåìè.

ÏÐÈÊËÀÄ

Ðîçãëÿíåìî ïðîñòèé ðóõ

�z u� � �, z R n� , z z( )0 0� , � �S , u S a� 1 , a 	1, M M S* � � � , M 0 0� , �	 0.

Òóò S — îäèíè÷íà êóëÿ ç öåíòðîì ó íóë³, S a
1 — ê³ëüöå ç öåíòðîì ó íóë³,

çîâí³øí³ì ðàä³óñîì a ³ âíóòð³øí³ì ðàä³óñîì îäèíèöÿ. Ïîêëàäåìî

M l S1 1� , M M M l S l S2 1 1 2� � � �* ( )� , l l2 1� �� , l1 0	 , �	 l1,

äå * — ãåîìåòðè÷íà ð³çíèöÿ Ì³íêîâñüêîãî [1].
Óìîâà Ïîíòðÿã³íà íå ìàº ì³ñöÿ, îñê³ëüêè S Sa

1 * ��. Âèáåðåìî ôóíêö³þ

çñóâó � �( , )t � 0. Îñê³ëüêè � ( , )t E� � , E — îäèíè÷íà ìàòðèöÿ, ³ � � E, ìàºìî
�( )t z� 0 . Òîä³ áàãàòîçíà÷íå â³äîáðàæåííÿ A ( , , )t � � íå çàëåæèòü â³ä t, � ³ ìàº
âèãëÿä

A A( , , ) ( , ) { :[ ] [ ] }t z S l S za� � � 	 � 	� � � � % � ��0 1 2 00 .

Âîíî ìàº íåïîðîæí³ îáðàçè, òîìó ñïðàâåäëèâå âêëþ÷åííÿ

0 1 0 2 0� � � �
�

{[ ] ( , )[ ]}S z l S za

S

� �

�

A� .

Îòæå, óìîâà 2 âèêîíàíà.
Âåðõíÿ ðîçâ’ÿçóâàëüíà ôóíêö³ÿ âèçíà÷àºòüñÿ ç³ ñï³ââ³äíîøåííÿ

	 � � 	 � 	 � 	* *( , , ) ( , ) { :[ ] [ ] }t z aS l S za� � � � % � �� �0 1 2 00sup

� 	 � � � � 	 � � �sup sup{{ : [ ] [ ] } : || || [	 	 � 	 	 � 	 	0 00 2 0z a l S z a l2 ]} ,

òîìó âîíà º á³ëüøèì ïîçèòèâíèì êîðåíåì êâàäðàòíîãî ð³âíÿííÿ

( || || ) [( , ) ] ( || || )z l z al a0
2

2
2 2

0 2
2 22 0� � � � � �	 � 	 � .

Îòæå, ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

	 �* ( , )z0 �
( , ) [( , ) ] ( || || )( || || )

|

� � �z al z al z l a0 2 0 2
2

0
2

2
2 2 2� � � � � �

| ||z l0
2

2
2�

.

Ïðè öüîìó ìàºìî, ùî min ( , )
|| ||

*
�

	 �
�

�
�

�S
z

a

z l
0

0 2

1
äîñÿãàºòüñÿ äëÿ � � �

z

z

0

0|| ||
.

Íèæíÿ ðîçâ’ÿçóâàëüíà ôóíêö³ÿ âèçíà÷àºòüñÿ ç³ ñï³ââ³äíîøåííÿ

	 � � 	 � 	 � 	* *( , , ) ( , ) :[ ] [ ] }t z S l S za� � � � % � �� �0 1 2 00inf{

� � � � � � � � � �sup sup{ : [ ] [ ]} { : || || [	 	 � 	 � 	 	0 0 12 0 0 2l S z S z l ]} ,
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òîìó âîíà º á³ëüøèì ïîçèòèâíèì êîðåíåì êâàäðàòíîãî ð³âíÿííÿ

( || || ) [( , ) ] ( || || )z l z l0
2

2
2 2

0 2
22 1 0� � � � � �	 � 	 � .

Îòæå, îòðèìàºìî

	 �* ( , )z0 �
( , ) [( , ) ] ( || || ( ) )( || || )

||

� � �z l z l z l0 2 0 2
2

0
2

2
2 21� � � � � �

z l0
2

2
2|| ( )�

.

Ïðè öüîìó ìàºìî, ùî max ( , )
|| ||*�
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�

�
�S

z
z l

0
0 2

2
äîñÿãàºòüñÿ äëÿ � �

z

z

0

0|| ||
.

Âåðõíÿ ðîçâ’ÿçóâàëüíà ôóíêö³ÿ ~ ( , , )*	 � �t âèçíà÷àºòüñÿ ç³ ñï³ââ³äíîøåííÿ

~ ( , , ) ~ ( , ) { : [ ] [ ]}* *	 � � 	 � 	 	 �t z l S z aS� � � � � � �0 2 00sup

� � � � �sup { : || || [ ]}	 � 	 	0 10 2z l ,

òîìó âîíà º á³ëüøèì ïîçèòèâíèì êîðåíåì êâàäðàòíîãî ð³âíÿííÿ

( || || ) [( , ) ] ( || || )z l z al a0
2

2
2 2

0 2
2 22 0� � � � � �	 � 	 � .

Îòæå, îòðèìàºìî

~ ( , )*	 � z0 �
( , ) [( , ) ] ( || || ( ) )( || ||� � �z al z al z l a0 2 0 2

2
0

2
2

2 2 2� � � � � � )

|| || ( )z l0
2

2
2�

.

Ïðè öüîìó ìàºìî, ùî max ~ ( , )
|| ||

*
�

	 �
�

�
�

�S
z

a

z l
0

0 2

1
äîñÿãàºòüñÿ äëÿ � �

z

z

0

0|| ||
.

Ïîêëàäåìî q z z z l
z

z
( , ) ( , )[ || || ]

|| ||*� 	 �0 0 0 2
0

0
� � . Çà ïîáóäîâîþ äëÿ âñ³õ

� �S ñïðàâåäëèâå âêëþ÷åííÿ � �� �q z S( , )0
0 , äå S 0 — êîëî îäèíè÷íîãî

ðàä³óñà. Òîä³ ìàºìî

[ ( , )] [ ] * ( )S q z S w S S a Sa

S

a

w S

a
1 0 1 1

0

0

1� � & � � � �
� �

� �

�
� � .

Îòæå, 0 1 0� � �
�

[ ( , )]S q za

S

� �

�
� ³ ñïðàâåäëèâà óìîâà 1, òîìó

0 00 1 0 2 0� � � � � % � ��A q
az S q z l S z( , ) { : [ ( , )] [ ] }� 	 � � 	 .

Ç óðàõóâàííÿì ëåìè 2 òà çàóâàæåííÿ 2 ìàºìî max ( , , )*�
	 � �

�
�

S

q t 0. Ëåãêî

ïåðåâ³ðèòè, ùî min ( , ) min ( , )
|| ||

* *
� �

	 � 	 �
� �

� �
�

�S
q

S
z z

a

z l
0 0

0 2

1
. Ùîá ïîêàçàòè âèêî-

íóâàí³ñòü óìîâè 3, çàëèøèëîñÿ ïåðåêîíàòèñÿ ó ñïðàâåäëèâîñò³ âêëþ÷åííÿ

q V z z z l
z

zS S
( , ) max ( , )[ || || ]

|| ||
max ~

*0 0 0 2
0

0
� � �

� �� �
	 � 	 * ( , )

|| ||
� z l

z

z
0 1

0

0
.

Îñòàííº âêëþ÷åííÿ ñïðàâåäëèâå, ÿêùî ïàðàìåòðè ãðè çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

2

1 1
1 0

2 0a

l z

l z�


�

/ || ||

( / || || )
. (15)

Ç îãëÿäó íà ïîáóäîâó âåðõíüî¿ ³ íèæíüî¿ ðîçâ’ÿçóâàëüíèõ ôóíêö³é ìàº âè-
êîíóâàòèñÿ óìîâà min ( , ) max ( , )*

*� �
	 � 	 �

� �
�

S S
z z0 0 , ùî çóìîâëþº íåð³âí³ñòü

a

l z

a
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�
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�

�

1

1

1

12 0 1 0( / || || ) ( / || || )
. (16)
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Ïåðåâ³ðèìî ñïðàâåäëèâ³ñòü óìîâè 4. Ìàþòü ì³ñöå ñï³ââ³äíîøåííÿ
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� �
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Îòæå, ÿêùî ïàðàìåòðè ãðè çàäîâîëüíÿþòü ñï³ââ³äíîøåííÿ (15)–(17), äëÿ ïðè-
êëàäó âèêîíóþòüñÿ âñ³ óìîâè òåîðåì 2 ³ 3. Çàóâàæèìî, ùî ñï³ââ³äíîøåí-

íÿ (15)–(17) âèêîíóþòüñÿ, íàïðèêëàä, ÿêùî l l l1 2� � ,
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ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ó ðîáîò³ ðîçãëÿíóòî ïðîáëåìó çáëèæåííÿ êåðîâàíèõ îá’ºêò³â â ³ãðîâèõ çàäà-
÷àõ äèíàì³êè. Ñôîðìóëüîâàíî äîñòàòí³ óìîâè çàê³í÷åííÿ ãðè çà ê³íöåâèé ãà-
ðàíòîâàíèé ÷àñ ó ðàç³, êîëè óìîâà Ïîíòðÿã³íà íå âèêîíóºòüñÿ. Ââåäåíî
âåðõí³ ³ íèæí³ ðîçâ’ÿçóâàëüí³ ôóíêö³¿ ñïåö³àëüíîãî òèïó ³ íà ¿õí³é îñíîâ³ çà-
ïðîïîíîâàíî íîâó ñõåìó ìåòîäó ðîçâ’ÿçóâàëüíèõ ôóíêö³é, ùî çàáåçïå÷óº çà-
âåðøåííÿ êîíôë³êòíî-êåðîâàíîãî ïðîöåñó â êëàñ³ êâàç³ñòðàòåã³é ³ êîíòðêåðó-
âàíü. Íàâåäåíî ³ëþñòðàòèâíèé ïðèêëàä.
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I.S. Rappoport
TO SOLVING THE PROBLEM OF APPROACH OF CONTROLLED
OBJECTS IN DYNAMIC GAME PROBLEMS

Abstract. The problem of a guaranteed result in game problems of approach of controlled
objects is considered. A method for solving such problems is proposed. It involves constructing
some scalar functions that qualitatively characterize the course of approach of controlled
objects and the efficiency of the decisions made. Such functions are called resolving functions.
In contrast to the main scheme of the method, the case is considered where the classical
Pontryagin condition does not hold. In this situation, instead of the Pontryagin selector, which
does not exist, some shift functions are considered and with their help special multivalued
mappings are introduced. They generate upper and lower resolving functions, which are used
to formulate the sufficient conditions for the game completion in a certain guaranteed time.
An example is given to illustrate the approach of controlled objects with a simple motion, in
order to obtain upper and lower resolving functions in explicit form, which allows making
a conclusion about the possibility of ending the game when the Pontryagin condition does not
hold.

Keywords: quasilinear differential game, multi-valued mapping, measurable selector,
stroboscopic strategy, resolving function.
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