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Àíîòàö³ÿ. Ðîçãëÿíóòî äèôåðåíö³àëüíî-ð³çíèöåâ³ ³ãðè çáëèæåííÿ ç äåê³ëüêîìà çàï³çíþâàí-
íÿìè. Ðîçðîáëåíî ñõåìè ìåòîäó ðîçâ’ÿçóâàëüíèõ ôóíêö³é òà ïåðøîãî ïðÿìîãî ìåòîäó
Ïîíòðÿã³íà. Îäåðæàíî äîñòàòí³ óìîâè çàâåðøåííÿ ãðè. Âïåðøå â òàêèõ ³ãðàõ äëÿ ñèñòåì
ç êîìóòàòèâíèìè ìàòðèöÿìè òà ñèñòåì ç ÷èñòèì çàï³çíþâàííÿì âèêîðèñòîâóþòüñÿ çðó÷í³
äëÿ ÷èñåëüíî¿ ðåàë³çàö³¿ íîâ³ ïðåäñòàâëåííÿ ôîðìóëè Êîø³.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: êîíôë³êòíî-êåðîâàíèé ïðîöåñ, äèôåðåíö³àëüí³ ³ãðè, äèôåðåíö³àëü-
íî-ð³çíèöåâ³ ³ãðè, ìåòîä ðîçâ’ÿçóâàëüíèõ ôóíêö³é, ïåðøèé ïðÿìèé ìåòîä Ïîíòðÿã³íà.

ÂÑÒÓÏ

Ó ö³é ðîáîò³ ðîçãëÿíóòî ïðîáëåìè çáëèæåííÿ êåðîâàíèõ îá’ºêò³â, äèíàì³êà
ÿêèõ îïèñóºòüñÿ ñèñòåìîþ äèôåðåíö³àëüíî-ð³çíèöåâèõ ð³âíÿíü ç äåê³ëüêîìà
çàï³çíþâàííÿìè. Çã³äíî ç Ð. Àéçåêñîì [1] ³ãðè ïåðåñë³äóâàííÿ ïîä³ëÿþòüñÿ íà
³ãðè ñòóïåíÿ òà ³ãðè ÿêîñò³. Ðåçóëüòàòîì ãðè ñòóïåíÿ ââàæàºòüñÿ îäíå çíà÷åí-
íÿ ç êîíòèíóóìà ìîæëèâèõ çíà÷åíü, ÿêå ìîæå ïðèéìàòè ïëàò³æ ãðè. Ãðà
ÿêîñò³ ìàº ñê³í÷åííå ÷èñëî ìîæëèâèõ ðåçóëüòàò³â, ÿê³ çàëåæàòü â³ä ìîæëè-
âîñò³ îäíîãî ³ç ãðàâö³â äîñÿãíóòè ñâîº¿ ìåòè. Ó ãð³ ïåðåñë³äóâàííÿ, íàïðèê-
ëàä, ìåòîþ îäíîãî ãðàâöÿ ìîæå áóòè çàõîïëåííÿ ³íøîãî. Äëÿ äðóãîãî âèïàä-
êó ìåòîäè ãàðàíòîâàíîãî ðåçóëüòàòó âèçíà÷àþòü óìîâè âèãðàøó ãðàâöÿ,
çà ÿêèõ ìîæíà íå çâàæàòè íà îïòèìàëüí³ñòü, ùî ç ïðàêòè÷íî¿ òî÷êè çîðó äëÿ
êîíôë³êòíî-êåðîâàíèõ ïðîöåñ³â á³ëüø âèïðàâäàíî. Ó ö³é ðîáîò³ ðîçãëÿäàþòü-
ñÿ ñàìå òàê³ ìåòîäè, çîêðåìà ïåðøèé ïðÿìèé ìåòîä Ïîíòðÿã³íà [2, 3] ³ ìåòîä
ðîçâ’ÿçóâàëüíèõ ôóíêö³é [4–13]. Ö³ ìåòîäè äàþòü çìîãó åôåêòèâíî âèêîðèñ-
òîâóâàòè ñó÷àñíó òåõí³êó áàãàòîçíà÷íèõ â³äîáðàæåíü ³ îäåðæóâàòè çì³ñòîâí³
ðåçóëüòàòè [14, 15]. Öÿ ñòàòòÿ ïðèñâÿ÷åíà çàñòîñóâàííþ çàçíà÷åíèõ ìåòîä³â
ó äèôåðåíö³àëüíèõ ³ãðàõ çáëèæåííÿ ³ç çàï³çíþâàííÿìè. Ðàí³øå ïåðøèé ïðÿ-
ìèé ìåòîä Ïîíòðÿã³íà çàñòîñîâóâàâñÿ â ë³í³éíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ³ãðàõ ïåðå-
ñë³äóâàííÿ ³ç çàï³çíþâàííÿì ó ðîáîò³ [16], ìåòîä ðîçâ’ÿçóâàëüíèõ ôóíêö³é
â äèôåðåíö³àëüíî-ð³çíèöåâ³é ãð³ ç îäíèì çàï³çíþâàííÿìè — ó ðîáîòàõ [17–26].
Äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ öèõ çàäà÷ âèêîðèñòîâóâàëè ôîðìóëó Êîø³ çã³äíî ç [27], ùî
áóëî äîâîë³ ñêëàäíî çàñòîñîâóâàòè äî øèðîêîãî êîëà ïðèêëàä³â, àáî âèêîðèñ-
òîâóâàëàñü ôóíäàìåíòàëüíà ìàòðèöÿ ñèñòåìè ó âèãëÿä³ çàï³çíþâàëüíîãî åê-
ñïîíåíö³àëà [28] äëÿ ñèñòåì ç ÷èñòèì çàï³çíþâàííÿì òà ñèñòåì ç ïåðåñòàâíè-
ìè ìàòðèöÿìè. Îòðèìàí³ íàðàç³ ðåçóëüòàòè ðîçâ’ÿçê³â äèôåðåíö³àëüíî-ð³çíè-
öåâèõ ñèñòåì ç äåê³ëüêîìà çàï³çíþâàííÿìè, íà â³äì³íó â³ä âèâ÷åíèõ ïðîöåñ³â
ç îäíèì çàï³çíþâàííÿì, äàþòü ìîæëèâ³ñòü ñóòòºâî ðîçøèðèòè êîëî çàäà÷
³ âïåðøå ðîçâèíóòè ö³ ìåòîäè äëÿ òàêèõ ñèñòåì.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×²

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó çáëèæåííÿ, çàäàíó ñèñòåìîþ äèôåðåíö³àëüíî-ð³çíèöåâèõ
ð³âíÿíü

z t Az t B z t B z t f u t v t tn n( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ), ( )), ,� � � � � � � �1 1 0� �� (1)
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ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ

z t t t n( ) ( ), [ , ], : { }.� � � � � �� � � � �0 1max � (2)

Òóò z t R N( )� — Åâêë³ä³â n -âèì³ðíèé ïðîñò³ð. Âèçíà÷èìî M N — ë³í³éíèé

ïðîñò³ð âñ³õ N N� ñòàëèõ ìàòðèöü, � ³ � 0 — ìíîæèíè âñ³õ äîäàòíèõ
³ íåâ³ä’ºìíèõ ö³ëèõ ÷èñåë â³äïîâ³äíî. Ïîêëàäåìî äëÿ ïîðîæíüî¿ ñóìè ð³âí³ñòü
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B Bn1, ..., . Áëîê êåðóâàííÿ çàäàºòüñÿ ôóíêö³ºþ f u v f U V R N( , ), : ,� � íåïå-

ðåðâíîþ çà ñóêóïí³ñòþ çì³ííèõ íà ïðÿìîìó äîáóòêó íåïîðîæí³õ êîìïàêò³â
U ³ V .

Ââàæàºìî, ùî ãðà â³äáóâàºòüñÿ íà ïðîì³æêó ÷àñó [ , ].0 T Êåðóâàííÿ ãðàâö³â
u s u R U( ), : ,� � ³ v s v R V( ), : ,� � º âèì³ðíèìè ôóíêö³ÿìè ÷àñó. Òåðì³íàëüíà
ìíîæèíà º öèë³íäðè÷íîþ ³ ìàº âèãëÿä

M M M* ,� �0 (3)

äå M 0 — ë³í³éíèé ï³äïðîñò³ð ç R N , à M — íåïîðîæí³é êîìïàêò ç îðòîãî-

íàëüíîãî äîïîâíåííÿ L äî M 0 â R N .

Ïåðøèé ( )u ³ äðóãèé ��) ãðàâö³ ìàòèìóòü ïðîòèëåæí³ ö³ë³. Ïåðøèé ãðàâåöü (ïå-
ðåñë³äóâà÷) íàìàãàºòüñÿ âèâåñòè òðàºêòîð³þ ïðîöåñó (1), (2) íà òåðì³íàëüíó ìíîæè-
íó (3) çà íàéìåíøèé ÷àñ, à äðóãèé ãðàâåöü (âò³êà÷) íàìàãàºòüñÿ óíèêíóòè çóñòð³÷³

àáî ìàêñèìàëüíî â³äòÿãíóòè ìîìåíò ïîïàäàííÿ íà òåðì³íàëüíó ìíîæèíó M * . Ñòà-
íåìî íà á³ê ïåðåñë³äóâà÷à ³ éîãî êåðóâàííÿ â ìîìåíò t âèáåðåìî íà îñíîâ³ ³íôîð-
ìàö³¿ ïðî � ( )t ³ vt ( ) — ïåðåä³ñòîð³ÿ êåðóâàííÿ âò³êà÷à äî ìîìåíòó
t v v s s tt( ( ) { ( ) : [ , ]}) � � 0 ó âèãëÿä³ âèì³ðíî¿ ôóíêö³¿ u t( ) � u t vt( ( ), ( )) ,�  t T�[ , ],0
u t U( ) .� Ó öüîìó ðàç³ áóäåìî ãîâîðèòè, ùî éîãî êåðóâàííÿ çàäàºòüñÿ êâàç³ñòðà-
òåã³ºþ. Ó âèïàäêó, êîëè ïåðåñë³äóâà÷ ïðèéìàº ð³øåííÿ â ìîìåíò t ëèøå íà îñíîâ³
³íôîðìàö³¿ ïðî ïî÷àòêîâèé ñòàí � ( )t ³ ìèòòºâîãî çíà÷åííÿ êåðóâàííÿ âò³êà÷à
u t u t v t t T u t U( ) ( ( ), ( )) , [ , ], ( ) ,� � �� 0 êàæóòü ïðî êîíòðêåðóâàííÿ çà Êðàñî-
âñüêèì [29] íà îñíîâ³ ñòðîáîñêîï³÷íî¿ ñòðàòåã³¿ Î. Õàéºêà [30].

ÄÈÔÅÐÅÍÖ²ÀËÜÍÎ-Ð²ÇÍÈÖÅÂ² ÑÈÑÒÅÌÈ Ç ÄÅÊ²ËÜÊÎÌÀ ÇÀÏ²ÇÍÞÂÀÍÍßÌÈ

Ó ðîáîò³ [31] ïîêðîêîâèì ìåòîäîì îäåðæàíå ïðåäñòàâëåííÿ çàãàëüíîãî ðîçâ’ÿçêó
ñèñòåìè äèôåðåí³öàëüíî-ð³çíèöåâèõ ð³âíÿíü ç îäíèì çàï³çíþâàííÿì [32].
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N� � �, ([ ], ) ,1 0 f : [ , )0 � �

� R N . Òîä³ çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ Êîø³ äëÿ ñèñòåìè �( ) ( )z t Bz t� � ��

� �f t t( ), ,0 ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ z t t t( ) ( ) , [ , ],� � �� � 0 ìàº âèãëÿä

z t e e s ds eBt B t s B t st
( ) ( ) ( )( ) ( ).
� � � �� �

�
� �� �� �

�

� �
�� � �

0

0
f s ds t( ) , .� ��

Òóò eBt
� — çàï³çíþâàëüíèé åêñïîíåíö³àë, ÿêèé çàäàºòüñÿ ôîðìóëîþ

e

t

t

Bt B
t

B
t k

Bt

k

� �

� �

� � �

� �
�

� �
� �

�� �

�� �

�
�

,

,

( )
...

( ( )

0

2

12
2 ��

� �
k

k
k t k k

!
, ( ) , ,� � � �

�

�

�
�

�

�
� 1 �

äå �, I — íóëüîâà òà îäèíè÷íà N N� ìàòðèö³ â³äïîâ³äíî.

ISSN 1019-5262. Ê³áåðíåòèêà òà ñèñòåìíèé àíàë³ç, 2021, òîì 57, ¹ 5 133



Òàêå ïðåäñòàâëåííÿ çàãàëüíîãî ðîçâ’ÿçêó áóëî âèêîðèñòàíî â ðîáîòàõ
[20, 25, 26] äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ äèôåðåíö³àëüíî-ð³çíèöåâèõ ³ãîð çáëèæåííÿ ìåòîäîì
ðîçâ’ÿçóâàëüíèõ ôóíêö³é. Öåé ðåçóëüòàò áóëî óçàãàëüíåíî â [33] äëÿ âèïàäêó

ïîñò³éíèõ çàï³çíåíü ç ïî÷àòêîâîþ ôóíêö³ºþ êëàñó C 1.
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Çàï³çíþâàëüíèé åêñïîíåíö³àë çíàõîäèòüñÿ çà äîïîìîãîþ ³íäóêö³¿ ³ òîìó íå-
çðó÷íèé äëÿ ïðàêòè÷íîãî çàñòîñóâàííÿ. Ó ö³é ñòàòò³ áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè
íîâå ïðåäñòàâëåííÿ ðîçâ’ÿçêó ñèñòåìè (4) ó ðàêóðñ³ òàêîãî îçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 1. Íåõàé n Bn n� � � � � � � � �� �, ... , : { },0 1 1 1� � �� � max � �

� � �B Mn N , � �� �C R N([ , ], ) ,0 f R N: [ , )0 � � — çàäàíà ôóíêö³ÿ. Ôóíêö³ÿ

x R N: [ , )� � �� º ðîçâ’ÿçêîì çàäà÷³ Êîø³ (4) , (2) íà [ , )0 � , ÿêùî
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âî¿ ïîõ³äíî¿) ³ x t( ) çàäîâîëüíÿº óìîâó (2).
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�

0

0
01

n t
X t s f s ds t
 �� � �

�
�
�

�� 0
0( ) ( ) , ,

äå

X t
t

P
i ii

n
B

t

n

ii
n

( )
( )

!
�

�




�

�
�





�

� �

�

�

�

�

� ��

1

0

1

�

(6)

äëÿ âñ³õ t �� , P D
� çàäàíî ôîðìóëîþ (5) ³ B B Bn� � �( ) .1 �

Ëåìà 4 [34]. Íåõàé n n n� � � � � �� �, ... , : max{ , ..., },0 1 1� � � � � ìàòðèö³

A B Bn, 1� �� �M N òàê³, ùî A êîìóòàòèâíà ç êîæíîþ Bi , òîáòî AB B Ai i� äëÿ

âñ³õ i n�1, ..., , � �� �C R N([ , ], ) ,0 ³ f R N: [ , )0 � � — çàäàíà ôóíêö³ÿ. Òîä³

ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ Êîø³ (1), (2) ìàº âèãëÿä

z t
t t

Y t Y t s B s dsj jj

j( )
( ), ,

( ) ( ) ( ) ( )
�

� � �

� � ���

� �

� � �
�

0

0
01

n t
Y t s f s ds t
 �� � �

�
�
�

�� 0
0( ) ( ) , ,

äå

Y t e
t

PAt i ii

n
B

t

n

ii
n

( )
( )

!
� 

�




�

�
�





�

� �

�

�

�

�

� ��

1

0

1

�

(7)

äëÿ âñ³õ t �� , P D
� çàäàíî ôîðìóëîþ (5), B B Bn� ( , ..., )1 ³ B B ek k

A k� � �

äëÿ âñ³õ k n�1, ..., .
Ïðèêëàä 1. Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó Êîø³

�( ) . ( ) ( ) ( ) ( . ) , ,x t x t x t x t x t t� � � � � � � � � �3 5 2 1 2 3 2 5 1 0

x t t t( ) , [ . ; ].� � � �2 5 0

Ðîçâ’ÿçîê ö³º¿ çàäà÷³ ç âèêîðèñòàííÿì ëåìè 4 íàâåäåíî â [35].
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ÑÕÅÌÀ ÌÅÒÎÄÓ ÐÎÇÂ’ßÇÓÂÀËÜÍÈÕ ÔÓÍÊÖ²É

Íåõàé  — îïåðàòîð îðòîãîíàëüíîãî ïðîºêòóâàííÿ ç R N â L. Ïîêëàäåìî
� �( , ) { ( , ): }U v u v u U� � ³ ðîçãëÿíåìî áàãàòîçíà÷í³ â³äîáðàæåííÿ W t v( , ) �
� �

�
 K t f U v W t W t v

v V
( ) ( , ) , ( ) ( , ) ,� äå ìàòðèöÿ K t( ) âèçíà÷àºòüñÿ ð³âí³ñòþ (7)

äëÿ ñèñòåìè (1) àáî ð³âí³ñòþ (6) äëÿ ñèñòåìè (4).
Ðîçãëÿíåìî óìîâó Ïîíòðÿã³íà: â³äîáðàæåííÿ W t( ) �	 äëÿ âñ³õ t � 0.
Îñê³ëüêè áàãàòîçíà÷íå â³äîáðàæåííÿ W t v( , ) íåïåðåðâíå íà ìíîæèí³

[ , ) ,0 � �V òî W t( ) íàï³âíåïåðåðâíå çâåðõó, à îòæå, ³ Áîðåëåâå, òîìó ³ñíóº õî÷à á
îäèí Áîðåëåâèé ñåëåêòîð � ( ) ,t � ( ) ( ) ,t W t� t � 0 [36]. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Ã

ñóêóïí³ñòü Áîðåëåâèõ ñåëåêòîð³â áàãàòîçíà÷íîãî â³äîáðàæåííÿ W t( ) ,
çàô³êñóºìî äåÿêèé ºëåìåíò � ( ) �Ã ³ ïîêëàäåìî

� � �  ���� �  � �
�

( , ( ), ( )) ( ) ( ) ( )t K t K t s B s dsj jj

j  � � ��� 01
n t

s ds
 �� � � � .
0

(8)

Óâåäåìî ðîçâ’ÿçóâàëüíó ôóíêö³þ

� � � �( , , ( ), , ( )) sup{ : [ ( , )t s v W t s v  � � � �0

� � �   �	� � � � �( )] [ ( , ( ) , ( )] }.t s M t� (9)

Ïîçíà÷èìî
T t t s ds

v V

t
( ( ) , ( )) inf{ : inf ( , , ( ) , ( ))� � � � �  � �   �

��0 1
0

}, � ( ) . �Ã (10)

Îñê³ëüêè W t( ) íàï³âíåïåðåðâíå áàãàòîçíà÷íå â³äîáðàæåííÿ ³ ôóíêö³ÿ
� � �( , ( ), ( ))t   íåïåðåðâíà, òîä³ ôóíêö³ÿ � � �( , , ( ), , ( ))t s v  íàï³âíåïåðåðâíà çâåðõó
ïî v, à òîìó º Áîðåëåâîþ ôóíêö³ºþ çà ( , ) , [ , ], .s v s t V� �0 � Ç ðîáîòè [37]

âèïëèâàº, ùî ôóíêö³ÿ inf ( , , ( ) , ( ))
�

� � �
�

 
V

t s ³íòåãðîâíà ïî s t�[ , ]0 . ßêùî

íåð³âí³ñòü ó ô³ãóðíèõ äóæêàõ (9) íå âèêîíóºòüñÿ äëÿ âñ³õ t � 0, òî áóäåìî ïîêëàäà-

òè T ( ( ), ( )) .� �  � � ßêùî � � �( , ( ), ( )) ,t M  � t � 0, òî inf ( , , ( ) , ( ))
�

� � �
�

  � �
V

t s

³ â öüîìó âèïàäêó çíà÷åííÿ ³íòåãðàëà â (9) ïîêëàäåìî ð³âíèì íåñê³í÷åííîñò³,
òîáòî íåð³âí³ñòü â (10) âèêîíóºòüñÿ àâòîìàòè÷íî.

Òåîðåìà 1. Íåõàé â ñèñòåì³ (4) , (2) n n� � � � �� �, ... ,0 1� �

B B Mn N1� � �� , � � �: max{ , ..., },� 1 n � �� �C R N([ , ], )0 ³ f R N: [ , )0 � � — åê-

ñïîíåíö³àëüíî îáìåæåíà ôóíêö³ÿ, à òàêîæ âèêîíóºòüñÿ óìîâà Ïîíòðÿã³íà, ìíî-
æèíà M îïóêëà, äëÿ ïî÷àòêîâîãî ñòàíó f ( ) ³ äåÿêîãî ñåëåêòîðà � ( ) �Ã

T T�   � �( ( ) , ( )) ,� � K t( ) âèçíà÷àºòüñÿ ð³âí³ñòþ (6). Òîä³ òðàºêòîð³ÿ ïðîöåñó (4), (2)
ìîæå äîñÿãòè òåðì³íàëüíî¿ ìíîæèíè (3) ç ïî÷àòêîâîãî ñòàíó f ( ) â ìîìåíò T çà
äîïîìîãîþ êåðóâàííÿ ó âèãëÿä³ êâàç³ñòðàòåã³¿.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé v s v s V s T( ), ( ) , [ , ],� � 0 — äîâ³ëüíà âèì³ðíà ôóíêö³ÿ ³

� � �( , ( ), ( )) .T M  � Çà äîïîìîãîþ êîíòðîëüíî¿ ôóíêö³¿ h t T s v
t

( ) ( , , ( ), ,� � �1
0

� �

� ( )) , ds t � 0, çíàõîäèòèìåìî ìîìåíò ïåðåìèêàííÿ t t v� �� ( ( )) , 0� ��t T , ç «àê-
òèâíîãî» ïðîì³æêó ÷àñó [ , )0 t� íà «ïàñèâíèé» [ , ]t T� çà óìîâîþ h t( ) .� � 0 Îïèøå-
ìî ñïîñ³á âèáîðó êåðóâàííÿ ïåðåñë³äóâà÷åì íà êàæíîìó ç öèõ ïðîì³æê³â ÷àñó.
Ðîçãëÿíåìî áàãàòîçíà÷íå â³äîáðàæåííÿ

U s u U K T s f u T s1 ( , ) { : ( ) ( , ) ( )�  � �� � � � � �

�   �  � � � � � �( , , ( ), , ( ))[ ( , ( ), ( ))]}.T s v M T (11)

Â³äîáðàæåííÿ U s v1 ( , ) º Áîðåëåâèì, òîä³ éîãî ñåëåêòîð u s v1 ( , ) �
� lex minU s v1 ( , ) º Áîðåëåâîþ ôóíêö³ºþ çà ñóêóïí³ñòþ çì³ííèõ. Êåðóâàííÿ
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ïåðåñë³äóâà÷åì íà ïðîì³æêó [ , )0 t� ïîêëàäåìî ð³âíèì u s u s v s( ) ( , ( )) .� 1 Âîíî º
âèì³ðíîþ ôóíêö³ºþ ÿê ñóïåðïîçèö³ÿ çîâí³øíüî¿ Áîðåëåâî¿ òà âèì³ðíî¿
ôóíêö³¿.

Ïîêëàäåìî � � �( , , ( ), , ( ))T s v  � 0 äëÿ s t T� �[ , ]. Òîä³ â³äîáðàæåííÿ
U s v u U K T s f u s v s T s2 0( , ) { : ( ) ( ( ), ( )) ( ) },� � � � � � � s t T� �[ , ], ��V , òàêîæ º
Áîðåëåâîþ ôóíêö³ºþ çà ñóêóïí³ñòþ çì³ííèõ ³ ¿¿ ñåëåêòîð u s v U s v2 2( , ) ( , )� lex min º
Áîðåëåâîþ ôóíêö³ºþ.

Êåðóâàííÿ ïåðåñë³äóâà÷åì íà ïðîì³æêó ÷àñó [ , ]t T� ïîêëàäåìî ð³âíèì

u s u s v s( ) ( , ( )) .� 2 (12)

Âîíî òàêîæ º âèì³ðíîþ ôóíêö³ºþ ÷àñó. Íåõàé � � �( , ( ), ( )) .T M  � Òîä³ êåðó-
âàííÿ ïåðåñë³äóâà÷åì íà ïðîì³æêó [ , ]0 T âèáåðåìî ó âèãëÿä³ (12).

Îòæå, âèçíà÷åíî çàêîí êåðóâàííÿ ïåðåñë³äóâà÷åì äëÿ äîâ³ëüíî¿ ñèòóàö³¿.
Ïîêàæåìî, ùî ïðè öüîìó òðàºêòîð³ÿ ïðîöåñó (4), (2) â ìîìåíò Ò ïîòðàïëÿº íà
òåðì³íàëüíó ìíîæèíó (3) çà äîâ³ëüíèõ êåðóâàíü âò³êà÷à. Çà ëåìîþ 3 äëÿ
ñèñòåìè (4) ìàºìî

  �  � �
�

z T X T X T s B s ds
j

n
j j

j( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � � � ��
 �0 1 0

� �� X T s f s ds
T

0
( ) ( ) . (13)

Ïðîàíàë³çóºìî ñïî÷àòêó âèïàäîê, êîëè � � �( , ( ), ( )) .T M  � Äëÿ öüîãî äîäàìî

³ â³äí³ìåìî â ïðàâ³é ÷àñòèí³ ð³âíîñò³ (13) âåëè÷èíó � ( ) :T s ds

T

��
0

  �  � � �
�

z T X T X T s B s ds
j

j

n
j j

T

( ) [ ( ) ( ) ( ) ( ) (� � � � ��
 ��0
01

0

T s ds� �) ]

� � � �� [ ( ) ( ( ), ( )) ( )] . �X T s f u s v s T s ds
T

0

Ç óðàõóâàííÿì (8), (9), (11) îäåðæèìî

 � � � � � � � �z T T T s v M T( ) ( , ( ), ( )) ( , , ( ), , ( ))[ ( , ( )�   �   �  , ( ))].� 

Çã³äíî ³ç çàêîíîì âèáîðó êåðóâàííÿ ìàòèìåìî

 � � � � � � �z T T T s v ds
t

( ) ( , ( ), ( )) ( ( , , ( ), , ( )) )*�   �   ��1
0 0

t
T s v Mds

* ( , , ( ), , ( )) ,�  � �

çâ³äêè, âðàõîâóþ÷è ð³âí³ñòü � � �
0

1
t

T s v ds
* ( , , ( ), , ( ))�   � ³ óìîâó îïóêëîñò³ ìíî-

æèíè Ì , îäåðæóºìî âêëþ÷åííÿ z T M( ) ,� ùî ð³âíîñèëüíî z T M( ) .*�

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè � � �( , ( ), ( )) .T M  � Òîä³ êåðóâàííÿ ïåðåñë³äóâà-
÷åì âèáåðåìî ó âèãëÿä³ (12) ³ ç (13) îäåðæèìî âêëþ÷åííÿ z T M( ) ,� ùî ³ òðåáà
áóëî äîâåñòè.

Àíàëîã³÷íî ìîæíà äîâåñòè òàêó òåîðåìó.
Òåîðåìà 2. Íåõàé â ñèñòåì³ (1) ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ (2) n��, 0 1� �� ...

... , : { },� � � � �� � � �n n� max 1 � ìàòðèö³ A B B Mn N, 1� � �� òàê³, ùî A êîìóòà-

òèâíà ç êîæíîþ Bi , òîáòî AB B Ai i� äëÿ âñ³õ i n�1, ..., , � �� �C R N([ , ] , )0 ³

f R N:[ , )0 � � , à òàêîæ âèêîíóºòüñÿ óìîâà Ïîíòðÿã³íà, ìíîæèíà M îïóêëà, äëÿ

ïî÷àòêîâîãî ñòàíó f ( ) ³ äåÿêîãî ñåëåêòîðà � ( ) �Ã T T�   � �( ( ), ( )) ,� � äå K t( )
âèçíà÷àºòüñÿ ð³âí³ñòþ (7). Òîä³ òðàºêòîð³ÿ ïðîöåñó (1), (2) ìîæå äîñÿãòè
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òåðì³íàëüíî¿ ìíîæèíè (3) ç ïî÷àòêîâîãî ñòàíó f ( ) â ìîìåíò T çà äîïîìîãîþ
êåðóâàííÿ ó âèãëÿä³ êâàç³ñòðàòåã³¿.

²ç ïðàâèëà ïîáóäîâè êåðóâàííÿ ïåðåñë³äóâà÷åì ó ñõåì³ ìåòîäó ðîçâ’ÿçó-
âàëüíèõ ôóíêö³é âèïëèâàº, ùî â ìîìåíò t t T, [ , ],� 0 ïåðåñë³äóâà÷ âèêîðèñòîâóº
³íôîðìàö³þ ïðî ïåðåä³ñòîð³þ vt ( ) êåðóâàííÿ âò³êà÷à, ïðè÷îìó âîíà íåîáõ³äíà
ò³ëüêè äëÿ âèçíà÷åííÿ ìîìåíòà ïåðåêëþ÷åííÿ t* ç «àêòèâíîãî» ïðîì³æêó ÷àñó
íà «ïàñèâíèé». Íà ñàìèõ æå ïðîì³æêàõ ïåðåñë³äóâà÷ âèêîðèñòîâóº êîíòðêåðó-
âàííÿ çà Êðàñîâñüêèì, òîìó âèíèêàº ïèòàííÿ, çà ÿêèõ óìîâ ìîæíà îáìåæèòèñÿ
êîíòðêåðóâàííÿìè, òîáòî íå âèêîðèñòîâóâàòè ³íôîðìàö³þ ïðî ïåðåä³ñòîð³þ êå-
ðóâàííÿ âò³êà÷à. Äîñòàòí³ óìîâè çàâåðøåííÿ ãðè â êîíòðêåðóâàííÿõ äëÿ ìåòîäà
ðîçâ’ÿçóâàëüíèõ ôóíêö³é îäåðæàíî â [38].

Ïèòàííÿ ïðî ïðàêòè÷íå çíàõîæäåííÿ ðîçâ’ÿçóâàëüíèõ ôóíêö³é äëÿ
ë³í³éíèõ ïðîöåñ³â ìîæíà çâåñòè äî òåîðåìè.

Òåîðåìà 3. Íåõàé â ñèñòåì³ (4) ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ (2) n� � ��, ...0 1�

... ,� ��n � � � �: max{ , ..., },� 1 n B B Mn N1� � �� , � �� �C R N([ , ], )0 ³ f :[ , )0 � �

� R N — åêñïîíåíö³àëüíî îáìåæåíà ôóíêö³ÿ, ïðè÷îìó f t u t v t( ) ( ) ( )� � , à òà-

êîæ âèêîíóºòüñÿ óìîâà Ïîíòðÿã³íà, ³ñíóþòü íåïåðåðâíà äîäàòíà ôóíêö³ÿ r t( ),

r R R: ,� �� ³ ÷èñëî l � 0 òàê³, ùî X t U r t S M lS( ) ( ) , ,� � äå S � îäèíè÷íà êóëÿ

L ç öåíòðîì â íóë³, X t( ) âèçíà÷åíà ð³âí³ñòþ (6). Òîä³ ðîçâ’ÿçóâàëüíà ôóíêö³ÿ

� � �( , , ( ), , ( )), , ,t s v s t z R N  � � �0 v V� , � ( ) , �Ã äëÿ � � �( , ( ), ( ))t   � lS º

á³ëüøèì äîäàòíèì êîðåíåì êâàäðàòíîãî ð³âíÿííÿ â³äíîñíî �:

 � �� � � �X t s v t s t r t s l( ) ( ) ( , ( ), ( )) ( ) .� � � �   � � � (14)

Äîâåäåííÿ. Ç óìîâè òåîðåìè ³ âèðàçó (9) âèïëèâàº, ùî ðîçâ’ÿçóâàëüíà
ôóíêö³ÿ äëÿ ô³êñîâàíèõ çíà÷åíü àðãóìåíò³â º òàêèì ìàêñèìàëüíèì ÷èñëîì �,
ùî

{ ( ) ( ) ( )} { ( , ( ), ( ))} ;r t s S X t s v t s lS t� � � � �  �   �	 � � � � �

öå ð³âíîñèëüíî âêëþ÷åííþ

 � �� � � �X t s v t s t r t s l S( ) ( ) ( , ( ), ( )) [ ( ) ] .� � � �   � � �

Âíàñë³äîê ë³í³éíîñò³ çà � ë³âî¿ ÷àñòèíè îñòàííüîãî âêëþ÷åííÿ äëÿ ìàêñè-
ìàëüíîãî � âåêòîð  � �� � �X t s v t s t( ) ( ) ( , ( ), ( ))� � � �   ðîçòàøîâóâàòèìåòüñÿ
íà ìåæ³ êóë³ [ ( ) ] ,r t s l S� � � ùî ³ âèðàæåíî ð³âí³ñòþ (14).

Àíàëîãè÷íî ìîæíà äîâåñòè òåîðåìó.
Òåîðåìà 4. Íåõàé â ñèñòåì³ (1) ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ (2) n� � ��, ...0 1�

... ,� ��n � � � �: { },� � �max 1 � n ìàòðèö³ A B B Mn N, 1� � �� òàê³, ùî A êîìóòàòèâ-

íà ç êîæíîþ Bi , òîáòî AB B Ai i� äëÿ âñ³õ i n�1, ..., , � �� �C R N([ , ], )0 ³

f R N:[ , ) ,0 � � à òàêîæ âèêîíóºòüñÿ óìîâà Ïîíòðÿã³íà, ³ñíóº íåïåðåðâíà äîäàò-

íà ôóíêö³ÿ r t r R R( ), : ,� �� ³ ÷èñëî l � 0 òàê³, ùî X t U r t S( ) ( ) ,� M lS� , äå

S — îäèíè÷íà êóëÿ ïðîñòîðó L ç öåíòðîì â íóë³, X t( ) âèçíà÷åíà ð³âí³ñòþ (7).

Òîä³ ðîçâ’ÿçóâàëüíà ôóíêö³ÿ � � �( , , ( ), , ( )), , ,t s v s t z R N  � � �0 v V� ,

� ( ) , �Ã äëÿ � � �( , ( ), ( ))t lS  � º á³ëüøèì äîäàòíèì êîðåíåì êâàäðàòíîãî ð³âíÿí-
íÿ â³äíîñíî �:

 � �� � � �X t s v t s t r t s l( ) ( ) ( , ( ), ( )) ( ) .� � � �   � � �
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ÑÕÅÌÀ ÏÅÐØÎÃÎ ÏÐßÌÎÃÎ ÌÅÒÎÄÓ ÏÎÍÒÐßÃ²ÍÀ

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó çáëèæåííÿ, äå ïðîöåñ îïèñàíî ñèñòåìîþ äèôåðåíö³àëü-
íî-ð³çíèöåâèõ ð³âíÿíü ç äåê³ëüêîìà çàï³çíþâàííÿìè (1) àáî ç ÷èñòèìè
çàï³çíþâàííÿìè âèãëÿäó (4) ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ (2) ³ òåðì³íàëüíîþ ìíîæè-

íîþ (3). Óâåäåìî ôóíêö³þ Ïîíòðÿã³íà P z P R RN( ), : ,�

P z t K t K t s B s ds
j

j

n
j j( ) : ( ) ( ) ( ) ( )� � � � � ��
 �min{ 0 0

01 � � �
�

M �

�� W s ds
t

0
( ) }, (15)

äå K t( ) äëÿ ñèñòåìè (1) çàäàºòüñÿ ð³âí³ñòþ (7), à äëÿ ñèñòåìè (4) —
ð³âí³ñòþ (6). ßêùî âêëþ÷åííÿ ó ô³ãóðíèõ äóæêàõ íå âèêîíóºòüñÿ äëÿ æîäíî-
ãî t � 0, òî ïîêëàäåìî P z( ) .� �

Òåîðåìà 5. Íåõàé äëÿ êîíôë³êòíî êåðîâàíîãî ïðîöåñó (4) ç ïî÷àòêîâîþ
óìîâîþ (2) n n� � � � �� �, ... ,0 1� � � � �: { },� � �max 1 � n B B Mn N1� � �� ,

� �� �C R N([ , ], )0 ³ f R N: [ , )0 � � — åêñïîíåíö³àëüíî îáìåæåíà ôóíêö³ÿ, à òà-

êîæ âèêîíóºòüñÿ óìîâà Ïîíòðÿã³íà, M îïóêëà ³ äëÿ äåÿêîãî ïî÷àòêîâîãî ñòàíó
� �( ) : ( ( )) .0 00P P� � � Òîä³ òðàºêòîð³ÿ ïðîöåñó (4), (2) äîñÿãíå òåðì³íàëüíî¿
ìíîæèíè (3) ç ïî÷àòêîâîãî ñòàíó � ( )0 â ìîìåíò P0 .

Äîâåäåííÿ. Ç óìîâè òåîðåìè âèïëèâàº âêëþ÷åííÿ

 � � �
�

X P K P s B s ds M W P
j

j

n
j j

P
( ) ( ) ( ) ( ) (0 01 0 0 00 0� � � � � ��
 �� s ds) .

Òîä³ ³ñíóþòü òî÷êà m M� ³ ñåëåêòîð � ( ) �Ã òàê³, ùî

 � � �
�

X P K P s B s ds
j

j

n
j j( ) ( ) ( ) ( )0 01 00 � � � ��
 �

� � ��m P s ds
P

�
0 0

0 ( ) . (16)

Ðîçãëÿíåìî áàãàòîçíà÷íå â³äîáðàæåííÿ

U s v u U K P s f u s v s P s( , ) { : ( ) ( ( ), ( )) ( ) },� � � � � � �0 0 0 (17)

s P v V� �[ , ],0 0 . Âîíî º Áîðåëåâèì çà ( , )s v . Ñåëåêòîð

u s v U s v( , ) ( , )� lex min (18)

º Áîðåëåâîþ çà ( , )s v ôóíêö³ºþ. Êåðóâàííÿ ïåðåñë³äóâà÷åì ïîêëàäåìî ð³âíèì

u s u s v s s P( ) ( , ( )), [ , ],� � 0 0 (19)

äå v s v s V s P( ) , ( ) , [ , ]� � 0 0 , — äîâ³ëüíå êåðóâàííÿ âò³êà÷à, ÿêå äîïóñ-
êàºòüñÿ, ³ ÿêå º Áîðåëåâîþ ôóíêö³ºþ ÷àñó. Âðàõîâóþ÷è ð³âí³ñòü (16), ç
(17)–(19) îäåðæóºìî

  �  � �
�

z P X P X P s B s ds
j

j

n
j j( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 01 00� � � � ��
 �

� � � �� X P s f s ds m M
P

0 0
0 ( ) ( ) .

Çâ³äêè âèïëèâàº z P M( ) *
0 � , ùî ³ òðåáà áóëî äîâåñòè.

Àíàëîãè÷íî ìîæíà äîâåñòè òàêó òåîðåìó.
Òåîðåìà 6. Íåõàé äëÿ êîíôë³êòíî êåðîâàíîãî ïðîöåñó (1) ç ïî÷àòêîâîþ

óìîâîþ (2) n n n� � � � � � � �� �, ... , : { },0 1 1� � � � �max � ìàòðèö³ A B Bn, 1� � ��
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�M N òàê³, ùî A êîìóòàòèâíà ç êîæíîþ Bi , òîáòî AB B Ai i� äëÿ âñ³õ i n�1, ..., ,

� �� �C R N([ , ], )0 ³ f R N: [ , ) ,0 � � à òàêîæ âèêîíóºòüñÿ óìîâà Ïîíòðÿã³íà, M

îïóêëà ³ äëÿ äåÿêîãî ïî÷àòêîâîãî ñòàíó � ( )0 P P0 0: ( ( )) .� � �� Òîä³ òðàºêòîð³ÿ
ïðîöåñó (1), (2) ìîæå äîñÿãòè òåðì³íàëüíî¿ ìíîæèíè (3) ç ïî÷àòêîâîãî ñòàíó
� ( )0 â ìîìåíò P0 .

Íàñë³äîê 1. Íåõàé äëÿ êîíôë³êòíî êåðîâàíîãî ïðîöåñó (4) ç ïî÷àòêîâîþ
óìîâîþ (2) n n� � � � �� �, ... ,0 1� � � � �: { },� � �max 1 � n B B Mn N1� � �� ,

� �� �C R N([ , ], )0 ³ f R N: [ , )0 � � — åêñïîíåíö³àëüíî îáìåæåíà ôóíêö³ÿ,

à òàêîæ âèêîíóºòüñÿ óìîâà Ïîíòðÿã³íà. Òîä³ äëÿ äîâ³ëüíîãî ïî÷àòêîâîãî ñòàíó
� ( ) ³ñíóº ñåëåêòîð � ( ) �Ã òàêèé, ùî T P( ( ), ( )) ( ( )) .� � �  � 

Íàñë³äîê 2. Íåõàé äëÿ êîíôë³êòíî êåðîâàíîãî ïðîöåñó (1) ç ïî÷àòêîâîþ
óìîâîþ (2) n n� � � � �� �, ... ,0 1� � � � �: { },� � �max 1 � n ìàòðèöi A B Bn, 1� � ��

�M N òàê³, ùî A êîìóòàòèâíà ç êîæíîþ Bi , òîáòî AB B Ai i� äëÿ âñ³õ

i n�1, ..., , � �� �C R N([ , ], )0 ³ f R N: [ , )0 � � , à òàêîæ âèêîíóºòüñÿ óìîâà Ïîí-

òðÿã³íà. Òîä³ äëÿ äîâ³ëüíîãî ïî÷àòêîâîãî ñòàíó � ( ) ³ñíóº ñåëåêòîð � ( ) �Ã òà-
êèé, ùî T P( ( ), ( )) ( ( )) .� � �  � 

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ó ðîáîò³ ðîçãëÿíóòî äèôåðåíö³àëüíî-ð³çíèöåâ³ ³ãðè çáëèæåííÿ ç äåê³ëüêîìà
çàï³çíþâàííÿìè. Ïîáóäîâàíî ñõåìè ìåòîä³â ðîçâ’ÿçóâàëüíèõ ôóíêö³é òà ïåð-
øîãî ïðÿìîãî ìåòîäó Ïîíòðÿã³íà äëÿ òàêèõ ³ãîð. Äëÿ ïîáóäîâè êåðóâàííÿ ïå-
ðåñë³äóâà÷åì áóëî âèêîðèñòàíî ôîðìóëè Êîø³ äëÿ äèôåðåíö³àëüíî-ð³çíèöå-
âèõ ñèñòåì ç äåê³ëüêîìà çàï³çíþâàííÿìè ³ ïîïàðíî ïåðåñòàâíèìè ìàòðèöÿìè,
ÿê³ íåùîäàâíî îäåðæàíî ó ðîáîò³ [34]. Íàäàë³ ïëàíóºòüñÿ ðîçâèíóòè ñõåìè
ìåòîä³â ðîçâ’ÿçóâàëüíèõ ôóíêö³é òà ïåðøîãî ïðÿìîãî ìåòîäó Ïîíòðÿã³íà
äëÿ äèôåðåíö³àëüíî-ð³çíèöåâèõ ³ãîð çáëèæåííÿ ç³ çì³ííèìè çàï³çíþâàííÿìè
òà äëÿ âèïàäêó ãðóïîâî¿ çàäà÷³ çáëèæåííÿ ç äåê³ëüêîìà ïåðåñë³äóâà÷àìè
³ îäíèì âò³êà÷åì.
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L.V. Baranovska

DIFFERENTIAL-DIFFERENCE GAMES OF APPROACH WITH MULTIPLE DELAYS

Abstract. Differential-difference games of approach with multiple delays are considered. The schemes of
the method of resolving functions and of the first direct Pontryagin’s method are developed. Sufficient con-
ditions for the game completion are obtained. For the first time in these games, new Cauchy formulas con-
venient for numerical implementation are used for systems with permutation matrices and systems with
pure delay.

Keywords: conflict-controlled process, differential games, differential-difference games, resolving function
method, Pontryagin’s first direct method.
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