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Àíîòàö³ÿ. Íàâåäåíî íîâ³ ðåçóëüòàòè ùîäî ³ñíóâàííÿ ð³âíîâàãè Íåøà â ³ãðàõ âèäîáóòêó
ðåñóðñ³â ç äîâ³ëüíîþ ê³ëüê³ñòþ àãåíò³â. Ó ïîáóäîâàí³é ìîäåë³ âïîäîáàííÿ ãðàâö³â º ³äåí-
òè÷íèìè, ôóíêö³ÿ êîðèñíîñò³ ìàº ñòåïåíåâèé âèãëÿä, ïîñë³äîâí³ñòü ñòàí³â ç³ ñï³ëüíèõ
³íâåñòèö³é ó÷àñíèê³â ôîðìóºòüñÿ ãåîìåòðè÷íèì âèïàäêîâèì áëóêàííÿì. Çàñòîñîâàíî ³òå-
ðàòèâíèé ìåòîä ïîáóäîâè íåðàíäîì³çîâàíî¿ ñòàö³îíàðíî¿ ð³âíîâàãè Íåøà ó ãð³ ç íåñê³í-
÷åííèì ãîðèçîíòîì. Äîâåäåíî íàëåæí³ñòü ïîëîæåííÿ ð³âíîâàãè äî ìíîæèíè íåîïòèìàëü-
íèõ çà Ïàðåòî ñòðàòåã³é.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ñòîõàñòè÷í³ ³ãðè, âèäîáóòîê ðåñóðñ³â, íàêîïè÷åííÿ êàï³òàëó, ñòàö³îíàðíà
ð³âíîâàãà Íåøà, ñòåïåíåâà ôóíêö³ÿ êîðèñíîñò³, ãåîìåòðè÷íå âèïàäêîâå áëóêàííÿ.

ÂÑÒÓÏ

Ñòîõàñòè÷íà ãðà âèäîáóòêó ðåñóðñ³â, òàêîæ â³äîìà ÿê ãðà ç íàêîïè÷åííÿ

êàï³òàëó, íàëåæèòü äî êëàñó äèíàì³÷íèõ ³ãîð ç íåíóëüîâîþ ñóìîþ òà íå-

çë³÷åííèì ïðîñòîðîì ñòàí³â. Ó êîíòåêñò³ òåîð³¿ ³ãîð çàäà÷à âïåðøå áóëà

ñôîðìóëüîâàíà â [1] äëÿ ìîäåëþâàííÿ åêîíîì³÷íî¿ âçàºìîä³¿ àãåíò³â çà óìîâè

ñï³ëüíîãî êîðèñòóâàííÿ ðåñóðñîì. ²ñòîðè÷íî ³ñíóâàííÿ ó ãð³ ñòàö³îíàðíî¿

ð³âíîâàãè Íåøà â ÷èñòèõ ñòðàòåã³ÿõ îòðèìóâàëîñü çà ðàõóíîê ïåâíèõ ñòðóê-

òóðíèõ ïðèïóùåíü. Ó [2] âèçíà÷åíà ìîæëèâ³ñòü ð³âíîâàãè ó äåòåðì³íîâàí³é

ìîäåë³. Ðåçóëüòàò ïîøèðåíî íà ñòîõàñòè÷íèé âèïàäîê ó [3, 4], äå ôóíêö³¿ êî-

ðèñíîñò³ ãðàâö³â º ñèìåòðè÷íèìè ³ îáìåæåíèìè.

Ó [5] âïåðøå âèëó÷åíî óìîâó îáìåæåíîñò³ ôóíêö³¿ êîðèñíîñò³ ³ ïðîñòîðó

ñòàí³â, à òàêîæ íàâåäåíî çàãàëüí³øèé ðîçïîä³ë ïåðåõîäó. Ç ³íøîãî áîêó, ó ãð³

çáåðåæåíà ñèìåòðè÷í³ñòü, à ìíîæèíó ãðàâö³â ñêëàäàþòü ëèøå äâîº ó÷àñíèê³â.

Íåñèìåòðè÷íèé âèïàäîê îïèñàíî â [6], äå äîâåäåíî ³ñíóâàííÿ ñòàö³îíàðíî¿

ð³âíîâàãè Íåøà ì³æ äâîìà ãðàâöÿìè, ôóíêö³¿ êîðèñíîñò³ ÿêèõ íå îáìåæóþòüñÿ.

ßê éìîâ³ðí³ñòü ïåðåõîäó ì³æ ñòàíàìè ðîçãëÿíóòî îïóêëó êîìá³íàö³þ ñòîõàñòè÷-

íèõ ÿäåð, çàëåæíèõ ëèøå â³ä çì³ííî¿ ñòàíó ³ íåçàëåæíèõ â³ä ð³øåíü. Âîäíî÷àñ

äîïóñêàºòüñÿ çàëåæí³ñòü êîåô³ö³ºíò³â êîìá³íàö³¿ â³ä ñï³ëüíî¿ ³íâåñòèö³¿ ãðàâö³â

íà ïîòî÷íîìó åòàï³. Íå çâàæàþ÷è íà ñòðîã³ñòü ïðèïóùåííÿ, âîíî áóëî òèïîâèì

ó äîñë³äæåííÿõ ãðè âèäîáóòêó ðåñóðñ³â. Çîêðåìà, òàêèé ðîçïîä³ë ïåðåõîäó ðîç-

ãëÿíóòî ó äîñë³äæåíí³ [7], äå ³òåðàòèâíèì øëÿõîì âèçíà÷àºòüñÿ ñòàö³îíàðíà

ð³âíîâàãà Íåøà äëÿ ñèìåòðè÷íî¿ ãðè ç äîâ³ëüíîþ ê³ëüê³ñòþ ó÷àñíèê³â,

îáìåæåíèì ïðîñòîðîì ñòàí³â ³ îáìåæåíîþ ôóíêö³ºþ êîðèñíîñò³.

Ó ïîñòàíîâö³ çàäà÷³ çàïðîïîíîâàíî¿ ðîáîòè ðîçãëÿäàºòüñÿ ñèìåòðè÷íà ìî-

äåëü ãðè, â ÿê³é âèëó÷åíî óìîâó îáìåæåíîñò³ ôóíêö³¿ êîðèñíîñò³, ïðîñò³ð ñòàí³â

ðîçøèðåíî äî [ ; )0 � � , âñòàíîâëåíî çàëåæí³ñòü âåëè÷èíè ñòàíó â³ä ³íâåñòèö³¿

ãðàâö³â íàïðÿìó, à íå îïîñåðåäêîâàíî ÷åðåç ³ìîâ³ðíîñò³ âèáîðó òîãî ÷è ³íøîãî

ñòîõàñòè÷íîãî ÿäðà. Íà â³äì³íó â³ä ñòàòò³ [5], äîçâîëåíà ó÷àñòü äîâ³ëüíî¿

ê³ëüêîñò³ ãðàâö³â. Òàêèì ÷èíîì, ñòðóêòóðó ãðè âçÿòî ç ðîçøèðåíîãî êëàñó, àëå

çîñåðåäæåíî óâàãó íà êîíêðåòíîìó âèãëÿä³ ôóíêö³¿ êîðèñíîñò³ ³ ðîçïîä³ëó ïåðå-

õîäó, âèá³ð ÿêèõ º åêîíîì³÷íî îá´ðóíòîâàíèì. Ïî-ïåðøå, âèêîðèñòîâóºòüñÿ ñòå-

ïåíåâà ôóíêö³ÿ êîðèñíîñò³. Öå çóìîâëåíî ¿¿ ïîïóëÿðí³ñòþ â ïðàêòè÷íîìó çàñòî-
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ñóâàíí³, ùî ìîæíà ïîÿñíèòè âëàñòèâ³ñòþ ôóíêö³¿ çáåð³ãàòè ñòàëó â³äíîñíó

óíèêëèâ³ñòü ðèçèêó. Â³äïîâ³äí³ñòü ö³º¿ ÿêîñò³ ðåàëüí³é ïîâåä³íö³ ³íâåñòîð³â

ï³äòâåðäæåíî äîñë³äæåííÿì [8], â ÿêîìó àíàë³çóâàëèñÿ äàí³ âíåñê³â ó íåðó-

õîì³ñòü. Ïî-äðóãå, äëÿ âèçíà÷åííÿ ïîñë³äîâíîñò³ ñòàí³â âèêîðèñòîâóºòüñÿ ðîç-

ïîä³ë ç âèïàäêîâèìè ìóëüòèïë³êàòèâíèìè çáóðåííÿìè (random multiplicative

shocks), ùî ä³þòü íà çàëèøîê â³ä ñïîæèâàííÿ íà êîæíîìó åòàï³ ãðè. Òàêà ìî-

äåëü, â³äîìà ÿê ãåîìåòðè÷íå âèïàäêîâå áëóêàííÿ (geometric random walk), çàñòî-

ñîâóºòüñÿ, çîêðåìà, äëÿ ïðîãíîçóâàííÿ äàíèõ ôîíäîâîãî ðèíêó. Ñòàí ãðè ìîæíà

³íòåðïðåòóâàòè ÿê âàðò³ñòü ñï³ëüíîãî êàï³òàëó, ùî åâîëþö³îíóº çã³äíî ç çàçíà÷å-

íèì ðîçïîä³ëîì.

Ñòåïåíåâà ôóíêö³ÿ êîðèñíîñò³ â ïîºäíàíí³ ç îáðàíèìè éìîâ³ðíîñòÿìè ïåðåõî-

äó äàþòü çìîãó äîâåñòè ³ñíóâàííÿ ñèìåòðè÷íî¿ ñòàö³îíàðíî¿ ð³âíîâàãè Íåøà ìåòî-

äîì ïîáóäîâè çá³æíèõ ïîñë³äîâíîñòåé ð³âíîâàã Íåøà ³ â³äïîâ³äíèõ ¿ì âèãðàø³â

ó ³ãðàõ ç³ ñê³í÷åííèì ãîðèçîíòîì. Ïîä³áíèé ñïîñ³á äîâåäåííÿ íàÿâíèé ó [7, 9].

Îäåðæàí³ ìåòîäîì çâîðîòíî¿ ³íäóêö³¿ ïîñë³äîâíîñò³ ìàþòü ìîíîòîíí³ âëàñòèâîñò³,

ùî äàº çìîãó çðîáèòè âèñíîâîê ùîäî ³ñíóâàííÿ ãðàíèöü íà íåñê³í÷åííîñò³ áåç âè-

êîðèñòàííÿ òåîðåì ïðî íåðóõîìó òî÷êó. Îäí³ºþ ç îñîáëèâîñòåé ï³äõîäó º òå, ùî

â³í îïèñóº ³òåðàòèâíó ïðîöåäóðó çíàõîäæåííÿ ð³âíîâàãè Íåøà, äàþ÷è ìîæëèâ³ñòü

ëåãêî ¿¿ îá÷èñëþâàòè äëÿ çàñòîñóâàííÿ íà ïðàêòèö³.

Ñïåöèô³êà ìîäåë³ ãðè äîçâîëèëà ïðîâåñòè äîäàòêîâ³ äîñë³äæåííÿ ³ ïîêàçà-

òè íåîïòèìàëüí³ñòü çà Ïàðåòî îòðèìàíî¿ ð³âíîâàãè Íåøà. Ïîä³áí³ âëàñòèâîñò³

íå çàâæäè âèñâ³òëþþòüñÿ â ³íøèõ ðîáîòàõ, ïðîòå âîíè º äîðå÷íèìè ó âèïàäêó

âèêîðèñòàííÿ ìîäåë³ â çàäà÷àõ, äå äîïóñêàºòüñÿ ïîòåíö³éíà êîîïåðàö³ÿ. Â³äì³í-

í³ñòü ó âèãðàøàõ ì³æ ð³âíîâàãîþ Íåøà ³ ìîæëèâîþ ïåðåãîâîðíîþ ñòðàòåã³ºþ

ãðàâö³â ïðî³ëþñòðîâàíî íà ïðèêëàä³ ó ðîçä. 4.

1. ÌÎÄÅËÜ ÃÐÈ

Ñòîõàñòè÷íà ñèìåòðè÷íà ãðà G âèäîáóòêó ðåñóðñ³â ç m ãðàâöÿìè çàäàºòüñÿ:

— ïðîñòîðîì ñòàí³â S � ��
� { }0 , äå s � 0 — ïîãëèíàëüíèé ñòàí;

— ïðîñòîðîì ð³øåíü, ùî º çàâæäè îäíàêîâèì äëÿ âñ³õ ãðàâö³â ³ çàëåæèòü

â³ä ïîòî÷íîãî ñòàíó ãðè s A s s mt t t, ( ) [ ; / ]� 0 ;

— íåïåðåðâíîþ ôóíêö³ºþ êîðèñíîñò³ u S: [ ; )� � �0 , îäíàêîâîþ äëÿ êîæ-

íîãî ãðàâöÿ;

— ñòîõàñòè÷íèì çàêîíîì ïåðåõîäó ì³æ ñòàíàìè, çàëåæíèì â³ä ïîòî÷íîãî

ñòàíó ³ ð³øåíü ãðàâö³â ó íüîìó.

Ïîíÿòòÿ ñèìåòðè÷íîñò³ ó ãð³ îçíà÷àº, ùî âñ³ ãðàâö³ ìàþòü ³äåíòè÷í³ ôóíêö³¿

êîðèñíîñò³ ³ ïðîñòîðè ð³øåíü. Ïðîòå, ð³øåííÿ ó íèõ ìîæóòü â³äð³çíÿòèñÿ, â³äïî-

â³äíî ïðîäóêóþ÷è ð³çí³ âèãðàø³.

Î÷³êóâàíèì âèãðàøåì ãðàâöÿ i º ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ (ïî éìîâ³ðí³ñí³é

ì³ð³, ÿêà êåðóº çàêîíîì ïåðåõîäó ì³æ ñòàíàìè)

� � t

t

tiu x�

�

�

� 1

1

( ),

äå xti — éîãî ð³øåííÿ â ïåð³îä t, � 	( ; )0 1 — ìíîæíèê äèñêîíòóâàííÿ.

Äîäàòêîâî äàë³ íà ìîäåëü íàêëàäàþòüñÿ òàê³ ïðèïóùåííÿ:

A1: u x c x( ) � 
 � , äå c — äîäàòíà êîíñòàíòà, �	( ; )0 1 ;

A2: ÿêùî x x x xt t t tm� ( , , , )1 2 � — ð³øåííÿ ãðàâö³â ó ìîìåíò ÷àñó t , íàñòóï-

íèé ñòàí âèçíà÷àºòüñÿ ç ïîïåðåäíüîãî st çà çàêîíîì
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s s xt t ti

i

m

�
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� �
�
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�

�

�
�

�1

1

�,

äå � — äåÿêà íåâ³ä’ºìíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà ç â³äîìèì ðîçïîä³ëîì;

A3: l : ( ) ( ; )� 
 	� ��
� 0 1 .

Íåõàé F — ìíîæèíà âñ³õ âèì³ðíèõ çà Áîðåëåì ôóíêö³é f S S: � , òàêèõ ùî

f s A s( ) ( )	 � 	s S .

Ìàðêîâñüêîþ ñòðàòåã³ºþ ãðàâöÿ i º ïîñë³äîâí³ñòü � i f f� ( , , )1 2 � , äå êîæíå

f Ft 	 . ßêùî âñ³ f t îäíàêîâ³, ñòðàòåã³ÿ � i íàçèâàºòüñÿ ñòàö³îíàðíîþ. Ìíîæèíó

âñ³õ ìîæëèâèõ ñòðàòåã³é, ÿêà º îäíàêîâîþ äëÿ âñ³õ ãðàâö³â, ïîçíà÷èìî � .

Äëÿ äîâ³ëüíîãî ïðîô³ëþ ñòðàòåã³é � � �� ( , , )1 � m ³ ïî÷àòêîâîãî ñòàíó

s S1 	 âèçíà÷èìî ³ìîâ³ðí³ñíó ì³ðó P
s1

� ³ ñòîõàñòè÷íèé ïðîöåñ { }S Xt t, ó êà-

íîí³÷íèé ñïîñ³á (äèâ. ðîçä. 7 ó [10]), äå âèïàäêîâ³ âåëè÷èíè S t ³ X t îïèñóþòü

ñòàí ³ âåêòîð âèáîð³â ãðàâö³â ó ìîìåíò ÷àñó t. Òîä³, âèêîðèñòîâóþ÷è òåðì³íî-

ëîã³þ ç [7], êîæíîìó ïðîô³ëþ ñòðàòåã³é � � �� ( , , )1 � m ³ ïî÷àòêîâîìó ñòàíó

s S1 	 ñòàâèìî ó â³äïîâ³äí³ñòü î÷³êóâàíèé äèñêîíòîâàíèé âèãðàø ãðàâöÿ i íà

íåñê³í÷åííîìó ìàéáóòíüîìó

� � ��
i s

t

t
tis u X( )( ) ( )1

1

1

1

�
�

�
�
�

�

�
�
��

�
��� ,

äå X ti — i-òà êîîðäèíàòà âåêòîðà X t , à �
s1

� îçíà÷àº ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ

â³äíîñíî ì³ðè P
s1

� .

Óâåäåìî çàïèñ ( , )z yi i� , ÿêèé âêàçóâàòèìå, ùî ó âåêòîð³ y y y� ( , ,1 2 �

� , )y Ym
m	 êîîðäèíàòà yi çàì³íåíà z Yi 	 .

Íàá³ð (ñòàö³îíàðíèõ) ñòðàòåã³é � � �� � �� 	( , , )1 � m
m� ³ìåíóºòüñÿ (ñòàö³î-

íàðíîþ) ð³âíîâàãîþ Íåøà òîä³ ³ ò³ëüêè òîä³, êîëè æîäíå â³äõèëåííÿ â³ä íüîãî

â îäíîñòîðîííüîìó ïîðÿäêó íå º âèã³äíèì, òîáòî � � 	 � 	i s Si, ,� � 1

� � � � �i i i is s( )( ) ( , )( )�
�
��1 1 .

ßêùî ñòðàòåã³¿ � � �1 2
� � �, , ,� m º ³äåíòè÷íèìè, ð³âíîâàãà íàçèâàºòüñÿ ñèìåò-

ðè÷íîþ.

Ð³âíîâàãà Íåøà äëÿ ãðè ç îáìåæåíèì ãîðèçîíòîì âèçíà÷àºòüñÿ àíàëîã³÷íî.

2. ²ÑÍÓÂÀÍÍß Ð²ÂÍÎÂÀÃÈ ÍÅØÀ Ó ÃÐ²

Ñïî÷àòêó îòðèìàºìî ðåçóëüòàò äëÿ äîïîì³æíî¿ îäíîåòàïíî¿ ãðè, ÿêèé áóäå

êîðèñíèì äëÿ äîâåäåííÿ ðîçãëÿíóòèõ äàë³ òåîðåì.

²ç äîâ³ëüíèìè ÷èñëàìè s S	 ³ d 	 �
� áóäåìî àñîö³þâàòè îäíîåòàïíó ñèìåò-

ðè÷íó m-îñ³áíó ãðó �( , )s d , ó ÿê³é âèãðàø i-ãî ãðàâöÿ äîð³âíþº

w x s d cx d s xi i j

j

m

( )( , ) � � 
 �
�

�




�

�

�
�

�
��

�

1

,

äå x x xm� ( , , )1 � — âèáîðè ãðàâö³â ç ïðîñòîðó A s( ), c	 	�
� , ( ; )� 0 1 .
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Ëåìà 1. Ãðà �( , )s d ìàº ñèìåòðè÷íó ð³âíîâàãó Íåøà � 	s S , d 	 �
� . Äî

òîãî æ âèãðàøåì êîæíîãî ãðàâöÿ â ñèòóàö³¿ ñèìåòðè÷íî¿ ð³âíîâàãè º ôóíêö³ÿ

âèãëÿäó ( )const 
 s� .

Äîâåäåííÿ. Çðîçóì³ëî, ùî ó ãð³ �( , )0 d âèãðàø³ äîð³âíþþòü íóëþ ³ ð³âíîâà-

ãîþ º ( , , , )0 0 0� .

Íåõàé s � 0. Ó öüîìó ðàç³ íåîáõ³äíî äîâåñòè ³ñíóâàííÿ òàêîãî âåêòîðà

a a a a A s� 	( , , ), ( )� , ùî �i

w a s d w x a s di
x A s

i i i
i

( )( , ) max ( , )( , )
( )

�
	

� .

Äëÿ öüîãî äîñòàòíüî çíàéòè çíà÷åííÿ a A s	 ( ), ùî çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííÿ

a cx d s x m a
x A s

� � � � �
	

arg max ( ( ( ) ) )
( )

� �1 . (1)

Òîìó ñïî÷àòêó äîñë³äèìî ôóíêö³þ g A s A s: ( ) ( )� � �
� , çàäàíó ôîðìóëîþ

g x y cx d s x m y( , ): ( ( ) )� � � � �� �1 .

Çíàéäåìî ïåðøó

� � � � � �� �g x y c x d s x m yx ( , ) ( ( ) )� �� �1 11

³ äðóãó ïîõ³äí³

�� � � � � � � �� �g x y c x d s x m yxx ( , ) ( ) ( )( ( ) )� � � �� �1 1 12 2 .

Äðóãà ÷àñòèííà ïîõ³äíà º â³ä’ºìíîþ ó âíóòð³øí³é ÷àñòèí³ îáëàñò³ âèçíà-

÷åííÿ, äî òîãî æ íå ³ñíóº â äåÿêèõ ãðàíè÷íèõ òî÷êàõ. Ïðîòå, îñê³ëüêè ôóíêö³ÿ g

íåïåðåðâíà, öüîãî äîñòàòíüî, ùîá ñòâåðäæóâàòè, ùî g y( , )
 ç ô³êñîâàíèì äðó-

ãèì àðãóìåíòîì º îïóêëîþ âãîðó íà A s( ).

Ïåðåâ³ðèìî, ÷è ³ñíóº ðîç’âÿçîê ð³âíÿííÿ � �g a ax ( , ) 0 äëÿ a A s	 ( ) :

� � � � �� �g a a c a d s m ax ( , ) ( )� �� �1 1 0;

a d c s ma� ��( / ) ( )

1

1� ;

a
d c s

m d c

c d

c d m

s

m
�

�

�

�



�

�

�

�

( / )

( / )

( / )

( / ) /

1

1

1

1

1

1

1

11 1

�

�

�

�

�

�


�

�
� . (2)

Ëåãêî ïåðåâ³ðèòè, ùî çíà÷åííÿ a íàëåæèòü ìíîæèí³ A s( ).

Îñê³ëüêè ôóíêö³ÿ g a( , )
 îïóêëà âãîðó ³ â òî÷ö³ a ñïðàâäæóºòüñÿ

� �g a ax ( , ) 0, çíà÷åííÿ a çàäîâîëüíÿº ð³âí³ñòü (1) ÿê åêñòðåìóì îïóêëî¿ âãîðó

ôóíêö³¿.

Òàêèì ÷èíîì, âèðàç (2) º ð³øåííÿì ãðàâö³â ó ïîëîæåíí³ ñèìåòðè÷íî¿ ð³âíî-

âàãè Íåøà.

Òîä³ âèãðàø ãðàâöÿ i â êîíòåêñò³ ñèìåòðè÷íî¿ ð³âíîâàãè äîð³âíþº

w a s d ca d s ma c
c d

c d m

i ( )( , ) ( )
( / )

( / ) /

� � � �

�

�

�

 �

�

� �
�

�

1

1

1

1 1





�

�

�
�
�
�

�

�


�

�
� �

�

�
s

m
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� �

�

�

�






�

�

�
�
�
�

�

�


�

�
�

�

�

dm
c d

c d m

s

m

�
�

�

�

�

1

1

1

1

1

1

( / )

( / ) /

�
�

�

�

�


�

�
� �

�

�

c c d d

c d m

s

m

( / )

(( / ) / )

�

�

� �

�1

1

1 1

�
�

�



�

�

d c d

m c d

s
(( / ) )

( ( / ) )

1

1

1

1

1

1

�

� �

� . (3)

�

Ãðó âèäîáóòêó ðåñóðñ³â, ÿêà íà â³äì³íó â³ä G îáìåæóºòüñÿ ñê³í÷åííèì ÷àñî-

âèì ãîðèçîíòîì n, ïîçíà÷èìî G n .

Òåîðåìà 1. Ó ãð³ G n âèäîáóòêó ðåñóðñ³â ç m ãðàâöÿìè, ùî çàäîâîëüíÿº ïðè-

ïóùåííÿ A1–A3, ³ñíóº íåðàíäîì³çîâàíà ñèìåòðè÷íà ð³âíîâàãà Íåøà.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé V S( ) — ïðîñò³ð óñ³õ íåâ³ä’ºìíèõ âèì³ðíèõ çà Áîðåëåì

ôóíêö³é � : S R� , òàêèõ ùî �( )0 0� . Äëÿ f F V S	 	, ( )� âèçíà÷èìî îïåðàòîð

äèíàì³÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ

( )( ) ( ( )) [ (( ( )) )]T s u f s s m f sf � � � �� � � 
� .

Òóò ³ íàäàë³ ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ áåðåòüñÿ çà ì³ðîþ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè �.

Âî÷åâèäü, T V Sf � 	 ( ). Çàóâàæèìî òàêîæ, ÿêùî � �( )s k s� , òîä³ � 	i m{ , , }1 �

( )( ) ( ( ))( , ),T s w f s s klf i� �

äå f s f s f s l( ) ( ( ), , ( )), : [ ]� �� � ��
� .

Òåïåð ïîáóäóºìî ð³âíîâàãó Íåøà ìåòîäîì çâîðîòíî¿ ³íäóêö³¿.

Äëÿ äîâ³ëüíîãî s S	 ïîêëàäåìî

� � �
1 ( ): max ( ) ( / )

( )
s u x c m s

x A s
� �

	
,

f s u x s m
x A s

1 ( ): max ( ) /
( )

� �
	

arg ,

k c m1: /� � .

Íàâåäåí³ çì³íí³ ³íòåðïðåòóþòüñÿ òàêèì ÷èíîì: f s f s f s1 1 1( ) ( ( ), , ( ))� � º ñè-

ìåòðè÷íîþ ð³âíîâàãîþ Íåøà ó ãð³ G1, �1 ( )s — öå â³äïîâ³äíèé âèãðàø êîæíîãî

ãðàâöÿ, à çì³ííîþ k1 ïîçíà÷åíî êîåô³ö³ºíò ïðè s� ó �1 ( )s .

Íåõàé SNE s d�( , ) — ïîçíà÷åííÿ ñèìåòðè÷íî¿ ð³âíîâàãè Íåøà ãðè �( , )s d .

Âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó 1 ³ âèðàç (3), âñòàíîâëþºìî òàê³ ð³âíîñò³ äëÿ ïîñë³äîâ-

íîãî îá÷èñëåííÿ çíà÷åíü f f Fn
m

2 , ,� 	 , � �2 , , ( )� n V S	 òà k kn2 , ,� 	� :

f s SNE s k lj j( ): ( , )� �� 1 ,

� � �
j f j js T s k s

j
( ): ( )( )� ��1 ,

k k l
c

k l
m

c

k
j j

j j

:�
�

�




�

�




�

�

�
�

�
�

�

�
��

�

�




�
�

�

�
1

1

1

1

1

1
�

l

�

�




�

�

�
�

�
�

�

�
��

�
�1

1
1

�

�

,

äå s S	 , j n� 2, ,� .
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Äëÿ i-ãî ó÷àñíèêà ãðè G n âèçíà÷èìî ñòðàòåã³þ � i
n

n nf f f( ) ( , , , )� �1 1� , äå

f Fj 	 — åëåìåíò âåêòîðà f j nj ( , , )�1 � . Çàóâàæèìî âèêîðèñòàííÿ çâîðîòíîãî

ïîðÿäêó: f sn ( ) º ôóíêö³ºþ âèáîðó â ìîìåíò ÷àñó t �1, òîä³ ÿê f s1 ( ) — âèá³ð
ó ìîìåíò ÷àñó t n� .

Ç îñîáëèâîñò³ ïîáóäîâè ôóíêö³é f j nj ( , , )�1 � ³ ð³âíÿííÿ Áåëëìàíà ó ñòîõàñ-
òè÷íîìó äèíàì³÷íîìó ïðîãðàìóâàíí³ ç³ ñê³í÷åííèì ãîðèçîíòîì [11] âèïëèâàº, ùî

ïðîô³ëü ñòðàòåã³é � � �( ) ( ) ( )( , , )n n
m
n�

1
� óòâîðþº ð³âíîâàãó Íåøà ó ãð³ G n .

Îñê³ëüêè ñòðàòåã³¿ � i
n i m( ) ( , , )�1 � îäíàêîâ³, ð³âíîâàãà ñèìåòðè÷íà. ßêùî s S1 	 —

ïî÷àòêîâèé ñòàí ãðè, âèãðàø êîæíîãî ãðàâöÿ ó ïîëîæåíí³ ð³âíîâàãè äîð³âíþº
� n s( )1 . �

Ïåðø í³æ ïåðåéòè äî ðîçãëÿäó ãðè ç íåñê³í÷åííèì ãîðèçîíòîì ³ äîâåäåííÿ
îñíîâíî¿ òåîðåìè ñòàòò³, äîñë³äèìî ïîâåä³íêó ïîñë³äîâíîñòåé { }f n ³ { }� n
( , , )n �1 2 � ç òåîðåìè 1.

Ëåìà 2. Äëÿ äîâ³ëüíîãî íàòóðàëüíîãî n ñïðàâäæóþòüñÿ íåð³âíîñò³

� �n ns s� �1 ( ) ( ) ³ f s f s s Sn n� � � 	1 ( ) ( ) .

Äîâåäåííÿ âèêîíàºìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¿ ³íäóêö³¿ ïî n.

Êðîê 1. Ìàºìî

� �
2 1 21( ) max ( ( ) ( ( ) ( )) ) ( / )

( )
s u x k l s x m f s u s m

x A s
� � � � � � �

	
�1 ( )s .

Âîäíî÷àñ, f s A s2 ( ) ( )	 , òîáòî f s s m f s2 1( ) / ( )� � .

Êðîê 2. Äîïóñòèìî òåïåð, ùî äëÿ äåÿêîãî n ³ äîâ³ëüíîãî s S	 ñïðàâäæóþòü-

ñÿ íåð³âíîñò³ � �n ns s( ) ( )� �1 ³ f s f sn n( ) ( )� �1 .

ßêùî s � 0, ìàºìî � �n n� � �1 0 0 0( ) ( ) ³ f fn n� � �1 0 0 0( ) ( ) , ùî çàäîâîëüíÿº
óìîâó ³íäóêö³¿.

Ïîêëàäåìî s 0 . Òîä³ ç ïðèïóùåííÿ k s s s k sn n n n
� �� �� � �� �( ) ( )1 1 âèïëè-

âàº, ùî k kn n� �1. Çâ³äñè, âèêîðèñòîâóþ÷è îçíà÷åííÿ ôóíêö³é f fn n, �1 ³ ôîðìó-

ëó (2), îòðèìóºìî:

f s

m
c

k l

s

m
n

n

�

�

�
�

�






�

�
�

�


�

�
��

�

�

�
�
�
�

�

�


�

�
�1 1

1

1
1

1

( )

�

�
�

�






�

�
�

�


�

�
��

�

�

�
�
�
�

�

�


�

�
� �

�

�

1
1

1
1

1

1
m

c

k l

s

m
f s

n

n

�

( ) .

Â³äïîâ³äíî

� �
n

x A s
n ns u x k l s x m f s�

	
�� � � � � �1 11( ) max ( ( ) ( ( ) ( )) )

( )

� � � � � �
	

� �max ( ( ) ( ( ) ( )) )
( )x A s

n nu x k l s x m f s1 11 �

� � � � � �
	

�max ( ( ) ( ( ) ( )) ) ( )
( )x A s

n n nu x k l s x m f s s1 1 � � .

Çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó ìàòåìàòè÷íî¿ ³íäóêö³¿ çàâåðøóº äîâåäåííÿ. �

Ëåìà 3. Äëÿ áóäü-ÿêîãî s 0 ïîñë³äîâí³ñòü { }f sn ( ) ìàº ñê³í÷åííó íåíóëüîâó

ãðàíèöþ çà óìîâè n ��.

Äîâåäåííÿ. ²ñíóâàííÿ ãðàíèö³ âèïëèâàº ç ìîíîòîííîñò³ ³ îáìåæåíîñò³

ïîñë³äîâíîñò³.
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Çàô³êñóºìî s 0 ³ ïîêàæåìî â³ä ñóïðîòèâíîãî, ùî f s f s
n

n
�

��
� �( ): lim ( ) 0.

Íåõàé f s� �( ) 0. Ç ëåìè 2 âèïëèâàº, ùî ( ( ) ( ))� �n ns s� � �1 0 äëÿ âñ³õ íàòó-

ðàëüíèõ n, çîêðåìà äîñòàòíüî âåëèêèõ. Ç ³íøîãî áîêó, çàñòîñîâóþ÷è ã³ïîòåçó

(õèáí³ñòü ÿêî¿ äîâîäèìî) îòðèìóºìî

lim ( ( ) ( )) lim (( )( ) ( ))
n

n n
n

f n ns s T s s
n��

�
��

� � � �
�

� � � �1 1

� � � 
 � �
��

� �lim ( ( ( )) [ (( ( )) )] ( )) (
n

n n n nu f s s m f s s1 1� � � �� l s
n

n�
��

1) lim ( )� .

Îñê³ëüêè { }� n s( ) — íåñïàäíà ïîñë³äîâí³ñòü ³ �1 0( )s  , òî lim ( )
n

n s
��

	�

	 � ���
� { }. Òîä³, âèêîðèñòîâóþ÷è A3, îòðèìóºìî lim ( ( ) ( ))

n
n ns s

��
� � 	� �1

	 � ���
� { }, ùî ñóïåðå÷èòü çíàêîñòàëîñò³ ïîñë³äîâíîñò³ ( ( ) ( ))� �n ns s� �1 .

Îòðèìàíà ñóïåðå÷í³ñòü äåìîíñòðóº õèáí³ñòü ïðèïóùåííÿ, îòæå íàñïðàâä³

f s�  ( ) 0. �

Íàñë³äîê 1. Äëÿ äîâ³ëüíîãî s S	 ³ñíóº ñê³í÷åííà ãðàíèöÿ � ��

��
�( ): lim ( )s s

n
n .

Çàçíà÷èìî, ùî �� �( )0 0 ³ f � �( )0 0.

Íåõàé �� 	�m — ïðîô³ëü ñòðàòåã³é, çà ÿêîãî êîæåí ãðàâåöü â óñ³ ìîìåíòè

÷àñó êîðèñòóºòüñÿ ôóíêö³ºþ âèáîðó f s� ( ) .

Òåîðåìà 2. Ãðà G âèäîáóòêó ðåñóðñ³â ç m ãðàâöÿìè, ÿêà çàäîâîëüíÿº óìîâè

A1–A3, ìàº ñèìåòðè÷íó íåðàíäîì³çîâàíó ñòàö³îíàðíó ð³âíîâàãó Íåøà �* .

Äîâåäåííÿ áàçóºòüñÿ íà àíàëîã³÷íîìó äîâåäåíí³ îñíîâíî¿ òåîðåìè ó [7].

Âèêîðèñòîâóþ÷è îçíà÷åííÿ � n ³ f n , ìîæåìî îòðèìàòè òàê³ ð³âíîñò³ äëÿ

áóäü-ÿêîãî s S	 :

� � � ���

�� ��
�� � 
 � �( ) lim ( ) lim ( ( ( )) [ ((s s c f s s mf

n
n

n
n n n� 1 ( )) )])s 
 ��

� 
 � � 
� � �c f s s m f s( ( )) [ (( ( )) )]� � � �� ,

à òàêîæ

� � ���

�� 	
�� 
 � � � �( ) lim max ( [ (( ( ) ( )

( )
s c x s x m f s

n x A s
n n� 1 1 ) )])
 ��

� 
 � � � � 

	

� �max ( [ (( ( ) ( )) )])
( )x A s

c x s x m f s� � � �� 1 .

Òîä³, ïðèð³âíÿâøè ïðàâ³ ÷àñòèíè, ìàºìî

� � � ��� � � �� 
 � � 
 �( ) ( ( )) [ (( ( )) )]s c f s s m f s�

� 
 � � � � 

	

� �max ( [ (( ( ) ( )) )])
( )x A s

c x s x m f s� � � �� 1 .

Çâ³äñè, êîðèñòóþ÷èñü ð³âíÿííÿì îïòèìàëüíîñò³ ó äèñêîíòîâàíîìó äè-

íàì³÷íîìó ïðîãðàìóâàíí³ [11], îäåðæóºìî, ùî � � 	i s S, 1

� � � � � �
�

� �

	
�
�� �( ) ( )( ) sup ( , )( )s s si i i i

i

1 1 1
�

,

òîáòî �� º ñèìåòðè÷íîþ ñòàö³íàðíîþ ð³âíîâàãîþ Íåøà ó ãð³ G ç ïî÷àòêîâèì

ñòàíîì s S1 	 . �
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Çàóâàæåííÿ 1. Ó âèïàäêó � � 1, òîáòî íåñòðîãî¿ îïóêëîñò³ âíèç ñòåïåíåâî¿

ôóíêö³¿ êîðèñíîñò³, ãðà âèäîáóòêó ðåñóðñ³â ç ïðèïóùåííÿìè A2, A3 òàêîæ ìàº
ñèìåòðè÷íó ñòàö³îíàðíó ð³âíîâàãó Íåøà, ÿêà ïîëÿãàº â ïîâíîìó âèñíàæåíí³ ðå-
ñóðñó âñ³ìà ãðàâöÿìè íà ïåðøîìó êðîö³. Öå ìîæíà ëåãêî ïîêàçàòè, ïðîâ³âøè
àíàëîã³÷íå äîâåäåííÿ, ÿêå çíà÷íî ñïðîùóºòüñÿ çàâäÿêè òîìó, ùî f s f s1 2( ) ( )� �
� � �f s s m3 ( ) /� � 	s S . Äî òîãî æ óìîâó A3 ìîæíà íàâ³òü çàì³íèòè çà-

ãàëüí³øîþ l m	( ; )0 � .

3. ÄÎÑË²ÄÆÅÍÍß ÍÀ ÏÀÐÅÒÎ-ÎÏÒÈÌÀËÜÍ²ÑÒÜ

Òåîðåìà 3. Ó ãð³ G ç âëàñòèâîñòÿìè A1–A3 ³ íåíóëüîâèì ïî÷àòêîâèì ñòàíîì

ñèìåòðè÷íà ñòàö³îíàðíà ð³âíîâàãà Íåøà �� íå º îïòèìàëüíîþ çà Ïàðåòî.

Äîâåäåííÿ. Ïîáóäóºìî òàêèé ïðîô³ëü ñòàö³îíàðíèõ ñòðàòåã³é ~�� , ùî

� �  i s, 1 0

� � � �i is s(~ )( ) ( )( )� � 1 1 .

Êðîê 1. Ïîâåðí³ìîñü äî äîïîì³æíî¿ ãðè �( , )s d . Ó ëåì³ 1 øóêàëè ñèìåòðè÷íó

ð³âíîâàãó Íåøà ö³º¿ ãðè, òîáòî òàêèé âåêòîð âèáîð³â, ùî ëåæèòü íà ïåðåòèí³ ìíî-

æèíè ð³âíîâàã Íåøà ³ ä³àãîíàë³. Öüîãî ðàçó çíàéäåìî íàéîïòèìàëüí³øèé âåêòîð

âèáîð³â ñåðåä òèõ, ÿê³ ëåæàòü íà ä³àãîíàë³, òîáòî òàêèé, ùî ïðîäóêóâàòèìå

íàéá³ëüø³ âèãðàø³ ïîð³âíÿíî ç ³íøèìè âåêòîðàìè âèãëÿäó x x x x� ( , , , )� . ²íàêøå

êàæó÷è, ðîçâ’ÿæåìî ð³âíÿííÿ

~ max ( ( ) )
( )

a cx d s mx
x A s

� � �
	

arg � � . (4)

Íåõàé ~( ): ( )g x c x d s m x� � �� � . Òîä³

~ ( ) ( )� � � �� �g x c x dm s mx� �� �1 1;

~ ( ) ( ) ( )( )�� � � � � �� �g x c x d m s mx� � � �� �1 12 2 2 .

ßê íàñë³äîê, ~( )g x — îïóêëà âãîðó, àäæå º íåïåðåðâíîþ ôóíêö³ºþ, äðóãà

ïîõ³äíà ÿêî¿ â³ä’ºìíà ó âíóòð³øí³é ÷àñòèí³ îáëàñò³ âèçíà÷åííÿ ³ íå ³ñíóº ó ãðà-

íè÷íèõ òî÷êàõ. Ç ìíîæèíè A s( ) âèîêðåìèìî òàêå ~a , äëÿ ÿêîãî ~ (~)� �g a 0 :

c a dm s ma� �� �~ ( ~)� �� � �1 1 0 ;

~ ( / ) ( ~)a dm c s ma� ��

1

1� ;

~ ( / )

( / )

( / )

( / )

a
dm c s

m dm c

dm c

dm c

�

�

�

�

�

�

�

�

1

1

1

1

1

1

1

11 1

�

�

�

� / m

s

m


�

�


�

�
� . (5)

Âèçíà÷åíå â òàêèé ñïîñ³á ~a ä³éñíî íàëåæèòü A s( ). Äî òîãî æ äëÿ íüîãî

ñïðàâäæóºòüñÿ ~ (~)� �g a 0 ³ ~ (~)�� !g a 0, ùî º îçíàêîþ ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìó.

À âðàõîâóþ÷è òå, ùî ~g îïóêëà âãîðó íà âñ³é îáëàñò³ âèçíà÷åííÿ, âèðàç (5) º ðîç-

â’ÿçêîì ð³âíÿííÿ (4).

Äëÿ êîæíîãî ãðàâöÿ i ó � îá÷èñëèìî ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ âèãðàøó íà

ìíîæèí³ òîòîæíèõ âèáîð³â:

max ( , , , )( , ) max ~( ) ~(~)
(

( ) ( )x A s
i

x A s
w x x x s d g x g a c

	 	
� � ��

dm c

dm c m

s

m

/ )

( / ) /

1

1

1

1 1

�

�

�

��

� �

�

�






�

�

�
�
�
�



�

�


�

�
� �
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� �

�

�

�






�

�

�
�
�
�


 �
�

�

d
d m c

d m c m

s
d m d

1

1

1

1

1

1

( / )

( / ) /

( (�

�

�

� m c

m d m c

s
/ ) )

( ( / ) )

1

1

1

1

1

1

�

� �

�
�

�

�

�


 �

�
�

�




�

�


�

�
�� �

�

�

�
��



�

�

d m
c

d m
s

1

1

1

1
�

�

� . (6)

Îñîáëèâ³ñòü òàêîãî âèãðàøó ïîëÿãàº â òîìó, ùî äëÿ äîâ³ëüíîãî i òà äîäàò-

íèõ s ³ d ìàºìî w a a s d w a a s di i(~, , ~ )( , ) ( , , )( , )� � , ùî ñïðàâäæóºòüñÿ âíàñë³äîê

ñòðîãî¿ îïóêëîñò³ âãîðó ôóíêö³¿ ~g ³ òîãî, ùî ~a a� .

Çàóâàæèìî, ùî íå çâàæàþ÷è íà ñï³ëüíó âèã³äí³ñòü ïîëîæåííÿ (~, ~, , ~ )a a a� ,

äîñ³ íà íüîìó íå ôîêóñóâàëàñÿ óâàãà, îñê³ëüêè âîíî º îïòèìàëüíèì ëèøå äëÿ

cï³ëüíèõ â³äõèëåíü ïî ä³àãîíàë³, òîä³ ÿê ð³âíîâàãà Íåøà ( , , , )a a a� — îïòè-

ìàëüíà â³äíîñíî îäíîñòîðîíí³õ â³äõèëåíü äëÿ êîæíîãî îêðåìîãî ãðàâöÿ.

Êðîê 2. Ïîáóäóºìî íîâ³ ïîñë³äîâíîñò³ { } { }
~

, ~f n n� ³ { }
~
kn òàêèì ÷èíîì, ùî

~
: , ~ : ,

~
:f f k k1 1 1 1 1 1� � �� � , à íàñòóïí³ çíà÷åííÿ îá÷èñëèìî ïîñë³äîâíî, âèêîðèñ-

òîâóþ÷è ôîðìóëè (5) ³ (6):
~

( ): max ( , , , )( ,
~

)
(
~

( )

f s w x x x s k l
k l m

n
x A s

i n
n� �

	
�

�arg � 1
1 / )

(
~

/ ) /

c

k l m c m

s

m

n

1

1

1

1

1 1

�

�

�

�
� �



�

�


�

�
� ,

~ ( ): ( ~ )( )
~

~� � �
n f n ns T s k s

n
� ��1 ,

~
:

~
~k k l m

c

k l m
n n

n

�
�

�




�

�




�

�

�
�

�
�

�

�
��

�
�

�
�

1

1

1

1

1

1
�

�

.

Îçíà÷èìî â³äîáðàæåííÿ
~

( ):� k � �
� �� ,

~
( ):�

�

�

k k l m
c

k lm
�

�

�




�

�


�

�
�� �

�

�

�
��

�

�1

1

1

1 , ùî

ðåêóðñèâíî çàäàº { }
~
kn . Â³äïîâ³äíî íåõàé �( ):k � �

� �� — ðåêóðñèâíà ôóíêö³ÿ äëÿ

ïîñë³äîâíîñò³ { }kn ç òåîðåìè 1: �
�

( ):k k l
c

k l
m

c

k l
�

�

�




�

�


�

�
�� �

�

�

�
��

�

�




�

�


�

�

�

1

1
1 �� �

�

�

�
��

�

�1

1
1

�

�

.

Ç òîãî, ùî
~

( ) (~, , ~ )( , ) ( , , )( , ) ( )� �� �k s w a a s k l w a a s k l k si i
 �  � 
� �

� �  i s, 0, �  k 0, îäðàçó ìàºìî íàñë³äîê:

�   k k k0
~

( ) ( )� � . (7)

Êðîê 3. Îá÷èñëèìî ïîõ³äíó ôóíêö³¿
~

( )� k :

~
( )� �

�

�




�

�


�

�
�� �

�

�

�
��

�
�

�

�
�

�

k l m
c

k lm

1

1

1

1

� �
�

�




�

�


�

�
�� �

�

�

�
��



�

�


�

�

�

�

kl m
c

k l m
m

c

l m
( )1 1

1

1
�

�

�

��
�

�

�

�


�

�
� 
 �

� �
�

�
1

1
1

1
11

1

� �

�
k

�
�

�




�

�


�

�
� �

�

�

�
��

�

�




�

�


�

�
�

�

�

�
m

c

klm
lm

c

klm

1

1

1

1
1

�

�

� � �
� �

�

�


�

�
��

�

�

�
��
�

�

�




�

�


�

�
� �

� �
l lm

c

k lm
l m

c

klm

1

1

1

1
1

�

�

�
��

��

.
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Òàêèì ÷èíîì, �  � 	k k l0 0
~

( ) ( ; )� . Ç öüîãî ìîæíà çðîáèòè äâà âèñíîâêè.

Ïî-ïåðøå,
~

( )� k — çðîñòàþ÷à ôóíêö³ÿ. Äëÿ äåìîíñòðàö³¿ äðóãîãî íàñë³äêó âèêî-

ðèñòàºìî òåîðåìó Ëàãðàíæà, ÿêà ñòâåðäæóº, ùî � 	 �x y, � ³ñíóº ïðîì³æíà òî÷-

êà z, òàêà ùî
~

( )
~

( )
~

( ) ( )� � �y x z y x� � � 
 � . Çâ³äñè, ï³äñòàâèâøè ìåæ³ ïîõ³äíî¿,

îòðèìóºìî íåð³âí³ñòü |
~

( )
~

( | |� �x y l x y� ! 
 �) | �  x y, 0. Ðàçîì ç óìîâîþ A3 öå

â³äíîøåííÿ âêàçóº íà òå, ùî â³äîáðàæåííÿ
~

( )� k º ñòèñêàëüíèì íà ìíîæèí³ äî-

äàòíèõ ÷èñåë. ßê íàñë³äîê çà òåîðåìîþ Áàíàõà ïðî íåðóõîìó òî÷êó íà �
� ³ñíóº

ºäèíå çíà÷åííÿ
~
k � , äî ÿêîãî çá³ãàºòüñÿ ïîñë³äîâí³ñòü { }

~
kn .

Äîäàòêîâî ïîêàæåìî, ùî
~
k k� �� .

Íåð³âí³ñòü
~
k kn n� âèêîíóºòüñÿ � 	n � çà ³íäóêö³ºþ. Ïî-ïåðøå, ìàºìî

~
k k1 1� . Ïî-äðóãå, ÿêùî äëÿ äåÿêîãî n � 2 âèêîíóºòüñÿ

~
k kn n� ��1 1, òî óíàñë³äîê

çðîñòàííÿ ôóíêö³¿
~

( )� k òà (7) îäåðæóºìî, ùî
~ ~

(
~

)
~

( )k k kn n n� �  � �� �1 1

 ���( )k kn n1 .

Òîä³, çà âëàñòèâîñòÿìè ãðàíèöü,

~
lim

~
limk k k k

n
n

n
n

�

�� ��

�� � � . (8)

Ç³ çá³æíîñò³ { }
~
kn âèïëèâàº òàêîæ ³ñíóâàííÿ ñê³í÷åííèõ ãðàíèöü

~ ( ): lim ~ ( )� ��

��
�s s

n
n òà

~
( ): lim

~
( )f s f s

n
n

�

��
� äëÿ �  s 0.

Êðîê 4. Ó ãð³ G ïîçíà÷èìî ~�� òàêèé ïðîô³ëü ñòðàòåã³é, â ÿêîìó êîæåí ãðà-

âåöü íà êîæíîìó åòàï³ ãðè âèêîðèñòîâóº ôóíêö³þ âèáîðó
~

( )*f s .

Òîä³, îñê³ëüêè �  s 0

~ ( ) lim ~ ( ) lim ( ~ )( ) (
~

( ))~� � ��

�� ��
�

�� � �s s T s u f s
n

n
n

f n
n

1 � � 
� �� � �� [~ ((
~

) )]s m f ,

äëÿ êîæíîãî ãðàâöÿ i òà äîâ³ëüíîãî äîäàòíîãî ïî÷àòêîâîãî ñòàíó s1 ìàºìî

~ ( ) (~ )( )� � �� ��s si1 1 .

Íàñàìê³íåöü, âèêîðèñòîâóþ÷è (7), (8) òà óìîâó çðîñòàííÿ ôóíêö³¿
~

( )� k , îò-

ðèìóºìî, ùî �  s1 0

~ ( )
~

( )
~

(
~

) ( )
~

( ) ( ) ( ) (� � � �� � �� � � � �� � �  s k s k s k s k s1 1 1 1 1 ) ( ) ( )� � �� �� �k s s1 1 .

Îòæå, � �  i s, 1 0 ñïðàâäæóºòüñÿ

� � � �i is s(~ )( ) ( )( )� � 1 1 ,

ùî äîâîäèòü íåîïòèìàëüí³ñòü çà Ïàðåòî ñòàö³îíàðíî¿ ð³âíîâàãè Íåøà �� . �

Ç òåîðåìè 3 âèïëèâàº, ùî âñ³ ãðàâö³ çäàòí³ ïîêðàùèòè ñâî¿ âèãðàø³ çà ðàõó-

íîê ïåðåìîâèí ³ ñï³ëüíîãî ïåðåõîäó â³ä ïîëîæåííÿ ð³âíîâàãè äî ïðîô³ëþ ~�� .
Ïðîòå, áóäü-ÿêà äîìîâëåí³ñòü, ÿêà íå º ð³âíîâàãîþ Íåøà, íå áóäå ñòàá³ëüíîþ
â òîìó ñåíñ³, ùî â îêðåìèõ ó÷àñíèê³â çàëèøàºòüñÿ áàæàííÿ â³äõèëèòèñÿ â³ä ïå-
ðåãîâîðíî¿ ñòðàòåã³¿ çàðàäè ³íäèâ³äóàëüíîãî çèñêó. Ñàìå òîìó îáñòàâèíà ³ñíó-
âàííÿ Ïàðåòî-îïòèìàëüíî¿ ð³âíîâàãè Íåøà º ñóòòºâîþ.

4. ×ÈÑËÎÂÈÉ ÏÐÈÊËÀÄ

Ïðîäåìîíñòðóºìî ïðîöåäóðó ïîáóäîâè ð³âíîâàãè Íåøà íà êîíêðåòíîìó ïðè-

êëàä³, à òàêîæ ïîð³âíÿºìî îá÷èñëåí³ ç ïåâíîþ òî÷í³ñòþ âèãðàø³ ó ïîëîæåíí³

ð³âíîâàãè ç òèìè, ùî ìîæëèâ³ çà óìîâè êîîïåðóâàííÿ.
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Íåõàé ó ñèìåòðè÷í³é ãð³ âèäîáóòêó ðåñóðñ³â º ï’ÿòü ó÷àñíèê³â, u x x( ) � ,

� � 0.8. Äëÿ t 	� êîæåí íàñòóïíèé ñòàí ãðè st�1 âèçíà÷àºòüñÿ ç ïîïåðåäíüîãî st
çà ôîðìóëîþ

s r s x r s xt t t t t� � � 
1 ( , ) ( , ) 	 ,

äå x x x A s A st t t t t� 	 � �( , , ) ( ) ( )1 5� � — ð³øåííÿ ãðàâö³â ó ñòàí³ st , r s xt t( , ) �

� �
��s xt tii 1

5
— ¿õíÿ ñï³ëüíà ³íâåñòèö³ÿ, à âèïàäêîâà âåëè÷èíà 	 ðîçïîä³ëåíà

ð³âíîì³ðíî íà ïðîì³æêó [�0.25; 0.75]. ²íàêøå êàæó÷è, ðîçãëÿäàºòüñÿ ñòîõàñ-
òè÷íà ìîäåëü, â ÿê³é íà ³íâåñòèö³þ âïëèâàþòü ð³âíîì³ðíî ðîçïîä³ëåí³ ìóëü-

òèïë³êàòèâí³ çáóðåííÿ (multiplicative shocks). Òîä³ l d� 
 �"0 8
0 75

1 75
.

.

.
� �

� 0.88827378365.

Ïîñë³äîâíî îá÷èñëåí³ çíà÷åííÿ f s s f sn n n( ), ( ),
~

( )� ³ ~ ( )�n s íàâåäåíî ó òàáë. 1.

Òàêèì ÷èíîì, ð³âíîâàãà Íåøà äîñÿãàºòüñÿ ñèìåòðè÷íîþ ñòàö³îíàðíîþ

ñòðàòåã³ºþ f s� �( ) 0.1912� s. Î÷³êóâàí³ âèãðàø³ ó öüîìó ðàç³ äîð³âíþþòü

�� �( )s1 0.5368� 
 s
1
� . Ïðîòå, öå çíà÷åííÿ º ñóòòºâî ìåíøèì ïîð³âíÿíî ç âèïëà-

òàìè ~ ( )�� �s1 0.9736� 
 s
1
� , ùî â³äïîâ³äàþòü âèáîðó ïðîô³ëþ ñòðàòåã³é ~�� .

Îòðèìàíà ð³çíèöÿ º ïîêàçîâîþ ³ íàãîëîøóº íà âàæëèâîñò³ ³ñíóâàííÿ êîìóí³êàö³¿

òà äîâ³ðè ì³æ ãðàâöÿìè ó âèïàäêó çàñòîñóâàííÿ ìîäåë³ íà ïðàêòèö³.

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ãðà âèäîáóòêó ðåñóðñ³â îïèñóº ïðîáëåìàòèêó åêîíîì³÷íî¿ âçàºìîä³¿ â óìîâàõ
ñï³ëüíîãî êîðèñòóâàííÿ çì³ííèìè â ÷àñ³ ðåñóðñàìè. Êëþ÷îâèì ïèòàííÿì, ÿêå
âèâ÷àþòü ó ö³é ãð³, º ³ñíóâàííÿ ð³âíîâàãè Íåøà. Ó ðîáîò³ äîâåäåíî ³ñíóâàííÿ
ñèìåòðè÷íî¿ ñòàö³îíàðíî¿ ð³âíîâàãè Íåøà äëÿ ñèìåòðè÷íî¿ ãðè âèäîáóòêó ðå-
ñóðñ³â ç íåäîñë³äæåíîãî äîñ³ êëàñó. À ñàìå, ó ãð³ ïåðåäáà÷àºòüñÿ äîâ³ëüíà
ê³ëüê³ñòü ó÷àñíèê³â, íåîáìåæåíèé ïðîñò³ð ñòàí³â, íåîáìåæåí³ ôóíêö³¿ êîðèñíîñò³
ãðàâö³â, à òàêîæ ³ìîâ³ðíîñò³ ïåðåõîäó ó âèãëÿä³ ñòîõàñòè÷íîãî ÿäðà, çàëåæíîãî
â³ä ñï³ëüíèõ ³íâåñòèö³é. Âîäíî÷àñ ç öüîãî êëàñó âèîêðåìëåíî ìîäåëü, ó ÿê³é
ôóíêö³¿ êîðèñíîñò³ º ñòåïåíåâèìè, à çàêîí ïåðåõîäó — ãåîìåòðè÷íèì âèïàäêî-
âèì áëóêàííÿì. Îáèäâà ïðèïóùåííÿ ìàþòü ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ, îñê³ëüêè øèðî-
êî âèêîðèñòîâóþòüñÿ â åêîíîì³÷íîìó ìîäåëþâàíí³.
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Ò à á ë è ö ÿ 1

n f sn ( ) u n s( )
~

( )f sn
~ ( )u n s

1 0.2 s 0.4472135955 
 s� 0.2 s 0.4472135955 
 s�

2 0.19388088420s 0.50980408991620 
 s� 0.11179240416 s 0.59816892509057 
 s�

3 0.19212040652 s 0.52820038700189 
 s� 0.08293252210 s 0.69449249848605 
 s�

4 0.19156588933 s 0.53403207202728 
 s� 0.06889840454 s 0.76194813971706 
 s�

5 0.19138668966 s 0.53592050746353 
 s� 0.06078257328 s 0.81122337189901 
 s�

6 0.19132831137 s 0.53653611454448 
 s� 0.05561366257 s 0.84808473630563 
 s�

7 0.19130924394 s 0.53673722665859 
 s� 0.05211670330 s 0.87607548466860 
 s�

8 0.19130301090 s 0.53680297376685 
 s� 0.04965321698 s 0.89754514085054 
 s�

9 0.19130097279 s 0.53682447257016 
 s� 0.04786791605 s 0.91412952307961 
 s�

10 0.19130030630 s 0.53683150303992 
 s� 0.04654737200 s 0.92700571697902 
 s�

... ... ... ... ...

49 0.19129998242 s 0.53683491943289 
 s� 0.04219431974 s 0.97365029746221 
 s�

50 0.19129998242 s 0.53683491943289 
 s� 0.04219423901 s 0.97365122897230 
 s�



Ìåòîä äîâåäåííÿ ³ñíóâàííÿ ñèìåòðè÷íî¿ ñòàö³îíàðíî¿ ð³âíîâàãè Íåøà º îä-
íî÷àñíî ³ ìåòîäîì ¿¿ ïîáóäîâè. Öå âàæëèâî äëÿ ïðàêòè÷íîãî çàñòîñóâàííÿ,
îñê³ëüêè äàº çìîãó îäðàçó çíàõîäèòè ³ îö³íþâàòè ïîëîæåííÿ ð³âíîâàãè. Ó íàâå-
äåíîìó ïðèêëàä³ ³òåðàòèâíî îá÷èñëåíî ñòàö³îíàðíó ð³âíîâàãó Íåøà äëÿ êîí-
êðåòíî¿ ÷èñëîâî¿ ïîñòàíîâêè çàäà÷³.

Äîäàòêîâèì ðåçóëüòàòîì º òå, ùî çíàéäåíà ñòàö³îíàðíà ð³âíîâàãà íå º îïòè-

ìàëüíîþ çà Ïàðåòî. Íà ïðàêòèö³ öå îçíà÷àº, ùî àãåíòàì, ÿê³ ñï³ëüíî âîëîä³þòü ðå-

ñóðñîì àáî êàï³òàëîì ó â³äïîâ³äíîìó äî ìîäåë³ êîíòåêñò³, äîö³ëüíî øóêàòè ìîæëè-

âîñò³ äëÿ êîîïåðàö³¿ òà óêëàäàòè çîáîâ’ÿçàííÿ çàðàäè âèãîäè â³ä ïåðåãîâîðíèõ

ñòðàòåã³é. Íà ïðèêëàä³ íàî÷íî ïðî³ëþñòðîâàíî, íàñê³ëüêè ñóòòºâîþ ìîæå áóòè

ð³çíèöÿ ó âèãðàøàõ ì³æ ð³âíîâàãîþ Íåøà òà ñèìåòðè÷íèì â³äõèëåííÿì â³ä íå¿.
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NASH EQUILIBRIUM IN A SPECIAL CASE OF SYMMETRIC RESOURCE
EXTRACTION GAMES

Abstract. The study complements available results on the existence of Nash equilibrium in
resource extraction games with an arbitrary number of agents. In the proposed model, it is
assumed that the players have identical preferences, the utility function is a power function,
and the sequence of states from the joint investments is determined via geometric random
walk. An iterative method is used for constructing a nonrandomized stationary Nash
equilibrium in the infinite horizon game. It is shown that the equilibrium belongs to the set of
Pareto inefficient strategies.
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