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ÀËÃÎÐÈÒÌ ÏÎÏÎÂÍÅÍÍß Â ÀËÃÅÁÐÀÕ ÌÍÎÆÈÍ

Àíîòàö³ÿ. Îïèñàíî àëãîðèòì, ÿêèé çà àíàëîã³ºþ ç àëãîðèòìàìè Áóõáåðãåðà ³ Êíóòà–Áåíäèêñà
ìîæíà íàçâàòè àëãîðèòìîì ïîïîâíåííÿ. Íàâåäåíî êîíêðåòí³ ðåàë³çàö³¿ òåîðåòè÷íî¿ êîí-
ñòðóêö³¿ (àáñòðàêòíî¿ ñèñòåìè ðåäóêö³é) â àëãåáðàõ ñê³í÷åíèõ, ÷èñëîâèõ, ë³í³éíèõ íàï³âàëãåá-
ðà¿÷íèõ ìíîæèí òà àëãåáðè ìóëüòèìíîæèí. Ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó åëåìåíòàðíî¿ òåîð³¿ ÷èñåë, ÿêà
ìîæå áóòè ³íòåðïðåòîâàíà ÿê çàäà÷à àëãåáðè ìóëüòèìíîæèí. Îñíîâíà ìåòà ðîáîòè — ïðè-
âåðíóòè óâàãó äî ïðîñòèõ ïðèêëàä³â çàñòîñóâàííÿ àëãîðèòìó ïîïîâíåííÿ.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: àëãîðèòì ïîïîâíåííÿ, êîíñòðóêòèâíà àëãåáðà ìíîæèí, ñòàíäàðòíèé áàçèñ.

ÂÑÒÓÏ

Àëãîðèòì ïîïîâíåííÿ íàáóâ ïîïóëÿðíîñò³ ó êîíñòðóêòèâí³é òåîð³¿
ïîë³íîì³àëüíèõ ³äåàë³â. Çàñòîñóâàâ öåé àëãîðèòì Á. Áóõáåðãåð [1–3] äëÿ ïî-
áóäîâè áàçèñó ³äåàëó ê³ëüöÿ ìíîãî÷ëåí³â, ùî ìàº ãàðí³ âëàñòèâîñò³.
(Çà ³í³ö³àòèâè Á. Áóõáåðãåðà, ó ÿêîãî ïðîôåñîð Â. Ãðåáíåð (W. Gr��îbner) áóâ
íàóêîâèì êåð³âíèêîì, ö³ áàçèñè íàçèâàþòü áàçèñàìè Ãðåáíåðà.) ßêùî áàçèñ
Ãðåáíåðà ³äåàëó ïîáóäîâàíî, áàãàòî êëàñè÷íèõ çàäà÷ òåîð³¿ ïîë³íîì³àëüíèõ
³äåàë³â ìîæóòü áóòè åôåêòèâíî ðîçâ’ÿçàí³. Öå, äëÿ ïðèêëàäó, çàäà÷à íàëåæ-
íîñò³ f I� , çàäà÷à ïîð³âíÿííÿ I J� òîùî. Ôàêòè÷íî, ìåòîä áàçèñ³â Ãðåáíåðà
ñòàâ îñíîâíèì ó êîíñòðóêòèâí³é òåîð³¿ ïîë³íîì³àëüíèõ ³äåàë³â.

Àëãîðèòì ïîïîâíåííÿ — àëãîðèòì Êíóòà–Áåíäèêñà êðèòè÷íèõ ïàð [4, 5] —
òàêîæ â³äîìèé ó òåîð³¿ ñèñòåì ïåðåïèñóâàííÿ òåðì³â. Éîãî óñï³øíî çàñòîñîâó-
þòü äëÿ òàêèõ ñèñòåì, ùî çàäîâîëüíÿþòü âëàñòèâ³ñòü êàíîí³÷íîñò³ ×åð÷à–Ðîññå-
ðà [6–8]. Çàñòîñóíêè öüîãî àëãîðèòìó — òåîð³ÿ íàï³âãðóï ³ òåîð³ÿ ãðóï ç âèçíà-
÷àëüíèìè ñï³ââ³äíîøåííÿìè òîùî [9]. Çàçíà÷èìî, ùî àëãîðèòìè Áóõáåðãåðà ³
Êíóòà–Áåíäèêñà ôîðìóëþþòüñÿ â ñïåöèô³÷íèõ ïðåäìåòíèõ îáëàñòÿõ.

Ó çàïðîïîíîâàí³é ðîáîò³ àëãîðèòì, ÿêèé çà àíàëîã³ºþ ç àëãîðèòìàìè Áóõ-
áåðãåðà ³ Êíóòà–Áåíäèêñà ìîæíà íàçâàòè àëãîðèòìîì ïîïîâíåííÿ, âèêîðèñòî-
âóºòüñÿ äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ ïðèêëàäíèõ çàäà÷ ó êîíñòðóêòèâíèõ àëãåáðàõ ìíîæèí.
Ðîçãëÿäàþòüñÿ êîíêðåòí³ ðåàë³çàö³¿ òåîðåòè÷íî¿ êîíñòðóêö³¿ — àáñòðàêòíî¿ ñèñ-
òåìè ðåäóêö³é â äåê³ëüêîõ àëãåáðàõ ìíîæèí. Öå àëãåáðà ñê³í÷åííèõ ìíîæèí,
àëãåáðà ÷èñëîâèõ ìíîæèí [10, 11] ³ àëãåáðà ìóëüòèìíîæèí. Òàêîæ ðîçãëÿ-
äàºòüñÿ çàäà÷à åëåìåíòàðíî¿ òåîð³¿ ÷èñåë, ÿêó ìîæíà ³íòåðïðåòóâàòè ÿê çàäà÷ó
ùå îäí³º¿ àëãåáðè ìóëüòèìíîæèí.

Îñíîâíà ìåòà ö³º¿ ðîáîòè — ïðèâåðíóòè óâàãó âèêëàäà÷³â äèñêðåòíî¿ ìàòå-
ìàòèêè, êîìï’þòåðíî¿ àëãåáðè, îñíîâ àëãîðèòì³çàö³¿ òà ³íøèõ êîìï’þòåðíèõ
íàóê äî ïðîñòèõ ïðèêëàä³â çàñòîñóâàííÿ àëãîðèòìó ïîïîâíåííÿ.
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ª ï³äñòàâè ââàæàòè, ùî àëãîðèòì ïîïîâíåííÿ ìîæå áóòè åôåêòèâíî çàñòî-
ñîâàíèé äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ àëãîðèòì³÷íèõ ïðîáëåì â àëãåáð³ ë³í³éíèõ íàï³âàëãåá-
ðà¿÷íèõ ìíîæèí ³ â ³íøèõ àëãîðèòì³÷íî ñêëàäíèõ àëãåáðàõ ìíîæèí.

ÇÀÄÀ×À 1. ÏÐÎÁËÅÌÀ ÍÀËÅÆÍÎÑÒ² Â ÀËÃÅÁÐ² ÌÍÎÆÈÍ

Íåõàé U u u uk� � �{ , }1 2 � — ñê³í÷åííà ìíîæèíà-óí³âåðñóì ³ A � { , , ...A A1 2

� � Am } — ñê³í÷åííà ñèñòåìà íåïîðîæí³õ ï³äìíîæèí ìíîæèíè U :
A U i mi � �, , , ...,1 2 . Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó âñ³õ ôîðìóë âèãëÿäó f x x( , ...1 2 �
� � xm ) ó ñèãíàòóð³ � � � � 	
 {( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( )}: 
 ( ) { ( , )}X f x x xm� � �1 2 �

³ âèçíà÷èìî àëãåáðó ìíîæèí ç ñèñòåìîþ òâ³ðíèõ A � � �{ , }A A Am1 2 � ÿê ìíî-

æèíó 
 ( ) { ( , )}A f A A Am� � �1 2 � . Íåõàé äàë³ äàíî ìíîæèíó C U� . Ïðîáëåìà

íàëåæíîñò³ (membership problem) ôîðìóëþºòüñÿ òàê: âèçíà÷èòè C A�
 ( ).

Îòæå, â çàäà÷³ ïîòð³áíî ïîáóäóâàòè àëãîðèòì ðîçâ’ÿçàííÿ ïðîáëåìè íàëåæ-
íîñò³ çà çàäàíèìè óí³âåðñóìîì U , ñèñòåìîþ òâ³ðíèõ A ³ ìíîæèíîþ C U� .

Îçíà÷åííÿ 1. Ñê³í÷åííà ñèñòåìà íåïîðîæí³õ ìíîæèí B � � �{ , }B B Bn1 2 �

íàçèâàºòüñÿ äèç’þíêòèâíèì áàçèñîì àëãåáðè 
 ( )A A, ÿêùî
1) B Bi j� � � äëÿ âñ³õ i j i j, : � ;
2) A B B Bi i i ili

� � � �1 2 � äëÿ âñ³õ i ;
3) f A A A B B Bm f f f l f

( , )1 2 1 2� � � � � �� � äëÿ âñ³õ f X�
 ( ) .

Äèç’þíêòèâíèé áàçèñ (äàë³ — áàçèñ) B ñèñòåìè A íàçèâàºòüñÿ ñòàíäàðòíèì,
ÿêùî â³í ì³ñòèòü ì³í³ìàëüíî ìîæëèâó ê³ëüê³ñòü åëåìåíò³â.

Âëàñòèâîñò³ 2, 3 îçíà÷àþòü, ùî áóäü-ÿêèé åëåìåíò àëãåáðè ìíîæèí 
 ( )A

ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíèé ó âèãëÿä³ îá’ºäíàííÿ äåÿêèõ åëåìåíò³â áàçèñó B .
ßê áàçèñ ìîæíà âèáðàòè ñèñòåìó îäíîåëåìåíòíèõ ï³äìíîæèí óí³âåðñóìó U :

B � � �{{ },{ } { }}u u uk1 2 � . Ïðåäñòàâëåííÿ áóäü-ÿêî¿ ìíîæèíè f A( ) ó ðîçêëàäàíí³

çà áàçèñíèìè åëåìåíòàìè, òîáòî ó âèãëÿä³ f A B B Bf f f l f
( ) � � � �1 2 � , º ºäèíèì.

ßê áàçèñ ìîæíà âèáðàòè òàêîæ ñèñòåìó âñ³õ åëåìåíòàðíèõ êîí’þíêò³â
A A Am

m

1 2
1 2� � �� � �� , äå A Ai i

i� � , ÿêùî � i � 0 , ³ A Ai i
i� � , ÿêùî � i �1.

Ó öüîìó âèçíà÷åíí³ àëãåáðè 
 ( )A ñåðåä áàçèñíèõ åëåìåíò³â â³äñóòí³é åëåìåí-
òàðíèé êîíüþíêò A A Am1 2� � �� (óñ³ áàçèñí³ ìíîæèíè ç çàïåðå÷åííÿì).

Ïðåäñòàâëåííÿ áóäü-ÿêî¿ ìíîæèíè f A( ) ó ðîçêëàäàíí³ çà òàêèìè áàçèñíèìè
åëåìåíòàìè f A B B Bi i ili

( ) � � � �1 2 � òàêîæ º ºäèíèì. Çàâäÿêè ñòàíäàðòíîìó
áàçèñó òàêå ïðåäñòàâëåííÿ º íàéá³ëüø åêîíîìíèì.

Ïðèêëàä 1. Äîïóñòèìî, ùî ïîòð³áíî ïîáóäóâàòè ñòàíäàðòíèé áàçèñ ñèñòå-
ìè ìíîæèí A B C, , . ßêùî ö³ ìíîæèíè ì³ñòÿòüñÿ â çàãàëüíîìó ïîëîæåíí³,

StBase �
 �ABC ABC ABC ABC ABC ABC ABC, , , , , , .

ßêùî, äëÿ ïðèêëàäó, AB � � , òîä³ AB B AB A� �, ³

StBase �
 �BC AC ABC BC AC, , , , .

ÀËÃÎÐÈÒÌ ÏÎÁÓÄÎÂÈ ÑÒÀÍÄÀÐÒÍÎÃÎ ÁÀÇÈÑÓ

Ó çàäà÷³ 1 íàâåäåíî ñê³í÷åííó ñèñòåìó íåïîðîæí³õ ï³äìíîæèí A �
� � �{ , }A A Am1 2 � ìíîæèíè-óí³âåðñóìó U . ßêùî çà ö³ºþ ñèñòåìîþ ïîáóäóâàòè
ñòàíäàðòíèé äèç’þíêòèâíèé áàçèñ B � � �{ , }B B Bn1 2 � , ïðîáëåìà íàëåæíîñò³
ðîçâ’ÿçóºòüñÿ ëåãêî: ïîòð³áíî äëÿ âñ³õ åëåìåíò³â ñòàíäàðòíîãî áàçèñó âèçíà-
÷èòè B Ci � . Â³äïîâ³äíå ïåðåòâîðåííÿ ìàº âèãëÿä

Öèêë ïî i â³ä 1 äî n ßêùî B Ci � òî C C Bi:� 	 ,

ÿêùî ï³ñëÿ öüîãî öèêëó C � � , C A�
 ( ) .
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Ðîçãëÿíåìî àëãîðèòì ïîáóäîâè ñòàíäàðòíîãî áàçèñó ñèñòåìè ìíîæèí
A � � �{ , }A A Am1 2 � . Öåé àëãîðèòì º ïðèêëàäîì ³ç êëàñó àëãîðèòì³â, ÿê³ íàçèâà-
þòüñÿ àëãîðèòìàìè ïîïîâíåííÿ.

Àëãîðèòì ïîïîâíåííÿ ïîõîäèòü ç ìíîæèíè A � � �{ , }A A Am1 2 � .
Êðîê 1. Ïîêëàäåìî B Ai i

( )0 � , B ( ) { , }0
1 2� � �A A Am� .

Êðîê 2. ßêùî ó ìíîæèí³ B B B Bs s
l

s� { , , ..., }( ) ( ) ( )
1 2 ³ñíóþòü òàê³ äâà åëåìåí-

òè: B Bi
s

j
s( ) ( ), , ùî B Bi

s
j
s( ) ( )� � �, ïðèéìàºìî B B B

l
s

i
s

j
s

� � �1
( ) ( ) ( ) ³ ïåðåòâîðþºìî

B B B B Bi
s

j
s

i
s

i
s

l
s( ) ( ) ( ) ( ) ( ), : :� 	 �1 , B B Bj

s
j
s

l
s( ) ( ) ( ): .� 	 �1

Ïàðà B Bi
s

j
s( ) ( )� � � íàçèâàºòüñÿ êðèòè÷íîþ ïàðîþ. Ìíîæèíè B Bi

s
j
s( ) ( ),

ðåäóêóþòüñÿ â³äí³ìàííÿì ç êîæíî¿ ìíîæèíè ¿õíüîãî ïåðåòèíó. Ó ðåçóëüòàò³ âè-
êîíàííÿ ö³º¿ îïåðàö³¿ ìíîæèíè B Bi

s
j
s( ) ( ), ðåäóêîâàíî äî ìíîæèí, ÿê³ âçàºìíî

íå ïåðåòèíàþòüñÿ, ³ ñèñòåìó ïîïîâíåíî ìíîæèíîþ B B B
l

s
i

s
j
s

� � �1
( ) ( ) ( ) .

Ö³ ïåðåòâîðåííÿ âèêîíóþòüñÿ çà óìîâè, ùî îá÷èñëåí³ ìíîæèíè íåïîðîæí³.
Êðîê 3. ßêùî ó ìíîæèí³ B � { , , ..., }( ) ( ) ( )B B Bs s

l
s

1 2 ³ñíóº äâà ð³âí³ åëåìåíòè:

B Bi
s

j
s( ) ( ), , B Bi

s
j
s( ) ( )� , çã³äíî àëãîðèòìó B B B j

s: { }( )� 	 , òîáòî ³ç ñèñòåìè B âèëó-

÷àºòüñÿ îäèí ç òàêèõ åëåìåíò³â.
Êðîêè 2, 3 çàâåðøóþòüñÿ ³ s s:� �1 (çä³éñíþºòüñÿ ïåðåõ³ä äî íàñòóïíèõ ïå-

ðåòâîðåíü).
Êðîê 4. Àëãîðèòì çàâåðøóº ðîáîòó, êîëè óìîâè êðîê³â 2, 3 íåçä³éñíåíí³.
Ìîæíà äîâåñòè, ùî ïîáóäîâàíèé òàêèì ÷èíîì áàçèñ º ñòàíäàðòíèì. Ó öüîìó ðàç³

ïðåäñòàâëåííÿ áóäü-ÿêî¿ ìíîæèíè Ai ó âèãëÿä³ A B B Bi i i ili
� � � �1 2 � º ºäèíèì.

Çàçíà÷èìî, ùî ðîçãëÿíóòèé àëãîðèòì âèêîðèñòîâóº òðè òèïè îïåðàö³é:
— ïîïîâíåííÿ ñèñòåìè B ïåðåòèíîì äâîõ ìíîæèí (åëåìåíò³â ö³º¿ ñèñòåìè);
— ðåäóêóâàííÿ ñèñòåìè B â³äí³ìàííÿì â³ä öèõ ìíîæèí ¿õíüîãî ïåðåòèíó;
— ì³í³ì³çàö³ÿ ñèñòåìè B âèëó÷åííÿì ³ç B îäíîãî ç äâîõ ð³âíèõ åëåìåíò³â.
Íàñïðàâä³, âñ³ ö³ ì³ðêóâàííÿ ³ ðåçóëüòàòè ìàþòü ì³ñöå ³ â çàãàëüí³é ñèòóàö³¿.

Òàê, ìîæíà âèìàãàòè ëèøå, ùîá àëãåáðà ìíîæèí 
 ( )A íàä óí³âåðñóìîì U áóëà
êîíñòðóêòèâíîþ. Öå îçíà÷àº, ùî åëåìåíòè 
 ( )A — ñê³í÷åíí³ îá’ºêòè — êîí-
ñòðóêö³¿ ³ âñ³ îïåðàö³¿ ñèãíàòóðè àëãåáðè 
 ( )A , à òàêîæ â³äíîøåííÿ ð³âíîñò³
A B� ðåàë³çîâàí³ àëãîðèòìàìè.

Ïðèêëàäîì êîíñòðóêòèâíî¿ àëãåáðè ìîæå áóòè àëãåáðà ÷èñëîâèõ ìíîæèí,
åëåìåíòè ÿêî¿ — ñóòü ñê³í÷åíí³ îá’ºäíàííÿ ÷èñëîâèõ ³íòåðâàë³â.

Òàêîæ âàðòèé óâàãè òàêèé ïðèêëàä: àëãåáðà ìóëüòèìíîæèí.
Íåõàé, ÿê ³ â çàäà÷³ 1, çàäàíî óí³âåðñóì U u u uk� � �{ , }1 2 � . Ìóëüòèìíîæè-

íîþ A íàçèâàºòüñÿ ñóêóïí³ñòü äåÿêèõ åëåìåíò³â ç U êîæåí ç ÿêèõ ì³ñòèòüñÿ â A

ó äåê³ëüêîõ åêçåìïëÿðàõ. Òàêèì ÷èíîì, A u k u k u km m� {( , ), ( , ), ..., ( , )}1 1 2 2 .
Ó ïàð³ ( , )u ki i k i îçíà÷àº ê³ëüê³ñòü åëåìåíò³â ui ó ìóëüòèìíîæèí³ A.

Ïðèêëàä 2. Óí³âåðñóì öüîãî ïðèêëàäó — íàá³ð ð³çíîêîëüîðîâèõ êóëü:
U red yellow green blue� { , , , }. Òîä³ ìóëüòèìíîæèíà A red yellow� {( , ), ( , ),3 0
( , ), ( , )}green blue1 5 ì³ñòèòü äåâ’ÿòü åëåìåíò³â: òðè ÷åðâîí³ êóë³, îäíó çåëåíó
³ ï’ÿòü ñèí³õ êóëü.

Âèçíà÷èìî ñèãíàòóðó àëãåáðè ìóëüòèìíîæèí M ( )U . ßêùî A B U, ( )� M —
ìóëüòèìíîæèíè ³

A u k u k u km m� {( , ), ( , ), ..., ( , )}1 1 2 2 , B u l u l u lm m� {( , ), ( , ), ..., ( , )}1 1 2 2 ,

òîä³
A B u k l u k l u km� � {( , min( , )), ( , min( , )), ..., ( , min(1 1 1 2 2 2 m ml, )} ,
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A B u k l u k l u km� � {( , max( , )), ( , max( , )), ..., ( , min(1 1 1 2 2 2 m ml, )} ,

A B u k k l u k k l um	 � 	 	{( , min( , )), ( , min( , )), ..., (1 1 1 1 2 2 2 2 , min( , )}k k lm m m	 .

Îçíà÷åííÿ 1 äèç’þíêòèâíîãî ñòàíäàðòíîãî áàçèñó äëÿ àëãåáðè ìóëüòèìíî-
æèí ìàº îäíó âàðòó óâàãè â³äì³íí³ñòü, à ñàìå: ó ï. 2, 3 öüîãî îçíà÷åííÿ ñåðåä áà-
çèñíèõ åëåìåíò³â f A A Am( , )1 2 � �� ìîæóòü áóòè ð³âí³. ßêùî äëÿ àëãåáðè
ñê³í÷åííèõ ìíîæèí ó ðîçêëàä³ f A A A B B Bm f f f l f

( , )1 2 1 2� � � � � �� � äëÿ
âñ³õ f X�
 ( ), B Bfi fj� , òîä³ äëÿ àëãåáðè ìóëüòèìíîæèí ó öüîìó ðîçêëàä³ äëÿ

äåÿêèõ áàçèñíèõ åëåìåíò³â º ìîæëèâîþ ð³âí³ñòü B Bfi fj� .
Çàçíà÷èìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ êîíñòðóêòèâíèõ àëãåáð ìíîæèí, ÿêùî

| |A m� , ê³ëüê³ñòü åëåìåíò³â ó ñòàíäàðòíîìó äèç’þíêòèâíîìó áàçèñ³ íå ïåðåâè-

ùóº 2 2m mB: | | � .

ÇÀÄÀ×À 2. ÑÒÀÍÄÀÐÒÍ² ÌÓËÜÒÈÏË²ÊÀÒÈÂÍ² ÁÀÇÈÑÈ ×ÈÑËÎÂÈÕ ÑÈÑÒÅÌ

Íåõàé A a a am� { , , ..., }1 2 — ñê³í÷åííèé íàá³ð íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, á³ëüøèõ îäèíèö³.

Áóäåìî íàçèâàòè òàêèé íàá³ð ñèñòåìîþ ÷èñåë. Âèçíà÷èìî àëãåáðó �( )A ñèãíàòó-

ðîþ � � �� {( ) ( ), (( ), ( )), (( ), ( )), (( ), ( ))}GCD DIV MOD òà ìíîæèíîþ òâ³ðíèõ A.

Îçíà÷åííÿ 2. Ñèñòåìà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë B � � �{ , }b b bn1 2 � íàçèâàºòüñÿ
ìóëüòèïë³êàòèâíèì áàçèñîì (äàë³ — áàçèñîì) ñèñòåìè A, ÿêùî

1) GCD b bi j( , ) �1 äëÿ âñ³õ i j i j, : � ;

2) a b b bi i

d

i

d

il

idi i

i

ili� � � �1 2
1 2 � äëÿ âñ³õ i;

3) f a a a b b bm f

d

f

d

il

fdf f

i

flf( , ) .1 2 1 2
1 2� � � � � �� �

Ìóëüòèïë³êàòèâíèé áàçèñ B àëãåáðè �( )A íàçèâàºòüñÿ ñòàíäàðòíèì, ÿêùî
â³í ì³ñòèòü ì³í³ìàëüíî ìîæëèâó ê³ëüê³ñòü åëåìåíò³â.

Ñåðåä áàçèñíèõ åëåìåíò³â ó ï. 2, 3 îçíà÷åííÿ 2 ìîæóòü áóòè ð³âí³. ²íàêøå
êàæó÷è, áóäü-ÿêèé åëåìåíò àëãåáðè �( )A ìîæíà íàâåñòè ó âèãëÿä³ äîáóòêó íàòó-
ðàëüíèõ ñòåïåí³â äåÿêèõ åëåìåíò³â áàçèñó B .

Íåõàé P p p pn� � �{ , }1 2 � — íàá³ð ïðîñòèõ ÷èñåë, ÷åðåç ÿê³ ìîæíà âèðàçèòè
áóäü-ÿêå ÷èñëî ñèñòåìè A � � � � � � �{ , }: ...a a a a p p pm i

di di
n
din

1 2 1
1

2
2

� , i n�1 2, , ..., .

Òîä³, âî÷åâèäü, íàá³ð P — ìóëüòèïë³êàòèâíèé áàçèñ àëãåáðè �( )A . Ïðåäñòàâëåí-
íÿ áóäü-ÿêîãî åëåìåíòó f a a am( , , ..., )1 2 àëãåáðè �( )A ó ðîçêëàäàíí³ ïî áàçèñó P,
òîáòî ó âèãëÿä³ f a a a p p pm

df df
n
dfn( , , ..., ) ...1 2 1

1
2

2� � � � , º ºäèíèì.

Ïðîòå, ñòàíäàðòíèé áàçèñ ðîáèòü òàêå ïðåäñòàâëåííÿ íàéá³ëüø åêîíîìíèì.
Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî àëãîðèòì îá÷èñëåííÿ áàçèñó P âèìàãàº ïîâíî¿ ôàêòîðè-
çàö³¿ âñ³õ ÷èñåë ñèñòåìè A. Îñê³ëüêè â³äîì³ àëãîðèòìè ôàêòîðèçàö³¿ º íååôåê-
òèâíèìè, àëãîðèòìè îá÷èñëåííÿ P òàêîæ íååôåêòèâí³.

Ó çàäà÷³ 2 äàíî ñê³í÷åííó ñèñòåìó íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, á³ëüøèõ îäèíèö³
A � � �{ , }a a am1 2 � . Ïîòð³áíî ïîáóäóâàòè ñòàíäàðòíèé ìóëüòèïë³êàòèâíèé áà-
çèñ B � � �{ , }b b bn1 2 � àëãåáðè �( )A .

Ðîçãëÿíåìî àëãîðèòì ïîáóäîâè ñòàíäàðòíîãî ìóëüòèïë³êàòèâíîãî áàçèñó
àëãåáðè �( )A . Òàê ñàìî, ÿê ³ àëãîðèòì çàäà÷³ 1, öåé àëãîðèòì º ïðèêëàäîì ³ç
êëàñó àëãîðèòì³â, ÿê³ íàçèâàþòüñÿ àëãîðèòìàìè ïîïîâíåííÿ. Ùîá çâ’ÿçîê àëãî-
ðèòì³â ïîïîâíåííÿ çàäà÷ 1, 2 ñòàâ î÷åâèäíèì, àëãîðèòì çàäà÷³ 2 âèêëàäåìî òàê
ñàìî, ÿê ³ àëãîðèòì çàäà÷³ 1.

Àëãîðèòì ïîïîâíåííÿ âèõîäèòü ç ìíîæèíè A � � �{ , }a a am1 2 � .
Êðîê 1. Ïîêëàäåìî b ai i

( )0 � : B ( ) { , }0
1 2� � �a a am� .

Êðîê 2. ßêùî ó ìíîæèí³ B � { , , ..., }( ) ( ) ( )b b bs s
l

s
1 2 ³ñíóþòü òàê³ äâà åëåìåíòè:

b bi
s

j
s( ) ( ), , ùî GCD b bi

s
j
s( , )( ) ( ) �1, ââàæàºìî, ùî b GCD b b

l
s

i
s

j
s

� �1
( ) ( ) ( )( , ) , ³ ïåðåòâî-
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ðþºìî b bi
s

j
s( ) ( ), :

b DIV b b b DIV b bi
s

i
s

l
s

j
s

j
s

l
s( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ): ( , ), : ( ,� �� �1 1 ).

²íàêøå êàæó÷è, ÷èñëà b bi
s

j
s( ) ( ), ðåäóêóþòüñÿ ä³ëåííÿì êîæíîãî ç íèõ

íà ¿õí³é íàéá³ëüøèé ñï³ëüíèé ä³ëüíèê. Ó ðåçóëüòàò³ âèêîíàííÿ ö³º¿ îïåðàö³¿ ÷èñ-
ëà b bi

s
j
s( ) ( ), ðåäóêîâàíî äî âçàºìíî ïðîñòèõ, ³ ñèñòåìó ïîïîâíåíî ÷èñëîì

b GCD b b
l

s
i

s
j
s

� �1
( ) ( ) ( )( , ) . Ö³ ïåðåòâîðåííÿ âèêîíóþòüñÿ çà óìîâè, ùî îòðèìàí³

÷èñëà íå ð³âí³ îäèíèö³.
Êðîê 3. ßêùî ó ìíîæèí³ B � { , , ..., }( ) ( ) ( )b b bs s

l
s

1 2 ³ñíóþòü òàê³ äâà åëåìåíòè:

b bi
s

j
s( ) ( ), , ùî b bi

s
j
s( ) ( )� , ââàæàºìî, ùî B B: { }( )� 	 b j

s , òîáòî âèëó÷àºìî ³ç ñèñòå-

ìè B îäèí ç òàêèõ åëåìåíò³â. Êðîê çàâåðøóºòüñÿ ³ s s:� �1(ïåðåõ³ä äî íàñòóïíèõ
ïåðåòâîðåíü).

Êðîê 4. Àëãîðèòì çàâåðøóº ðîáîòó, êîëè óìîâè êðîê³â 2, 3 íåçä³éñíåíí³.
Ìîæíà äîâåñòè, ùî ïîáóäîâàíèé òàêèì ÷èíîì áàçèñ º ñòàíäàðòíèì. Ó öüî-

ìó ðàç³ ïðåäñòàâëåííÿ áóäü-ÿêîãî ÷èñëà f a a am( , )1 2 � �� ó âèãëÿä³
a b b bi i i ili

� � � �1 2 � º ºäèíèì.
Çàçíà÷èìî, ùî ³ öåé àëãîðèòì âèêîðèñòîâóº òðè òèïè îïåðàö³é:
— ïîïîâíåííÿ ñèñòåìè B GCD äâîõ ÷èñåë (åëåìåíò³â ö³º¿ ñèñòåìè);
— ðåäóêóâàííÿ ñèñòåìè B ä³ëåííÿì öèõ ÷èñåë íà ¿õí³ GCD;
— ì³í³ì³çàö³ÿ ñèñòåìè B âèëó÷åííÿì ³ç B îäíîãî ç äâîõ ð³âíèõ ¿¿ åëåìåíò³â.
Àëãîðèòì çàäà÷³ 2 íå ëèøå ïîä³áíèé äî àëãîðèòìó çàäà÷³ 1, à º áåçïîñå-

ðåäí³ì éîãî óçàãàëüíåííÿì. Âëàñíå, ÿêùî â çàäà÷³ 1 àëãîðèòì ïîáóäîâè áàçèñó
ñôîðìóëüîâàíî äëÿ ìíîæèí, àëãîðèòì çàäà÷³ 2 ôàêòè÷íî âèêîðèñòîâóº òàê çâàí³
ìóëüòèìíîæèíè. Ðîçãëÿíåìî íîâèé âèêëàä àëãîðèòìó 2.

Íåõàé, ÿê ³ â çàäà÷³ 1, çàäàíî óí³âåðñóì U u u uk� � �{ , }1 2 � . Ìóëüòèìíîæè-
íîþ A íàçèâàºòüñÿ ñóêóïí³ñòü äåÿêèõ åëåìåíò³â ç U , êîæåí ç ÿêèõ ì³ñòèòüñÿ â A

ó äåê³ëüêîõ åêçåìïëÿðàõ. Òàêèì ÷èíîì, A u k u k u km m� {( , ), ( , ), ..., ( , )}1 1 2 2 .
Ó ïàð³ ( , )u ki i k i îçíà÷àº ê³ëüê³ñòü åëåìåíò³â ui ó ìóëüòèìíîæèí³ A.

Íåõàé, äëÿ ïðèêëàäó, óí³âåðñóì — öå íàá³ð ð³çíîêîëüîðîâèõ êóëü:
U red yellow green blue� { , , , }. Òîä³ ìóëüòèìíîæèíà A red yellow� {( , ), ( , ),3 0
( , ), ( , )}green blue1 5 ì³ñòèòü äåâ’ÿòü åëåìåíò³â: òðè ÷åðâîí³ êóë³, îäíó çåëåíó
³ ï’ÿòü ñèí³õ êóëü.

ßêùî A B, — ìóëüòèìíîæèíè, äî òîãî æ A u k u k u km m� {( , ), ( , ), ..., ( , )}1 1 2 2 ,
B u l u l u lm m� {( , ), ( , ), ..., ( , )}1 1 2 2 , òîä³

A B u k l u k l u km� � {( , min( , )), ( , min( , )), ..., ( , min(1 1 1 2 2 2 m ml, )} ,

A B u k l u k l u k lm m m� � � � �{( , ), ( , ), ..., ( , )}1 1 1 2 2 2 ,

A B u k k l u k k l um	 � 	 	{( , min( , )), ( , min( , )), ..., (1 1 1 1 2 2 2 2 , min( , )}k k lm m m	 .

Ó çàäà÷³ 2 óí³âåðñóì — öå P p p pn� � �{ , }1 2 � , à áóäü-ÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî
ai — åëåìåíò ñèñòåìè A (ìóëüòèìíîæèíà ç ïðîñòèõ ÷èñåë) ä³ëüíèê³â ai :
a p p pi

di di
n
din� � � �1

1
2

2
� .

Âî÷åâèäü, ÿêùî a p p pd d
n
dn� � � �1

1
2

2
� , b p p pe e

n
en� � � �1

1
2

2
� , òîä³

GCD a b p p pd e d e
n

dn en( , ) ( , ) ( , ) ( , )� � � �1
1 1

2
2 2min min min

� ,

òîáòî GCD a b( , ) — ïåðåòèí ìóëüòèìíîæèí, ÿê³ ïðåäñòàâëåí³ ÷èñëàìè a b, .
Çàçíà÷èìî, ùî îïåðàö³ÿ îá’ºäíàííÿ ìóëüòèìíîæèí íåçàñòîñîâíà äî ìíîæèí.
Ðîçãëÿíåìî íàñàìê³íåöü çàäà÷ó, åôåêòèâíèé àëãîðèòì ðîçâ’ÿçàííÿ ÿêî¿ âè-

ìàãàº ïîáóäîâè ñòàíäàðòíîãî ìóëüòèïë³êàòèâíîãî áàçèñó [9].
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ÇÀÄÀ×À 3. ÌÓËÜÒÈÏË²ÊÀÒÈÂÍ² ÑÏ²ÂÂ²ÄÍÎØÅÍÍß
Â ×ÈÑËÎÂ²É ÑÈÑÒÅÌ²

Äàíî ñèñòåìó íàòóðàëüíèõ ÷èñåë A a a am� � �{ , }1 2 � . Àëãîðèòì³÷íà ïðîáëåìà

òàêà: âèçíà÷èòè, ÷è ³ñíóº íåòðèâ³àëüíå ìóëüòèïë³êàòèâíå ñï³ââ³äíîøåííÿ âèã-
ëÿäó

a a a
d d

m
dm

1 2
1 2 1� � � �� , (1)

â ÿêîìó ñòåïåí³ d d dm1 2, � �� — ö³ë³ ÷èñëà, íå âñ³ ð³âí³ íóëþ [9].
Ðîçâ’ÿçàííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è ñèñòåìó A a a am� � �{ , }1 2 � , áóäóºìî ñòàí-

äàðòíèé ìóëüòèïë³êàòèâíèé áàçèñ B � � �{ , }b b bn1 2 � .

Ðîçêëàäåìî ai çà ñòåïåíÿìè áàçèñíèõ åëåìåíò³â:

a b b b

a b b b

a

d d
n
d n

d d
n
d n

1 1
11

2
12 1

2 1
21

2
22 2

� � � �

� � � �

�

�

,

,

. . .

m
dm dm

n
dmnb b b� � � �1

1
2

2
� .

Ñï³ââ³äíîøåííÿ (1) çàïèøåìî ó âèãëÿä³

b b b

d k d k

n

d kj j
j

m

j j
j

m

jn j
j

m

1 2

1
1

2
1 1 1� � �

�
�

�
� �

�
�� .

Ç îãëÿäó íà ë³í³éíó íåçàëåæí³ñòü áàçèñíèõ åëåìåíò³â ìàºìî

d k d k d k

d k d k d k

d k

m m

m m

n

11 1 21 2 1

12 1 22 2 2

1 1

0

0

� � � �

� � � �

�

�

�

,

,

� � � �d k d kn mn m2 2 0� .

(2)

Ñèñòåìà (2) ìàº íåòðèâ³àëüí³ ðîçâ’ÿçêè òîä³ ³ ò³ëüêè òîä³, êîëè ñèñòåìà âåê-
òîð³â

d

d

d

d

d

d

d

n n

m11

12

1

21

22

2

� �

�

�

�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

, , ,

1

2d

d

m

mn

�

�

�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

ë³í³éíî çàëåæíà. Àëãîðèòì³÷íà ïðîáëåìà çâîäèòüñÿ äî ñòàíäàðòíî¿ çàäà÷³ ë³í³éíî¿
àëãåáðè. Çîêðåìà, ÿêùî n m
 , ñï³ââ³äíîøåííÿ (1) ìàº íåòðèâ³àëüíèé ðîçâ’ÿçîê.

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ó ñòàòò³ ðîçãëÿíóòî äåê³ëüêà ïðîñòèõ àëãîðèòì³÷íèõ çàäà÷, äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ
ÿêèõ àëãîðèòì ïîïîâíåííÿ º åôåêòèâíèì. Ç îãëÿäó íà ³çîìîðô³çì àëãåáðè
ìíîæèí òà àëãåáðè âèñëîâëþâàíü ö³ çàäà÷³ ³ ðåçóëüòàòè ìîæíà ïåðåíåñòè íà
àëãåáðó âèñëîâëþâàíü. Ñêëàäí³øîþ º çàäà÷à ïðî ìóëüòèïë³êàòèâí³ ñï³ââ³äíî-
øåííÿ â ÷èñëîâèõ ñèñòåìàõ. Îäíàê âîíà ëåãêî çâîäèòüñÿ äî çàäà÷³ òåîð³¿
ìóëüòèìíîæèí ³ ðîçâ’ÿçóºòüñÿ àëãîðèòìîì ïîïîâíåííÿ.

Ä³éñíî ñêëàäíîþ º çàäà÷à ïîáóäîâè êàíîí³÷íèõ ôîðì ôîðìóë àëãåáðè
ë³í³éíèõ íàï³âàëãåáðà¿÷íèõ ìíîæèí. Çàñòîñóâàííÿ àëãîðèòìó ïîïîâíåííÿ
äî ö³º¿ çàäà÷³ ìîæå ïðèâåñòè äî íîâèõ ö³êàâèõ ðåçóëüòàò³â.

ßêùî çîâñ³ì ñïðîñòèòè ôîðìóëþâàííÿ àëãîðèòìó ïîïîâíåííÿ, éîãî ìîæíà
îïèñàòè òàê: ÿêùî íåîáõ³äíî äîñë³äæóâàòè âïëèâ ôàêòîð³â A B, íà ðåçóëüòàò C ,
òîáòî ïðîàíàë³çóâàòè A B C� � , ïîòð³áíî ðîçãëÿíóòè òðè îêðåìèõ íåñóì³ñíèõ
âàð³àíòè: AB C� , AB C� , AB C� .
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Ìàòåð³àëè, âèêëàäåí³ â ö³é ðîáîò³, äàþòü çìîãó çðîáèòè âèñíîâîê ïðî òå,
ùî àëãîðèòì ïîïîâíåííÿ ñòîñîâíî çàäàíü êîíñòðóêòèâíèõ àëãåáð ìíîæèí êî-
ðèñíî äîëó÷èòè äî êóðñ³â äèñêðåòíî¿ ìàòåìàòèêè, àëãîðèòì³çàö³¿, êîìï’þòåðíî¿
àëãåáðè.
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M. Lvov, Y. Tarasich
THE REPLENISHMENT ALGORITHM IN ALGEBRA OF SETS

Abstract. The algorithm, which, by analogy with the Buchberger and Knuth–Bendix
algorithms, can be called the replenishment algorithm, is described. Specific implementations
of the theoretical construction (abstract reduction system) in algebras of finite, numerical,
linear semi-algebraic sets and in the algebra of multisets are described. The problem of
elementary number theory, which can be interpreted as a problem of multiset algebra, is
considered. The main purpose of this study is to draw attention to simple examples of
application of the replenishment algorithm.

Keywords: replenishment algorithm, constructive algebras of sets, standard basis.
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