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ÀËÃÎÐÈÒÌ ÐÎÇÂ’ßÇÀÍÍß Ë²Í²ÉÍÈÕ Ð²ÂÍßÍÜ
Â ÀÑÎÖ²ÀÒÈÂÍÈÕ Ê²ËÜÖßÕ Ç ÎÄÈÍÈÖÅÞ

Àíîòàö³ÿ. Çàïðîïîíîâàíî àëãîðèòìè ðîçâ’ÿçàííÿ ë³í³éíèõ ð³âíÿíü òà ñèñòåì òàêèõ
ð³âíÿíü â àñîö³àòèâíèõ íåêîìóòàòèâíèõ ê³ëüöÿõ ç îäèíèöåþ çà óìîâè, ùî âñ³ êîåô³ö³ºíòè
â ð³âíÿííÿõ º ä³ëüíèêàìè îäèíèö³. Íàâåäåíî îñíîâí³ ïîíÿòòÿ òåîð³¿ ê³ëåöü òà ïðèêëàäè
ðîáîòè çàïðîïîíîâàíèõ àëãîðèòì³â. Ñêëàäí³ñòü ðîáîòè àëãîðèòì³â çàëåæèòü â³ä âëàñòè-
âîñòåé åëåìåíò³â ê³ëüöÿ, íàä ÿêèì ðîçãëÿäàþòüñÿ ð³âíÿííÿ òà ñèñòåìè ð³âíÿíü.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ë³í³éíe ð³âíÿííÿ, íåêîìóòàòèâíå ê³ëüöe, ä³ëüíèê îäèíèö³, àëãîðèòì.

ÂÑÒÓÏ

Ó ïðàêòè÷íèõ çàäà÷àõ ÷àñòî âèíèêàº íåîáõ³äí³ñòü ðîçâ’ÿçóâàòè ë³í³éí³ ð³âíÿí-

íÿ â ð³çíèõ äèñêðåòíèõ îáëàñòÿõ, ÿê³ ìîæóòü áóòè ÿê ñê³í÷åííèìè, òàê ³

íåñê³í÷åííèìè. Îäí³ºþ ç òàêèõ îáëàñòåé º ê³ëüöÿ. Ïðèêëàäîì ñê³í÷åííîãî

ê³ëüöÿ º ê³ëüöå ëèøê³â Zn çà ìîäóëåì n, à ïðèêëàäîì íåñê³í÷åííîãî ê³ëüöÿ —

ê³ëüöå Z ö³ëèõ ÷èñåë. Ö³ ê³ëüöÿ íàëåæàòü äî ãðóïè àñîö³àòèâíî-êîìóòàòèâíèõ

ê³ëåöü ç îäèíèöåþ. Àëãîðèòìè ðîçâ’ÿçàííÿ ë³í³éíèõ ð³âíÿíü ³ ñèñòåì ë³í³éíèõ

ð³âíÿíü äëÿ öèõ ê³ëåöü ðîçãëÿíóòî â ðîáîòàõ [1, 2].

Ó ö³é ñòàòò³ ðîçãëÿäàþòüñÿ àñîö³àòèâí³ íåêîìóòàòèâí³ ê³ëüöÿ ç îäèíèöåþ

³ ìåòîä ðîçâ’ÿçàííÿ ñèñòåìè ë³í³éíèõ ð³âíÿíü íàä òàêèìè ê³ëüöÿìè.

1. ÍÅÎÁÕ²ÄÍ² ÎÇÍÀ×ÅÍÍß

Ê³ëüöåì íàçèâàºòüñÿ àëãåáðà K A� � �( , , ){ } , ÿêà â³äíîñíî îïåðàö³¿ äîäàâàííÿ ( )�
ñêëàäàº Àáåëåâó ãðóïó, â³äíîñíî îïåðàö³¿ ìíîæåííÿ ( )� º ãðóïî¿äîì, à îïåðàö³¿

äîäàâàííÿ ³ ìíîæåííÿ çâ’ÿçàí³ çàêîíàìè äèñòðèáóòèâíîñò³: � �a b c K, ,

a b c ab ac( )� � � ³ ( )b c a ba ca� � � .

Ãðóïî¿ä íàçèâàºòüñÿ ìóëüòèïë³êàòèâíèì ãðóïî¿äîì ê³ëüöÿ, à Àáåëåâà ãðó-

ïà — àäèòèâíîþ ãðóïîþ ê³ëüöÿ.

Ê³ëüöå K íàçèâàºòüñÿ àñîö³àòèâíèì ê³ëüöåì ç îäèíèöåþ (ÀÊ1), ÿêùî éîãî
ãðóïî¿ä º íàï³âãðóïîþ ç îäèíèöåþ (ìîíî¿äîì). Íóëü àäèòèâíî¿ ãðóïè íàçè-
âàºòüñÿ íóëåì ê³ëüöÿ, à îäèíèöÿ ìóëüòèïë³êàòèâíî¿ íàï³âãðóïè — îäèíèöåþ
ê³ëüöÿ. Äëÿ öèõ åëåìåíò³â âèêîíóþòüñÿ òîòîæíîñò³

( ) ,� � � � � �� � � �a K a a a a a0 0 0 1 1 .

Íåõàé K — àñîö³àòèâíå ê³ëüöå ç îäèíèöåþ. ßêùî â K äëÿ åëåìåíò³â

a b K, \� { }0 âèêîíóºòüñÿ ð³âí³ñòü ab � 0, òî a íàçèâàºòüñÿ ë³âèì ä³ëüíèêîì íóëÿ,
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à b — ïðàâèì ä³ëüíèêîì íóëÿ. Åëåìåíò a K� íàçèâàºòüñÿ ë³âèì (ïðàâèì) ä³ëüíè-

êîì îäèíèö³ (àáî ë³âèì îáåðíåíèì (ïðàâèì îáåðíåíèì)), ÿêùî â ê³ëüö³ ³ñíóº òà-

êèé åëåìåíò b, ùî ab ba� �1 1( ). Çàçíà÷èìî, ùî ìíîæèíà ä³ëüíèê³â îäèíèö³

ñêëàäàº ãðóïó, ÿêà íàçèâàºòüñÿ ìóëüòèïë³êàòèâíîþ ãðóïîþ ê³ëüöÿ [3, 4].

Íàâåäåìî äåÿê³ âëàñòèâîñò³ ä³ëüíèê³â íóëÿ ³ îäèíèö³. Ä³ëüíèê îäèíèö³ íå

ìîæå áóòè ä³ëüíèêîì íóëÿ. Ä³éñíî, íåõàé a b c K, , \� { }0 ³ ab � 0, ca �1, òîä³ ç âè-

ðàçó ab � 0 âèïëèâàº cab b b� � ��1 0, ùî ñóïåðå÷èòü ïî÷àòêîâèì óìîâàì. Ä³ëüíè-

êè îäèíèö³ êîìóòóþòü ì³æ ñîáîþ. Ä³éñíî, ³ç âèðàçó ab �1 âèïëèâàº aba a� àáî

a ba( )� �1 0, çâ³äñè îòðèìóºìî ba �1 ç óðàõóâàííÿì òîãî, ùî a � 0 ³ a — ä³ëüíèê

îäèíèö³. Äî òîãî æ ñóìà (ð³çíèöÿ) ä³ëüíèê³â íóëÿ ìîæå áóòè ä³ëüíèêîì îäèíèö³

³ íàâïàêè, ñóìà (ð³çíèöÿ) ä³ëüíèê³â îäèíèö³ ìîæå áóòè ä³ëüíèêîì íóëÿ. Ö³ âëàñòè-

âîñò³ îïåðàö³é äîäàâàííÿ ³ â³äí³ìàííÿ îçíà÷àþòü, ùî ìíîæèíà ä³ëüíèê³â íóëÿ íå

º ³äåàëîì ó òàêîìó ê³ëüö³.

2. Ë²Í²ÉÍ² Ð²ÂÍßÍÍß ÍÀÄ ÀÊ

Îñê³ëüêè ê³ëüöå K íå êîìóòàòèâíå, òî ñèñòåìè ë³í³éíèõ ð³âíÿíü (ÑËÐ) ìî-

æóòü áóòè ïðàâèìè:
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��

�
�
� � x a bq pq p ,

äå aij , b Kj � , i p�1 2, , ,� , j q�1 2, , ,� .

2.1. Ë³í³éíå ð³âíÿííÿ íàä ÀÊ1. Íåõàé ë³í³éíå ð³âíÿííÿ (ËÐ) ìàº âèãëÿä

L x a x a x bq q( ) � � � �1 1 � , (1)

äå a b K i qi , , , , ,� �1 2 � .

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè âñ³ ai ³ b — ä³ëüíèêè îäèíèö³. Çà öèõ óìîâ ËÐ (1)

ìîæíà ëåãêî ðîçâ’ÿçàòè. Íåõàé ai � 0 — ä³ëüíèê îäèíèö³. Òîä³ ³ñíóº åëåìåíò

c Ki � òàêèé, ùî a ci i �1. Çâ³äñè îòðèìóºìî ðîçâ’ÿçîê ËÐ (1):

x c bi i� ( , , , , , )0 0 0� � .

Ä³éñíî, âåêòîð x c bi i� ( , , , , , , )0 0 0 0� � , äå a ci i �1, çàäîâîëüíÿº ËÐ (1):

L x a c b b bi i i( ) .� � ��1

Ðîçãëÿíåìî îäíîð³äíå ËÐ, ÿêå â³äïîâ³äàº íåîäíîð³äíîìó ËÐ (1), òîáòî

L x a x a xq q( ) � � � �1 1 0� . (2)

Âðàõîâóþ÷è óìîâè, äëÿ öüîãî ð³âíÿííÿ ëåãêî ïîáóäóâàòè ðîçâ’ÿçêè, à ñàìå

âåêòîðè âèãëÿäó

x c c x c c x c
q1

0
1 2 2

0
1 3 1

0
10 0 0 0� � � � �

�
( , , , ), ( , , , , ), , ( , ,� � � � , )� cq ,

äå ci — ïðàâ³ îáåðíåí³ äî ai , òîáòî a ci i �1, i q�1 2, , ,� . Íàïðèêëàä, äëÿ x
1
0

ìàòèìåìî

L x a c a c( )
1
0

1 1 2 2 1 1 0� � � � � .
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Çàóâàæèìî, ùî ë³âå ËÐ

L x x a x a x aq q( ) � � � � �1 1 2 2 0� (3)

áóäå ìàòè ò³ æ ðîçâ’ÿçêè, ùî é ïðàâå. Ä³éñíî, íà ï³äñòàâ³ âëàñòèâîñò³ êîìóòà-

òèâíîñò³ ä³ëüíèê³â îäèíèö³ îòðèìóºìî

L x c a c ai i i( )0
1 1 1 1 0� � � � � ,

äå i q�1 2, , ,� , x c ci i
0

1 0 0� �( , , , , )� � .

Ìàº ì³ñöå òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 1. Ìíîæèíà âåêòîð³â xi
0 , i q�1 2, , ,� , º áàçèñîì ìíîæèíè ðîçâ’ÿçê³â

ËÐ (2).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé u u u uq� ( , , , )1 2 � — äîâ³ëüíèé ðîçâ’ÿçîê ËÐ (2), òîáòî

L x a u a u a uq q( ) � � � � �1 1 2 2 0� .

Ðîçãëÿíåìî âåêòîð

u x a u x a u x a u
q q q� � � � �

�1
0

2 2 2
0

3 3 1
0

�

� � � � �( ( ),u c a u a u a uq q1 1 2 2 3 3 � u c a u u c uq q q2 2 2 2� � �, , )�

� � � � � � � � � �( , , , ) ( , , , )u c a u u u u u u u u u u uq q q q1 1 1 1 2 2 1 1 2 2� � ( , , , )0 0 0�

ç óðàõóâàííÿì êîìóòàòèâíîñò³ ä³ëüíèê³â îäèíèö³ ³ òîãî, ùî âåêòîð u — ðîçâ’ÿçîê

ËÐ (2). Çâ³äñè çíàõîäèìî

u x a u x a u x a u
q q q� � � �

�1
0

2 2 2
0

3 3 1
0

� ,

òîáòî îòðèìàºìî çîáðàæåííÿ âåêòîðà u ó âèãëÿä³ ë³í³éíî¿ êîìá³íàö³¿ âåêòîð³â

xi
0 , i q� �1 2 1, , ,� , ùî é ïîòð³áíî áóëî ïîêàçàòè.

Äîâåäåìî ë³í³éíó íåçàëåæí³ñòü âåêòîð³â xi
0 , i q� �1 2 1, , ,� . Ïðèïóñòèìî, ùî

ö³ âåêòîðè ë³í³éíî çàëåæí³, òîáòî

x d x d x d
q q1

0
1 2

0
2 1

0
1 0� � � �

� �� .

Òîä³ â êîîðäèíàòí³é ôîðì³ öÿ ð³âí³ñòü íàáóâàº âèãëÿäó

( ( ), , , , )c d d d c d c d c dq q q1 1 2 1 2 1 3 2 1 0� � � � � � �� �� � .

Îñê³ëüêè âñ³ ci — ä³ëüíèêè îäèíèö³, òî âîíè íå ìîæóòü áóòè ä³ëüíèêàìè íó-

ëÿ, òîä³ ç âèðàçó c di i� �1 0 âèïëèâàº, ùî di � 0 äëÿ âñ³õ i q� �1 2 1, , ,� .

Ïîêàæåìî òåïåð ºäèí³ñòü çîáðàæåííÿ ðîçâ’ÿçêó u, âèêîðèñòîâóþ÷è âåêòîðè

xi
0 , i q� �1 2 1, , ,� . Ïðèïóñòèìî, ùî ³ñíóº äâà çîáðàæåííÿ âåêòîðà u ó âèãëÿä³

ë³í³éíèõ êîìá³íàö³é:

u x d x d x d
q q� � � �

� �1
0

1 2
0

2 1
0

1�

³

u x f x f x f
q q� � � �

� �1
0

1 2
0

2 1
0

1� .

Çâ³äñè îòðèìóºìî

u u x d f x d f x d f
q q q� � � � � � � � �

� � �1
0

1 1 2
0

2 2 1
0

1 1 0( ) ( ) ( )� .

Àëå âåêòîðè xi
0 ë³í³éíî íåçàëåæí³, òîìó öÿ ð³âí³ñòü âèêîíóºòüñÿ ëèøå òîä³,

êîëè âñ³ êîåô³ö³ºíòè äîð³âíþþòü íóëþ, à çâ³äñè ìàòèìåìî d fi i� äëÿ âñ³õ

i q� �1 2 1, , ,� .
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Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàä, êîëè ñóìà (ð³çíèöÿ) äåê³ëüêîõ êîåô³ö³ºíò³â ËÐ (2)

º ä³ëüíèêîì íóëÿ. Hå îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñò³, íåõàé a a a c1 3 5� � � , äå c —

ä³ëüíèê íóëÿ. Òîä³ ³ñíóº òàêèé åëåìåíò d K� , ùî cd � 0 , ³ òîä³ âåêòîð

x d d d� ( , , , , , , , )0 0 0 0� º ðîçâ’ÿçêîì ËÐ (2). Ä³éñíî, a d a d a d a a1 3 5 1 3� � � � �(

� � �a d cd5 0) . Ïîêàæåìî, ùî öåé ðîçâ’ÿçîê òàêîæ º ë³í³éíîþ êîìá³íàö³ºþ áà-

çèñíèõ âåêòîð³â xi
0 , i q� �1 1, ,� . Ïîáóäóºìî âåêòîðè s x x1 1

0
2
0� � �

� �( , , , , , , , , )0 0 0 0 0 02 3c c � , s x x c c2 1
0

4
0

2 50 0 0 0 0� � � �( , , , , , , , )� , òîä³ íàâåäåíà

äàë³ ë³í³éíà êîìá³íàö³ÿ áóäå øóêàíèì çîáðàæåííÿì âåêòîðà x:

x a d s a d s a d d c a d c a d c a d d d
1
0

1 1 3 2 5 2 1 2 3 2 5 0 0� � � � � �( , , , , , ,� , )0 �

� �( , , , , , , , )d d d x0 0 0 0� ,

îñê³ëüêè � � � � � � � � � � � �c a d c a d c a d c a a a d c cd c2 1 2 3 2 5 2 1 3 5 2 2 0 0( ) . �

Íàñë³äîê 1. 1. Çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ËÐ (1) ìàº âèãëÿä x x x di

i

i� � 1
0 , äå

x1 — ÷àñòèííèé ðîçâ’ÿçîê ËÐ (1), xi
0 — áàçèñíèé ðîçâ’ÿçîê ËÐ (2), d Ki � —

äîâ³ëüí³.

2. ßêùî âåêòîð � — ðîçâ’ÿçîê ËÐ (3), òî â³í ìàº çîáðàæåííÿ

� � � � �
�

u a x u a x u a xq q q2 2 1
0

3 3 2
0

1
0

� .

Äîâåäåííÿ. 1. Ä³éñíî, ÿêùî � �1 2, — ðîçâ’ÿçîê ËÐ (1), òî � �1 2– — ðîç-

â’ÿçîê ËÐ (2) ³ ç óðàõóâàííÿì ëåìè 1 ìàºìî � �1 2
0� �  x di

i

i àáî

� �1 2
0� �  x di

i

i .

2. Ïåðåâ³ðÿºòüñÿ áåçïîñåðåäíüî. �

Ïðèêëàä 1. Çíàéòè íàä ê³ëüöåì K ðàö³îíàëüíèõ ìàòðèöü (ìàòðèö³ ç

ðàö³îíàëüíèìè êîåô³ö³ºíòàìè) ðîçì³ðó 2 2� çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ËÐ

L x A x A x A x A x B( ) � � � � �1 1 2 2 3 3 4 4 ,

äå êîåô³ö³ºíòè ð³âíÿííÿ ³ â³ëüíèé ÷ëåí ìàþòü âèãëÿä

A1
1 1

1 1
�

�
�

�
�

�

�
� , A2

1 1

1 1
�

��

�
�

�

�
� , A3

1 1

1 0
�

�
�

�

�
�

�

�
� , A4

1 1

0 1
�

�
�

�
�

�

�
� , B �

��

�
�

�

�
�

1 1

1 1
.

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Ó òàêîìó ê³ëüö³ ä³ëüíèêàìè îäèíèö³ º íåâèðîäæåí³ ìàòðèö³,

à ä³ëüíèêàìè íóëÿ — âèðîäæåí³ ìàòðèö³. Çã³äíî ç ðåçóëüòàòàìè îá÷èñëåííÿ äå-

òåðì³íàíò³â êîåô³ö³ºíò³â öüîãî ËÐ çíàõîäèìî D A( )1 2� � , D A( )2 2� , D A( )3 1� ,

D A( )4 1� � . Áóäóºìî îáåðíåí³ ìàòðèö³ äëÿ ä³ëüíèê³â îäèíèö³:

A
1

1 1 2 1 2

1 2 1 2
� �

�
�

�
�

�

�
�

/ /

/ /
, A

2
1 1 2 1 2

1 2 1 2
� �

�
�

�
�

�

�
�

/ /

/ /
, A

3
1 0 1

1 1
� �

�
�

�

�
�

�

�
� , A

4
1 1 1

0 1
� �

�
�

�
�

�

�
� .

Âèáèðàºìî, íàïðèêëàä, ä³ëüíèê îäèíèö³ A1 ³ îòðèìóºìî ÷àñòèííèé ðîçâ’ÿ-

çîê ËÐ:

x A B1 1
1 1 2 1 2

1 2 1 2

1 1

1 1

1 0

0 1
� �

�
�

�
�

�

�
� �

��

�
�

�

�
� �

�
�

�
�

�� / /

/ / �
� .

Áóäóºìî áàçèñí³ ðîçâ’ÿçêè îäíîð³äíîãî ËÐ, ÿêå â³äïîâ³äàº ðîçãëÿäóâàíîìó

íåîäíîð³äíîìó ËÐ:

x A A
1
0

1
1

2
1 0 0� �� �( , , , ), x A A

2
0

1
1

3
10 0� �� �( , , , ), x A A

3
0

1
1

4
10 0� �� �( , , , ) .
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Îòæå, çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ïî÷àòêîâîãî ËÐ íàáóâàº âèãëÿäó

x x x d x d x d� � � �1 1
0

1 2
0

2 3
0

3 ,

äå d d d K1 2 3, , � — äîâ³ëüí³ 2 2� -ìàòðèö³.

Íåõàé, íàïðèêëàä, d1 ³ d2 — îäèíè÷í³ ìàòðèö³, òîä³

x �
�

�

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�
� �

�
�

�
�

�

�
�

�1 0

0 1
0 0 0

1 2 1 2

1 2 1 2
, , ,

/ /

/ /
,

1 2 1 2

1 2 1 2
0 0

/ /

/ /
, ,

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�
� �

�
�

�

�
�

�

�
� �

�

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�
�
�

�
� �

1 2 1 2

1 2 1 2
0

0 1

1 1
0

/ /

/ /
, , ,

�
�

�

�
�

�

�
�

� �
�

�

�
�

�

�
� �

�

�
�

�

�
�

�

�

2 1

1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

0 1

1 1
0,

/ /

/ /
, ,�

�

�
� ,

L x( ) �
��

�
�

�

�
� �

�
�

�

�
�

�

�
� �

�
�

�

�
�

�

�
� �

��

�

3 1

1 3

1 0

0 1

1 0

0 1

1 1

1 1
�

�

�
� � B .

Çàóâàæèìî, ùî A A C1 2� � , äå C � �

�
�

�

�
�

2 0

2 0
, òîáòî ñóìà äâîõ ä³ëüíèê³â îäè-

íèö³ º ä³ëüíèêîì íóëÿ. Òîä³ ðîçâ’ÿçêîì îäíîð³äíîãî ËÐ º âåêòîð x d d� ( , , , )0 0 ,

äå d — òàêà ìàòðèöÿ, ùî Cd � 0. Çîáðàæåííÿ âåêòîðà x ó áàçèñ³ ðîçâ’ÿçê³â öüîãî

ËÐ ìàòèìå âèãëÿä

x x A d d A A d d d� � � ��
1
0

1 2
1

1 0 0 0 0( , , , ) ( , , , ),

îñê³ëüêè � ��A A d
2

1
1 . Ä³éñíî, ³ç ð³âíîñò³ A A C1 2� � ìàòèìåìî A d A d1 2 0� � ,

çâ³äcè âèïëèâàº, ùî � ��A A d d
2

1
1 . Ê³íåöü ïðèêëàäó.

Çàçíà÷èìî, ùî êîëè â ËÐ âñ³ êîåô³ö³ºíòè ai — ä³ëüíèêè îäèíèö³, à b —

ä³ëüíèê íóëÿ, òî ñïðàâäæóºòüñÿ ëåìà 1 ³ íàñë³äîê ç íå¿, õî÷à ÷àñòèííèé ðîçâ’ÿçîê

òåïåð áóäå ä³ëüíèêîì íóëÿ. Ä³éñíî, äîâ³ëüíèé ðîçâ’ÿçîê âèãëÿäó

x c bi i� ( , , , , , , )0 0 0 0� �

ìàº êîîðäèíàòó c bi , ÿêà º ä³ëüíèêîì íóëÿ. Îòæå, çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ËÐ (1)

íàáóâàº âèãëÿäó x x x di

i

i� � 1
0 , äå x1 — ÷àñòèííèé ðîçâ’ÿçîê ËÐ (1), xi

0 —

áàçèñíèé ðîçâ’ÿçîê ËÐ (2), d Ki � — äîâ³ëüí³.

Ðîçãëÿíåìî ËÐ, äå âñ³ êîåô³ö³ºíòè ³ â³ëüíèé ÷ëåí º ä³ëüíèêàìè îäèíèö³,

à îäèí ³ç êîåô³ö³ºíò³â ai — ä³ëüíèê íóëÿ. Ó öüîìó ðàç³ äî áàçèñíèõ ðîçâ’ÿçê³â

îäíîð³äíîãî ËÐ, ÿêå â³äïîâ³äàº íåîäíîð³äíîìó ËÐ, äîäàºòüñÿ ðîçâ’ÿçîê

x di� ( , , , , , , )0 0 0 0� � ,
äå a di i � 0.

Ïðèêëàä 2. Çíàéòè íàä ê³ëüöåì K ðàö³îíàëüíèõ ìàòðèöü ðîçì³ðó 2 2� çà-

ãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ËÐ

L x A x A x A x A x B( ) � � � � �1 1 2 2 3 3 4 4 ,

äå êîåô³ö³ºíòè ð³âíÿííÿ ³ â³ëüíèé ÷ëåí ìàþòü âèãëÿä

A1
1 1

1 1
�

�
�

�
�

�

�
� , A2

1 1

1 1
�

�
�

�

�
�

�

�
� , A3

1 1

1 0
�

�
�

�

�
�

�

�
� , A4

1 1

0 1
�

�
�

�
�

�

�
� , B �

��

�
�

�

�
�

1 1

1 1
.

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Îá÷èñëþºìî äåòåðì³íàíòè êîåô³ö³ºíò³â ðîçãëÿäóâàíîãî ËÐ:

D A( )1 2� � , D A( )2 0� , D A( )3 1� , D A( )4 1� � . Îáåðíåí³ ìàòðèö³ äëÿ ä³ëüíèê³â

îäèíèö³ ïîáóäîâàíî â ïðèêëàä³ 1.
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Âèáèðàºìî, íàïðèêëàä, ä³ëüíèê îäèíèö³ A1 ³ îòðèìóºìî ÷àñòèííèé ðîçâ’ÿ-

çîê ËÐ

x A B1 1
1 1 2 1 2

1 2 1 2

1 1

1 1

1 0

0 1
� �

�
�

�
�

�

�
� �

��

�
�

�

�
� �

�
�

�
�

�� / /

/ / �
� .

Áóäóºìî áàçèñí³ ðîçâ’ÿçêè îäíîð³äíîãî ËÐ, ÿêå â³äïîâ³äàº ðîçãëÿäóâàíîìó

íåîäíîð³äíîìó ËÐ:

x A A
1
0

1
1

3
10 0� �� �( , , , ), x A A

2
0

1
1

4
10 0� �� �( , , , ), x A

3
0

2
00 0 0� ( , , , ),

äå A
2
0 1 1

1 1
� �

�
�

�

�
� — ìàòðèöÿ, îòðèìàíà ç ð³âíÿííÿ A A2 2

0 0� � (çàóâàæèìî, ùî

ìàòðèöÿ A
2
0 íå ºäèíà, â öüîìó âèïàäêó òàêèõ ìàòðèöü ìîæå áóòè íåñê³í÷åííî

áàãàòî, íàïðèêëàä A
2
0 1 0

1 0
� �

�
�

�

�
�,

2 0

2 0
�

�
�

�

�
�,

3 0

3 0
�

�
�

�

�
� ,

0 1

0 1
�

�
�

�

�
� ³ ò.ä.). Òîä³ çàãàëüíèé ðîç-

â’ÿçîê ËÐ ìàòèìå âèãëÿä

x x x d x d x d� � � �1 1
0

1 2
0

2 3
0

3 ,

äå d1, d2 , d K3 � — äîâ³ëüí³ 2 2� -ìàòðèö³.

Íåõàé, íàïðèêëàä, d1 ³ d2 — îäèíè÷í³ ìàòðèö³, òîä³

x �
�

�

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�
� �

�
�

�
�

�

�
�

1 0

0 1
0 0 0

1 2 1 2

1 2 1 2
0

0 1
, , ,

/ /

/ /
, ,

�
�

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�
� �

1 1
0,

�
�

�

�
�

�

�
�

� ��

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�
� �

1 2 1 2

1 2 1 2
0 0

1 1

0 1
0

1 1

1 1

/ /

/ /
, , , ,

�

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�
� �, ,0 0

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�
� �

�

�
�

�

�
�

� ��

�
�

�

�
�

�

�

2 1

1 2

1 1

1 1

0 1

1 1

1 1

0 1
, , ,�

�

�
� ,

L x( ) �
�

�

�
�

�

�
� �

�
�

�
�

�

�
� �

�
�

�

�
�

�

�
� � �

�
�

�1 1

1 1

2 1

1 2

1 1

1 1

1 1

1 1�
� �

�
�

�

�
�

�

�
� �

�
�

�
�

�

�
� �

1 1

1 0

0 1

1 1

�
�

�

�
�

�

�
��

� ��

�
�

�

�
� �

��

�
�

�

�
� ��

�
�

�

�
� �

�1 1

0 1

1 1

0 1

3 1

1 3

0 0

0 0

1 0

0 1

1 0

0 1

1 1

1 1�
�

�
�

�

�
� �

�
�

�

�
�

�

�
� �

��

�
�

�

�
� � B .

Ê³íåöü ïðèêëàäó.

2.2. Ñèñòåìè ë³í³éíèõ ð³âíÿíü íàä ÀÊ1. ²ç íàâåäåíîãî âèùå âèïëèâàº, ùî

êîëè âñ³ êîåô³ö³ºíòè ËÐ º ä³ëüíèêàìè îäèíèö³, òî çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê òàêîãî ËÐ

ìîæíà çíàéòè, âèêîðèñòîâóþ÷è íàâåäåíèé âèùå ñïîñ³á. Ðîçãëÿíåìî ïðàâó ÑËÐ

S

a x a x b

a x a x b

a x

r

q q

q q

p

�

� � �

� � �
11 1 1 1

21 1 2 2

1

�

�

���������

,

,

1 � � �

	



��

�
�
� � a x bpq q p ,

äå a b Kij j, � , i p�1 2, , ..., , j q�1 2, , ,� .

Ñèñòåìè ë³í³éíèõ îäíîð³äíèõ ð³âíÿíü (ÑËÎÐ). Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó ÑËÎÐ

âèãëÿäó

S
a x a x

a x a x
q q

q q
2

11 1 1

21 1 2

0

0
�

� � �

� � �

	


�

�

�

,

,

äå âñ³ êîåô³ö³ºíòè â ð³âíÿííÿõ º ä³ëüíèêàìè îäèíèö³, a b Kij j, � , i �1 2, ,

j q�1 2, , ,� .

Ïîáóäóºìî äëÿ ïåðøîãî ð³âíÿííÿ ö³º¿ ÑËÎÐ áàçèñ ìíîæèíè ðîçâ’ÿçê³â

B e e eq1 1 2 1� �{ }, , ,� òà îá÷èñëèìî çíà÷åííÿ d L ei i� 2 ( ), i q� �1 2 1, , ,� . Ïðèïóñ-
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òèìî, ùî âñ³ di — ä³ëüíèêè îäèíèö³ ³ ðîçãëÿíåìî ð³âíÿííÿ

d y d y d yq q1 1 2 2 1 1 0� � � �� �� . (4)

Çíàéäåìî éîãî áàçèñí³ ðîçâ’ÿçêè g g gq1 2 2, , ,� � . Íåõàé g c c ci i i iq� �( , , , )1 2 1� ,

ïîáóäóºìî ë³í³éíó êîìá³íàö³þ âèãëÿäó u e c e c e ci i i q iq� � � � � �1 1 2 2 1 1� .

Ëåìà 2. Ìíîæèíà âåêòîð³â { }ui , i q� �1 2 2, , ,� , º áàçèñîì ìíîæèíè ðîç-

â’ÿçê³â ÑËÎÐ S 2 .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé � � � �� ( , , , )1 2 � q — äîâ³ëüíèé ðîçâ’ÿçîê ÑËÎÐ S 2 .

Çã³äíî ç ëåìîþ 1 ìàòèìåìî

� � � � � � �e b e b e bq q1 1 2 2 1 1� , äå e Bi � 1.

Òîä³

L L e b L e b L e bq q2 2 1 1 2 2 2 2 1 1( ) ( ) ( ) ( )� � � � � �� ��

� � � � �� �d b d b d bq q1 1 2 2 1 1 0� ,

à öå îçíà÷àº, ùî âåêòîð b b b bq� �( , , , )1 2 1� º ðîçâ’ÿçêîì ËÐ (4), òîáòî b g a� �1 1

� � � � �g a g aq q2 2 2 2� àáî

� � � � � � � � �� � � �e b e b e b u a u a u aq q q q1 1 2 2 1 1 1 1 2 2 2 2� � . �

Îòæå, ÿêùî âñ³ êîåô³ö³ºíòè ÑËÎÐ — ä³ëüíèêè îäèíèö³ ³ âñ³ êîåô³ö³ºíòè

ïðîì³æíîãî ËÐ (4) — òåæ ä³ëüíèêè îäèíèö³, òî áàçèñ ìíîæèíè ¿¿ ðîçâ’ÿçê³â ìîæ-

íà çíàéòè íàâåäåíèì ìåòîäîì çà óìîâè àëãîðèòì³÷íî¿ ðîçâ’ÿçóâàíîñò³ çàäà÷³ îá-

÷èñëåííÿ îáåðíåíèõ åëåìåíò³â ó ê³ëüö³ K.

Ïîâåðíåìîñÿ òåïåð äî çàãàëüíîãî âèïàäêó ÑËÎÐ, âñ³ êîåô³ö³ºíòè ÿêî¿

º ä³ëüíèêàìè îäèíèö³ ³ âñ³ ïðîì³æí³ ËÐ âèãëÿäó (4) ìàþòü êîåô³ö³ºíòè — ä³ëü-

íèêè îäèíèö³. Òîä³ äëÿ òàêî¿ ÑËÎÐ ñïðàâåäëèâå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 1. ßêùî ïðîáëåìà ïîáóäîâè îáåðíåíèõ åëåìåíò³â ó ê³ëüö³ K ðîç-

â’ÿçóâàíà, âñ³ êîåô³ö³ºíòè ÑËÎÐ ³ êîåô³ö³ºíòè ïðîì³æíèõ ËÐ âèãëÿäó (4) — öå

ä³ëüíèêè îäèíèö³, òî ìíîæèíó áàçèñíèõ ðîçâ’ÿçê³â ÑËÎÐ S o ìîæíà âèçíà÷èòè

íàâåäåíèì âèùå ñïîñîáîì.

Äîâåäåííÿ çä³éñíþºòüñÿ ³íäóêö³ºþ çà ê³ëüê³ñòþ ð³âíÿíü â ÑËÎÐ:

S

L x a x a x

L x a x a x
o

q q

q q�

� � � �

� � � �
1 11 1 1

2 21 1 2

0

0

( ) ,

( ) ,

�

�

������������

�L x a x a xp p pq q( ) ,� � � �

	



��

�
�
� 1 1 0

äå a Kij � , i p�1 2, , ,� , j q�1 2, , ,� .

Áàçèñ ³íäóêö³¿ ìàº ì³ñöå íà ï³äñòàâ³ ëåì 1 ³ 2.

Êðîê ³íäóêö³¿. Íåõàé òâåðäæåííÿ òåîðåìè ñïðàâåäëèâå äëÿ ÑËÎÐ ç p �1

ð³âíÿííÿì. Ïîêàæåìî, ùî âîíî ñïðàâäæóºòüñÿ ³ äëÿ ÑËÎÐ ç p ð³âíÿííÿìè.

Íåõàé u u uk1 2, , ,� — áàçèñ ìíîæèíè ðîçâ’ÿçê³â ï³äñèñòåìè, ùî ñêëà-

äàºòüñÿ ç ïåðøèõ p �1 ð³âíÿíü, � — äîâ³ëüíèé ðîçâ’ÿçîê ÑËÎÐ S o ; òîä³

u u d u d u dk k� � � �1 1 2 2 � , L u bp ( )1 1� , L u b L u bp p k k( ) , , ( )2 2� �� . Ïîâòî-

ðþºìî âèêëàäêè ç äîâåäåííÿ ëåìè 2 ³ îòðèìàºìî ñïðàâåäëèâ³ñòü òâåðäæåííÿ òåî-

ðåìè. �

Ïðèêëàä 3. Ðîçãëÿíåìî ÑËÎÐ

S
L x A x A x A x A x

L x A x A2
1 11 1 12 2 13 3 14 4

2 21 1 22

0
�

� � � � �
� �

( ) ,

( ) x A x A x2 23 3 24 4 0� � �
	


� ,

äå K — ê³ëüöå êâàäðàòíèõ ìàòðèöü Aij ðîçì³ðó 2 2� íàä ïîëåì ðàö³îíàëüíèõ
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÷èñåë Q, i �1 2, , j �1 2 3 4, , , . Ìàòðèö³-êîåô³ö³ºíòè â ÑËÎÐ ìàþòü âèãëÿä

A11
1 2

1 1
�

�
�

�
�

�

�
� , A12

0 1

1 1
�

�
�

�
�

�

�
� , A13

2 1

1 1
�

� ��

�
�

�

�
� , A14

2 1

1 0
�

�
�

�
�

�

�
�

(äåòåðì³íàíòè öèõ ìàòðèöü äîð³âíþþòü â³äïoâ³äíî 2 1 1 1, , ,� � , òîáòî âñ³ ìàò-

ðèö³ íåâèðîäæåí³ ³ òîìó º ä³ëüíèêàìè îäèíèö³ â ê³ëüö³ òàêèõ ìàòðèöü);

A21
1 1

1 1
�

�
�

�
�

�

�
� , A22

1 1

1 1
�

�
�

�

�
�

�

�
� , A23

1 1

1 0
�

�
�

�

�
�

�

�
� , A24

1 1

0 1
�

�
�

�
�

�

�
�

(äåòåðì³íàíòè öèõ ìàòðèöü äîð³âíþþòü â³äïîâ³äíî � �2 0 1 1, , , , òîáòî äðóãà

ìàòðèöÿ º ä³ëüíèêîì íóëÿ, à ïåðøà, òðåòÿ ³ ÷åòâåðòà — ä³ëüíèêè îäèíèö³).

Îáåðíåí³ ìàòðèö³ ìàòèìóòü âèãëÿä:
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�
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�
� , A
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� �
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�
�

�

�
� , A
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1 0 1
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� �
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�

�

�
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A
21
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� �
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�
�

�
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�
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1 0 1
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� �

�
�

�

�
�

�

�
� , A

24
1 1 1

0 1
� �

�
�

�
�

�

�
� .

Òîä³ áàçèñíèìè ðîçâ’ÿçêàìè ïåðøîãî ð³âíÿííÿ º âåêòîðè

e A A1 11
1

12
1 0 0� �� �( , , , ), e A A2 11

1
13

10 0� �� �( , , , ), e A A3 11
1

14
10 0� �� �( , , , ).

Îá÷èñëèìî çíà÷åíèÿ L xi2
0( ):

L e A A A A2 1 21 11
1

22 12
1( ) � � � � �� �
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�
�

�
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� �

��
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�

�1 1

1 1
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� �
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�
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1 2 1 2 1
/ /

/ /
B ,

L e A A A A2 2 21 11
1

23 13
1 1 1

1 1

0 1

1 2 1 2
( )

/ /
� � � � �

�
�

�
�

�

�
��
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�

� �
�

�

�
� �

�
�
�

�

�
�

�

�
� �
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�

�

�
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�

�
�

�

�
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1 1

1 0

1 1

1 2

3 2 7 2

3 2 5 2

/ /

/ /
B2 ,

L e A A A A2 3 21 11
1

24 14
1 1 1

1 1

0 1

1 2 1 2
( )

/ /
� � � � �

�
�

�
�

�

�
� �

��

�

� �
�

�

�
� �

�
�

�

�
�

�

�
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�
�

�
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�

�

�
� �

1 1

0 1

0 1

1 2

1 2 3 2
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/ /

/ /
B .

Îñê³ëüêè äåòåðì³íàíòè âñ³õ ìàòðèöü B1, B2 , B3 â³äì³íí³ â³ä íóëÿ (³ äîð³âíþ-

þòü â³äïîâ³äíî � �1 2 3 1 2, / , / ), îòðèìóºìî òàê³ îáåðíåí³ ìàòðèö³:

B
1

1 1 2 3 2

1 2 1 2
� �

�
� �

�

�
�

�

�
�

/ /

/ /
, B

2
1 5 3 7 3

1 1
� �

�
�

�

�
�

�

�
�

/ /
, B

3
1 1 3

1 1
� �

� �
�

�
�

�

�
� .

Ðîçâ’ÿçóºìî ð³âíÿííÿ B y B y B y1 1 2 2 3 3 0� � � ³ çíàõîäèìî òàê³ ðîçâ’ÿçêè:

y B B
1
0

1
1

2
1 0� �� �( , , ), y B B

2
0

1
1

3
10� �� �( , , ).

Áóäóºìî áàçèñ ìíîæèíè ðîçâ’ÿçê³â ÑËÎÐ S o :

u e y e y A B A B1 1 1
0

2 2
0

11
1

1
1

11
1

2
1� � � �� � � �( , � � � � �A B A B

12
1

1
1

13
1

2
1 0, , ),

u e y e y A B A B2 1 1
0

3 2
0

11
1

1
1
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1

3
1� � � �� � � �( , � � � � �A B A B

12
1

1
1

14
1

3
10, , ).
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Ïåðåâ³ðèìî îòðèìàí³ ðîçâ’ÿçêè. Äëÿ ïåðøîãî ð³âíÿííÿ ñèñòåìè ï³ñëÿ ï³äñòà-

íîâêè îòðèìóºìî

L u A A B B1 1 11 11
1

1
1

2
1( ) ( )� � �� � � A A B A A B12 12

1
1

1
13 13

1
2

1 0� � � �� � �
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1
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1
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1
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1 0;

L u A A B B A A B A A1 2 11 11
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1
1

3
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12 12
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1
1
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3
1� �

� � � � �� � � �B B B B
1

1
3

1
1

1
3

1 0.

Âèêîíàºìî ïåðåâ³ðêó äëÿ äðóãîãî ð³âíÿííÿ ñèñòåìè. Äëÿ öüîãî îá÷èñëèìî

ìàòðèö³
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�
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�
�

�

�
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/
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Ïîò³ì çíàõîäèìî
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Òåïåð ïåðåâ³ðÿºìî

L u2 1
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Àíàëîã³÷íî ïåðåâ³ðÿþòü äðóãèé ðîçâ’ÿçîê. Ê³íåöü ïðèêëàäó.

Ñèñòåìè ë³í³éíèõ íåîäíîð³äíèõ ð³âíÿíü (ÑËÍÐ). Íåõàé çàäàíî íåîäíî-

ð³äíó ÑËÐ

S

a x a x b

a x a x b

a x

r

q q

q q

p

�

� � �

� � �
11 1 1 1

21 1 2 2

1

�

�

���������

,

,

1 � � �

	



��

�
�
� � a x bpq q p .

Ïåðåòâîðèìî ¿¿ äî âèãëÿäó îäíîð³äíî¿ ÑËÐ, âèêîðèñòîâóþ÷è äîäàòêîâèé

íåâ³äîìèé x0 ïðè â³ëüíèõ ÷ëåíàõ:

S

a x a x b x

a x a x b x
r

q q

q q1

11 1 1 1 0

21 1 2 2 0

0

0
�

� � � �

� � � �

�

�

����

,

,

��������

�a x a x b xp pq q p1 1 0 0� � � �

	



��

�
�
� .

Ïîáóäóºìî áàçèñ ìíîæèíè ðîçâ’ÿçê³â ö³º¿ ÑËÎÐ, ââàæàþ÷è, ùî êîåô³ö³ºíòè

çàäîâîëüíÿþòü óìîâè òåîðåìè 1:

B e e ek� { }1 2, , ,� .
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Ó öüîìó áàçèñ³ ïîòð³áíî çíàéòè òàêèé ðîçâ’ÿçîê ÑËÍÐ, ó ÿêîãî îñòàííÿ êîîð-

äèíàòa (ùî â³äïîâ³äàº íåâ³äîìîìó x0) äîð³âíþº îäèíèö³. Äëÿ öüîãî çíàéäåìî

ó ìíîæèí³ B ðîçâ’ÿçîê, îñòàííÿ êîîðäèíàòà ÿêîãî º ä³ëüíèêîì îäèíèö³. Ïîìíî-

æèìî îòðèìàíèé ðîçâ’ÿçîê íà åëåìåíò, îáåðíåíèé äî ö³º¿ îñòàííüî¿ êîîðäèíàòè,

ÿêó âèëó÷àºìî (îñê³ëüêè âîíà ï³ñëÿ ìíîæåííÿ íà îáåðíåíèé åëåìåíò äîð³âíþº 1)

³ îäåðæèìî ÷àñòèííèé ðîçâ’ÿçîê ïî÷àòêîâî¿ ÑËÍÐ. Âèëó÷àþ÷è òàêîæ ç ìíîæè-

íè B îñòàííþ íóëüîâó êîîðäèíàòó â áàçèñíèõ åëåìåíòàõ, ìàòèìåìî áàçèñí³

ðîçâ’ÿçêè ÑËÎÐ, ÿêà â³äïîâ³äàº ïî÷àòêîâ³é ÑËÍÐ. ßêùî òàêîãî ðîçâ’ÿçêó

â ìíîæèí³ B íåìàº, òî ïî÷àòêîâà ÑËÍÐ íåñóì³ñíà.

×àñîâà ñêëàäí³ñòü çàïðîïîíîâàíîãî ìåòîäó ðîçâ’ÿçàííÿ çàëåæèòü â³ä ñêëàäíîñò³

çíàõîäæåííÿ îáåðíåíèõ åëåìåíò³â â ê³ëüö³ ³ ñêëàäíîñò³ ðåàë³çàö³¿ îïåðàö³é ìíîæåí-

íÿ ³ äîäàâàííÿ ó íüîìó. Íàïðèêëàä, ÿêùî ðîçãëÿäàþòü ê³ëüöå êâàäðàòíèõ ìàòðèöü

íàä ïîëåì ðàö³îíàëüíèõ ÷èñåë, òî â öüîìó ê³ëüö³ ñêëàäíîñò³ ïîáóäîâè îáåðíåíèõ

åëåìåíò³â, ÿê ³ âèêîíàííÿ îïåðàö³é ê³ëüöÿ, ìàþòü ïîë³íîì³àëüí³ îö³íêè [5].

Îòæå, çàïðîïîíîâàíèé ìåòîä ó ïîâíîìó îáñÿç³ çàñòîñîâíèé äëÿ ê³ëåöü

ç ä³ëåííÿì, ÿê³ íàçèâàþòüñÿ ò³ëàìè. Ó öèõ ê³ëüöÿõ ìóëüòèïë³êàòèâíà íàï³âãðóïà

º ãðóïîþ ³ òîìó âñ³ åëåìåíòè ìàþòü îáåðíåí³. À öå îçíà÷àº, ùî äëÿ òàêèõ ê³ëåöü

óìîâè òåîðåì 1 ³ 2 àâòîìàòè÷íî âèêîíóþòüñÿ.

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Çàïðîïîíîâàíî ìåòîä ðîçâ’ÿçàííÿ ñèñòåì ë³í³éíèõ ð³âíÿíü íàä àñîö³àòèâíèì

íåêîìóòàòèâíèì ê³ëüöåì ç îäèíèöåþ. Ïîêàçàíî, ÿêèì ÷èíîì áóäóþòü áàçèñ

ìíîæèíè ðîçâ’ÿçê³â òàêèõ ñèñòåì íàä ê³ëüöÿìè, ÿê³ íå º êîìóòàòèâíèìè. ×àñî-

âà ñêëàäí³ñòü ìåòîäó çàëåæèòü â³ä ñêëàäíîñò³ ðåàë³çàö³¿ îïåðàö³é ê³ëüöÿ

³ ñêëàäíîñò³ îïåðàö³¿ çíàõîäæåííÿ îáåðíåíèõ åëåìåíò³â ó òàêîìó ê³ëüö³. Ìå-

òîä ìîæíà çàñòîñîâóâàòè ó ïîâíîìó îáñÿç³ äëÿ ê³ëåöü ç ä³ëåííÿì.
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ALGORITHMS FOR SOLVIG LINEAR EQUATIONS OVER ASSOCIATIVE
RINGS WITH UNITY ELEMENT

Abstract. The author proposes algorithms for solving linear equations and systems of such
equations in associative non-commutative rings with unity under the condition that all the
coefficients in the equations are divisors of unity. The basic concepts of ring theory and
examples of operation of the proposed algorithms are provided. The complexity of the
algorithms depends on the properties of elements of the ring over which the equations and
systems of equations are considered.
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