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ÏÐÎ ÎÄÍÓ ÄÅÑÊÐÈÏÒÎÐÍÓ ÃÐÓ ÏÅÐÅÑË²ÄÓÂÀÍÍß1

Àíîòàö³ÿ. Äîñë³äæåíî äèôåðåíö³àëüíó ãðó ïåðåñë³äóâàííÿ ó äåñêðèïòîðí³é ñèñòåì³. Åâî-
ëþö³þ ñèñòåìè îïèñàíî ë³í³éíèì äèôåðåíö³àëüíî-àëãåáðà¿÷íèì ð³âíÿííÿì. Ðîçâ’ÿçêè
ð³âíÿííÿ ïðåäñòàâëåíî çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè âàð³àö³¿ ñòàëèõ ÷åðåç ïî÷àòêîâ³ äàí³ òà áëîê
êåðóâàííÿ. Âèêîðèñòàíî òåõí³êó ìíîãîçíà÷íèõ â³äîáðàæåíü òà ¿õí³õ ñåëåêòîð³â, à òàêîæ îá-
ìåæåííÿ íà ôóíêö³îíàëè, ùî âèçíà÷àþòüñÿ ïîâåä³íêàìè ïåðåñë³äóâà÷à ³ âò³êà÷à. Ñòàòòÿ
ì³ñòèòü ïðèêëàäè, ùî ³ëþñòðóþòü äèôåðåíö³àëüíó ãðó ó ðàä³îòåõí³÷íèõ ñèñòåìàõ. Çîêðåìà,
âèâ÷åíî êîíôë³êòíî-êåðîâàí³ ïåðåõ³äí³ ïðîöåñè ó ÷îòèðèïîëþñíèõ ô³ëüòðàõ.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: äåñêðèïòîðíà ñèñòåìà, äèôåðåíö³àëüíî-àëãåáðà¿÷íå ð³âíÿííÿ, äèôå-
ðåíö³àëüíà ãðà, ðàä³îòåõí³÷íèé ô³ëüòð.

ÂÑÒÓÏ

Öÿ ðîáîòà º ïðîäîâæåííÿì äîñë³äæåííÿ [1–4] êåðîâàíèõ ïðîöåñ³â ó äåñêðèï-

òîðíèõ ñèñòåìàõ. Îäíèì ³ç ðîçä³ë³â ìàòåìàòè÷íî¿ òåîð³¿ êåðóâàííÿ º äèôå-

ðåíö³àëüí³ ³ãðè [5, 6]. Äåÿê³ çàäà÷³ äèôåðåíö³àëüíèõ ³ãîð äëÿ äåñêðèïòîðíèõ

ñèñòåì ðîçãëÿäàëèñü ó [7–9]. Ó ïðåäñòàâëåí³é ñòàòò³ âèâ÷àºòüñÿ ³ãðîâà çàäà÷à

çáëèæåííÿ ó äåñêðèïòîðí³é ñèñòåì³. Äîñë³äæåííÿ äèôåðåíö³àëüíî¿ ãðè

ïðî³ëþñòðîâàíî íà ïðèêëàäàõ ðàä³îòåõí³÷íèõ ô³ëüòð³â.

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ: � � � � �{( , ): }t t T� �0 — òðèêóòíèê íà ïëîùèí³;
� �, , | | | |� — ñêàëÿðíèé äîáóòîê òà íîðìà ó â³äïîâ³äíèõ ïðîñòîðàõ; E, 0 — îäè-

íè÷íà òà íóëüîâà ìàòðèö³ íàëåæíî¿ ðîçì³ðíîñò³; K tr — òðàíñïîíîâàíà ìàòðèöÿ

÷è òðàíñïîíîâàíèé âåêòîð; L T n
2 0( , ; )R — ïðîñò³ð âåêòîð-ôóíêö³é ç³ çíà÷åííÿ-

ìè â R n , ùî ñóìîâí³ ç êâàäðàòîì íîðìè íà [ , ]0 T ; W Tk n
2

0( , ; )R — ïðîñò³ð Ñî-

áîëºâà ïîðÿäêó k âåêòîð-ôóíêö³é ç L T n
2 0( , ; )R , óçàãàëüíåí³ ïîõ³äí³ ÿêèõ äî ïî-

ðÿäêó k âêëþ÷íî íàëåæàòü L T n
2 0( , ; )R . Ôóíêö³¿ ç W T n

2
1 (0 ), ; R áóäåìî ââàæàòè

íåïåðåðâíèìè íà [ , ]0 T , çàì³íèâøè ¿õ, ÿêùî íåîáõ³äíî, íà ìíîæèí³ íóëüîâî¿

ì³ðè. Çà âèçíà÷åííÿì 00 � E.

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×²

Äèíàì³êà ñèñòåìè îïèñóºòüñÿ äèôåðåíö³àëüíî-àëãåáðà¿÷íèì ð³âíÿííÿì

d

dt
Ax t Bx t f t K u t K t t T[ ( )] ( ) ( ) ( ) ( ), ,� � � � � �1 2 0� (1)

ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ

Ax q( )0 � , (2)
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äå A òà B — ä³éñí³ ìàòðèö³ ðîçì³ðó n n� , K1 òà K2 — ä³éñí³ ìàòðèö³

ðîçì³ð³â n m� 1 òà n m� 2 â³äïîâ³äíî, f t( ) — n -âèì³ðíà âåêòîð-ôóíêö³ÿ

ç³ çíà÷åííÿìè ó R n , q — ä³éñíèé n-âèì³ðíèé âåêòîð. Íåõàé

f t L T n( ) ( , ; )� 2 0 R . Ð³âíÿííÿ (1) íå º ðîçâ’ÿçíèì â³äíîñíî ïîõ³äíî¿, òîáòî º

äèôåðåíö³àëüíî-àëãåáðà¿÷íèì, à ñèñòåìà êåðóâàííÿ, ñòàíè ÿêî¿ îïèñóþòüñÿ

öèì ð³âíÿííÿì, º äåñêðèïòîðíîþ. Êåðóâàííÿ ïåðåñë³äóâà÷à u t( ) òà âò³êà÷à

�( )t º m1- òà m2-âèì³ðíèìè âåêòîð-ôóíêö³ÿìè. Ìíîæèíè äîïóñòèìèõ êåðó-

âàíü U1 òà V1 â³äïîâ³äíî ïåðåñë³äóâà÷à òà âò³êà÷à º âèì³ðí³ âåêòîð-ôóíêö³¿ u t( )

òà � ( )t , ùî ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ ç îáëàñòåé êåðóâàíü U
m

0
1	 R òà V

m
0

2	 R .

Ïðèïóñêàºìî, ùî U 0 , V0 — îïóêë³ êîìïàêòè. Òîä³ ìíîæèíè äîïóñòèìèõ

êåðóâàíü U1 òà V1 º îïóêë³ çàìêíåí³ îáìåæåí³ ìíîæèíè âL T
m

2 0 1( , ; )R òà

L T
m

2 0 2( , ; )R .

Êåðóâàííÿì u t U( ) � 1 òà �( )t V� 1 â³äïîâ³äàº ðîçâ’ÿçîê x t x t u( ) ( ; , )� � ïî÷àò-

êîâî¿ çàäà÷³ (1), (2) (ñòàí ñèñòåìè). Ï³ä ðîçâ’ÿçêàìè ð³âíÿííÿ (1) íà â³äð³çêó

[ , ]0 T áóäåìî ðîçóì³òè âåêòîð-ôóíêö³¿ x t L T n( ) ( , ; )� 2 0 R òàê³ , ùî

Ax t W T n( ) ( , ; )�
2
1 0 R òà äëÿ ìàéæå âñ³õ t T�[ , ]0 ñïðàâåäëèâî ð³âíÿííÿ (1).

Ôóíêö³ÿ Ax t( ) º íåïåðåðâíîþ ï³ñëÿ ìîæëèâî¿ çàì³íè íà ìíîæèí³ íóëüîâî¿ ì³ðè.

Çðîçóì³ëî, ùî ðîçâ’ÿçîê ïî÷àòêîâî¿ çàäà÷³ (1), (2) òàêîæ çàäîâîëüíÿº ïî÷àòêîâó

óìîâó (2).

Äëÿ ïîñòàíîâêè ³ãðîâî¿ çàäà÷³ ââåäåìî ó ðîçãëÿä öèë³íäðè÷íó òåðì³íàëüíó

ìíîæèíó M n	 R ÿê îðòîãîíàëüíó ñóìó

M M M� 
0 1 (3)

çàìêíåíîãî ï³äïðîñòîðó M n
0 	 R òà çàìêíåíîãî øàðó M1 ç îðòîãîíàëüíîãî

äîïîâíåííÿ M
0
� äî M 0 ç öåíòðîì ó íóë³ ³ ðàä³óñîì d. ßêùî d � 0, òî

M1 0� { }. Íà â³äì³íó â³ä ÿâíî¿ ñèñòåìè [5], äëÿ íåÿâíî¿ äèíàì³÷íî¿ ñèñòåìè

[10, 11], ñòàíè ÿêî¿ îïèñóþòüñÿ íå ðîçâ’ÿçíèì â³äíîñíî ïîõ³äíî¿ ð³âíÿííÿì,

òåðì³íàëüíå îáìåæåííÿ ó äèôåðåíö³àëüí³é ãð³ íàêëàäàºìî íå íà ñòàí x t( ),

à íà äèíàì³÷íèé âåêòîð Ax t( ), îñê³ëüêè öåé âåêòîð ñòî¿òü ï³ä çíàêîì ïîõ³äíî¿

ó ð³âíÿíí³. Ãðó â ñèñòåì³ (1), (2) ìîæíà çàâåðøèòè çà ÷àñ s, ùî íå ïåðåâèùóº

T , ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî äîïóñòèìîãî êåðóâàííÿ âò³êà÷à �( )t V� 1 çíàéäåòüñÿ

äîïóñòèìå êåðóâàííÿ ïåðåñë³äóâà÷à u t U( ) � 1, äëÿ ÿêîãî äèíàì³÷íèé âåêòîð

Ax t u( ; , )� ñèñòåìè ìîæå áóòè ïðèâåäåíèé íà òåðì³íàëüíó ìíîæèíó M (3)

ó ìîìåíò s. ßêùî � — ïðîºêö³éíà ìàòðèöÿ íà M
0
� , òî çàâåðøåííÿ ãðè â ìî-

ìåíò ÷àñó s çà äîïóñòèìèõ êåðóâàíü u t( ), �� �t îçíà÷àº, ùî âèêîíóºòüñÿ

íåð³âí³ñòü

| | ( ; , ) | |�Ax s u d� � . (4)

Îïèøåìî ñòàíè äåñêðèïòîðíî¿ ñèñòåìè (1), (2). Àíàëîã³÷íî [1–4] äîñë³äåìî

ðåãóëÿðí³ äåñêðèïòîðí³ ñèñòåìè, äëÿ ÿêèõ æìóòîê ìàòðèöü � A B� º ðåãóëÿð-

íèì, òîáòî éîãî âèçíà÷íèê det( )� A B� ÿê ôóíêö³ÿ � òîòîæíüî íå ïåðåòâî-

ðþºòüñÿ â íóëü. Äëÿ ðåãóëÿðíî¿ ñèñòåìè ìîæíà ââåñòè ó ðîçãëÿä ìàòðèö³

I
i

A B d G AIA B AIB� � � � 
�

1

2

1

�
� �( ) , ,

�

W AIBG F AG AIAG�  �   1 1 1, , (5)
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äå � — êîíòóð, ùî îõîïëþº âñ³ âëàñí³ ÷èñëà æìóòêà; F — í³ëüïîòåíòíà ìàò-

ðèöÿ ç ³íäåêñîì í³ëüïîòåíòíîñò³ � ( , ).F F� �� �0 01 Äîâåäåííÿ âëàñòèâîñòåé

öèõ ìàòðèöü ì³ñòèòüñÿ â [12]. ßêùî � �1, ïðèïóñêàºìî, ùî

F f t W Tk k n( ) ( , ; )�
2

0 R äëÿ k � 1 1, ..., � . Ïðèïóñòèìî, ùî ìàòðèö³ ïðè êåðó-

âàííÿõ ó (1) òà ïî÷àòêîâèé âåêòîð ó (2) çàäîâîëüíÿþòü îáìåæåííÿ

FK FK1 20 0� �, , (6)

( ) ( ) [ ( ) ( )]E AI q
d

dt
F E AI f tk

k

k
k

k
t �  

�


�

�� 1

0

1
1

0

�
. (7)

Â³äîìî [1–4], ùî, êîëè ñïðàâäæóþòüñÿ çàçíà÷åí³ îáìåæåííÿ, ³ñíóº ºäèíèé

ðîçâ’ÿçîê x t( ) ïî÷àòêîâî¿ çàäà÷³ (1), (2), ÿêèé äîïóñêàº çîáðàæåííÿ

x t G e AI K u K d G E AI KW t
t

( ) [ ( ) ( )] [ ][( )� � �   
�

1

0

1 2
1

1
� � � � � u t K t t( ) ( )] ( ),� �2� 	

	 � ��( ) ( ) ( )( )t G e AIq G e AIf d G
d

dt

Wt W t
t

k
k

k
� � �    

�
1 1

0

1 1

k

kF E AI f t

�



� 
0

1�
[ ( ) ( )].

Çâ³äñè îäåðæóºìî çîáðàæåííÿ äèíàì³÷íîãî âåêòîðà

Ax t u e AI K u K d tW t
t

( ; , ) [ ( ) ( )] ( ),( )� � � � � 
�� � �
� 1 2

0


 � ��
�

( ) ( ) ( ) [( )t e AIq e AIf d
d

dt
FWt W t

t
k

k

k

k
� � � 

�



� �
0 0

1

1 k E AI f t� 1 ( ) ( )]. (8)

2. ÄÎÑË²ÄÆÅÍÍß ÄÈÔÅÐÅÍÖ²ÀËÜÍÎ¯ ÃÐÈ Ó ÄÅÑÊÐÈÏÒÎÐÍ²É ÑÈÑÒÅÌ²

Áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ï³äõîäè ç ðîá³ò [10, 11], äåòàë³çóâàòè òà àäàïòóâàòè
çàïðîïîíîâàí³ òàì ìåòîäè íà âèïàäîê äåñêðèïòîðíèõ ñèñòåì, ùî îïèñóþòüñÿ
åâîëþö³éíèìè ð³âíÿííÿìè ó ñê³í÷åííîì³ðíèõ ïðîñòîðàõ. Íà â³äì³íó â³ä öèõ
ðîá³ò, íå áóäåìî íàêëàäàòè æîäíèõ îáìåæåíü íà îáåðíåíó ìàòðèöþ

( )� A B� 1. Ñïî÷àòêó âñòàíîâèìî óìîâè çàê³í÷åííÿ ãðè ó ñèñòåì³ (1), (2)

ç òåðì³íàëüíîþ ìíîæèíîþ (3). Ïîâåä³íêè ïåðåñë³äóâà÷à òà âò³êà÷à âèçíà÷à-

þòü ôóíêö³îíàëè, ùî â³äîáðàæóþòü R n â R:

	 � ��
u

u U

W s
s

h h e AIK u d( ) sup , ( )( )�
�


�

1

1

0

� ,

	 � � ��
�

�( ) sup , ( ) .( )h h e AIK d
V

W s
s

�
�


�

1

2

0

� (9)

Òåîðåìà 1. Ïðèïóñòèìî, ùî ñïðàâåäëèâ³ òàê³ îáìåæåííÿ äëÿ ðåãóëÿðíî¿

ñèñòåìè (1), (2): f t L T n( ) ( , ; )� 2 0 R ; ÿêùî ³íäåêñ í³ëüïîòåíòíîñò³ � ìàòðèö³ F

ó (5) á³ëüøå 1, òî F f t W Tk k n( ) ( , ; )�
2

0 R äëÿ k � 1 1, ..., � ; ìàòðèö³ K1 òà K2 ïðè

êåðóâàííÿõ çàäîâîëüíÿþòü ñï³ââ³äíîøåííÿ (6); ïî÷àòêîâèé âåêòîð q çàäîâîëü-

íÿº ñï³ââ³äíîøåííÿ (7). Äëÿ òîãî ùîá ãðó ó ñèñòåì³ (1), (2) ç òåðì³íàëüíîþ ìíî-

æèíîþ (3) ìîæíà áóëî çàâåðøèòè ó ìîìåíò ÷àñó s, íåîáõ³äíî ³ äîñòàòíüî, ùîá

âèêîíóâàëàñÿ íåð³âí³ñòü

p s h h h h s d h hu( , ) ( ) ( ) , ( ) : | | | | ,�  � � � � �	 	 
� � R n 1 (10)
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äå ôóíêö³îíàëè 	 	�u h h( ), ( ) âèçíà÷åí³ â (9). ßêùî

| | | |�q d� (11)

³ äëÿ äåÿêîãî s T* ( , ]� 0 ñïðàâåäëèâà íåð³âí³ñòü

p s d p s p s h
h

0 0
1

( ) , ( ) sup ( , ),*
|| ||

� �
�

(12)

òî ãðó â ñèñòåì³ (1), (2) ìîæíà çàâåðøèòè çà ì³í³ìàëüíèé ÷àñ

s s p s d0 0 0� � �min{ : ( ) } .

Òâåðäæåííÿ ö³º¿ òåîðåìè âèõîäèòü ç òåîðåì 1, 2 [11], ÿêùî ÿê ïðîñòîðè

Y X, , â ÿêèõ ä³þòü îïåðàòîðè ïðè ñòàí³ òà ïîõ³äí³é, âèáðàòè X Y n� � R , à ÿê

ïðîñòîðè U ³ V , ç ÿêèõ â³äîáðàæóþòü îïåðàòîðè ïðè êåðóâàííÿõ ïåðåñë³äóâà÷à ³

âò³êà÷à, âèáðàòè U
m� R 1 ³ V

m� R 2 . Òîä³ îö³íêà (4) ó [11] ìàº ì³ñöå, ÿêùî

r � � 1, ïðîºêö³éí³ ìàòðèö³ Q1 òà Q2 ìàþòü âèãëÿä Q AI1 � òà Q E AI2 �  .

Çäàòí³ñòü îá÷èñëþâàòè ðîçâ’ÿçóâàëüí³ ôóíêö³¿ [5, 13] äàº çìîãó áóäóâàòè

êåðóâàííÿ ïåðåñë³äóâà÷à, ùî ãàðàíòóº ïðèâåäåííÿ äèíàì³÷íîãî âåêòîðà íåÿâíî¿

ñèñòåìè íà òåðì³íàëüíó ìíîæèíó [10]. Ïîêàæåìî, ÿê ïðàöþº ìåòîä

ðîçâ’ÿçóâàëüíèõ ôóíêö³é äëÿ çàâåðøåííÿ ãðè ó äåñêðèïòîðí³é ñèñòåì³. Ìåòîä

ðîçâ’ÿçóâàëüíèõ ôóíêö³îíàë³â [10] äëÿ âèâ÷åííÿ äèôåðåíö³àëüíî¿ ãðè

ó ðîçïîä³ëåí³é ñèñòåì³, ùî îïèñóºòüñÿ ð³âíÿííÿì òèïó Ñîáîëºâà,

ðîçïîâñþäæóºìî íà äåñêðèïòîðí³ ñèñòåìè, ñòàíè ÿêèõ îïèñóþòüñÿ

äèôåðåíö³àëüíî-àëãåáðà¿÷íèìè ð³âíÿííÿìè ó ñê³í÷åííîì³ðíèõ ïðîñòîðàõ. Ùîá

ñïðîñòèòè âèêëàä, áóäåìî ðîçãëÿäàòè îêðåìèé âèïàäîê ð³âíÿííÿ (1), êîëè

ôóíêö³ÿ f t( ) ó ïðàâ³é ÷àñòèí³ äîð³âíþº íóëþ, à ñàìå:

d

dt
Ax t Bx t K u t K t t T[ ( )] ( ) ( ) ( ),� � � � �1 2 0� . (13)

Òàê³ ð³âíÿííÿ âèíèêàþòü ï³ä ÷àñ ìîäåëþâàííÿ ïåðåõ³äíèõ ðåæèì³â åëåê-

òðè÷íèõ ê³ë (äèâ. ìîäåë³ ó ðîçä. 3). Óìîâà (7) íà ïî÷àòêîâèé âåêòîð q (2) ñïðî-

ùóºòüñÿ

( )E AI q � 0. (14)

Çîáðàæåííÿ (8) äëÿ äèíàì³÷íîãî âåêòîðà ñèñòåìè (13), (2) ìàº âèãëÿä

Ax t u e AIq e AI K u K dWt W t
t

( ; , ) [ ( ) ( )]( )� � � � ��� � �
� 1 2

0

. (15)

Ââåäåìî ó ðîçãëÿä ìíîãîçíà÷íå â³äîáðàæåííÿ

� � �( , ) ( ), ( , )( )t e AI K U K t
V

W t� � �
�

�� � �
�


�

0

1 0 2 , (16)

òà éîãî ñåëåêòîð � � �( , ) ( , )t t�� (ÿêùî � ( , )t � ïðèéìàº íåïîðîæí³ çíà÷åííÿ),

âåêòîð-ôóíêö³þ

� � � �( ) ( , )t e AIq t dWt
t

� � ��

0

(17)

³ ðîçâ’ÿçóâàëüíó ôóíêö³þ

 � �  ��( , , ) sup{~ :[ ( )( )t e AI K U KW t� � � 0 1 0 2�

�� �  �( , )] ~[ ( )] }.t M t�  �1 0 (18)
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Çàóâàæèìî, ÿêùî �( )t M� 1, òî  � �( , , )t � � äëÿ âñ³õ ( , ) [ , ]� � � �0 0t V . ßêùî

�( )t M� 1, òî  � �( , , )t îáìåæåíà íà ( , ) [ , ]� � � �0 0t V ³ ñóïðåìóì ó (18) äîñÿ-

ãàºòüñÿ. ²ç çàñòîñóâàííÿì òåîðåì ïðî îáðàç, ïðîîáðàç òà îïîðíó ôóíêö³þ [14]

äîâîäèìî, ùî ôóíêö³ÿ  � �( , , )t º âèì³ðíîþ çà ( , ) [ , ]� � � �0 0t V , à ôóíêö³ÿ

 �  � � �t t( ) ( , , ( ))� º âèì³ðíîþ çà ��[ , ]0 t .

Òåîðåìà 2. Íåõàé ñïðàâåäëèâ³ òàê³ îáìåæåííÿ äëÿ ðåãóëÿðíî¿ ñèñòåìè (13),

(2): ìàòðèö³ K1 òà K2 ïðè êåðóâàííÿõ çàäîâîëüíÿþòü ñï³ââ³äíîøåííÿ (6), ïî÷àò-

êîâèé âåêòîð q çàäîâîëüíÿº ñï³ââ³äíîøåííÿ (14), ìíîãîçíà÷íå â³äîáðàæåííÿ

(16) ïðèéìàº íåïîðîæí³ çíà÷åííÿ. ßêùî äëÿ äåÿêîãî ñåëåêòîðà � � �( , ) ( , )t t��
³ñíóº s T�( , ]0 òàêå, ùî ôóíêö³ÿ �( )t (17) çàäîâîëüíÿº óìîâó �( )s M� 1, òî ãðó

â ñèñòåì³ (13), (2) ìîæíà çàâåðøèòè ó ìîìåíò ÷àñó s. ßêùî �( )s M� 1, àëå

inf ( , , ( ))
( )� �

 � � � �
� � �

V

s

s d
1 0

1, (19)

òî ãðó ó ñèñòåì³ (1), (2) òàêîæ ìîæíà çàâåðøèòè ó ìîìåíò ÷àñó s.

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòàºìî ñõåìó äîâåäåííÿ òåîðåìè ç [10]. Äëÿ çàâåðøåííÿ

ãðè ó ñèñòåì³ (13), (2) äîïóñòèìå êåðóâàííÿ ïåðåñë³äóâà÷à u t U( ) � 1 áóäóºòüñÿ

â çàëåæíîñò³ â³ä âèáðàíîãî äîïóñòèìîãî êåðóâàííÿ âò³êà÷à �( )t V� 1 çà äîïîìî-

ãîþ äâîõ ìíîãîçíà÷íèõ â³äîáðàæåíü:

� �1 0 1 2( ) { : ( ( )) ( , )},( )t u U e AI K u K t s tW s t� � � � � � (20)

� �2 0 1 2( ) { : ( ( )) ( , )( )t u U e AI K u K t s tW s t� � �  � � �

�  � �( , , ( ))( ( ))}.s t t M s1 (21)

²ç çàñòîñóâàííÿì òåîðåìè ïðî ïðîîáðàç òà òåîðåìè âèì³ðíîãî âèáîðó [14]

îäåðæóºìî âèì³ðí³ñòü öèõ â³äîáðàæåíü.

Íåõàé äëÿ ñåëåêòîðà � � �( , ) ( , )t t�� ³ñíóº s T�( , ]0 òàêå, ùî ôóíêö³ÿ �( )t (17)

çàäîâîëüíÿº óìîâó �( )s M� 1. Ïîêàæåìî, ùî ó öüîìó ðàç³ çà áóäü-ÿêèõ äîïóñòè-

ìèõ êåðóâàíü âò³êà÷à � ( )t V� 1 çíàéäåòüñÿ äîïóñòèìå êåðóâàííÿ ïåðåñë³äóâà÷à

u t U( ) � 1, äëÿ ÿêîãî äèíàì³÷íèé âåêòîð Ax t( ) (15) ñèñòåìè (13), (2) áóäå ïðèâå-

äåíî íà òåðì³íàëüíó ìíîæèíó M (3) ó ìîìåíò s. Ä³éñíî, ÿêùî ÿê äîïóñòèìå êå-

ðóâàííÿ ïåðåñë³äóâà÷à âèáðàòè ñåëåêòîð ìíîãîçíà÷íîãî â³äîáðàæåííÿ �1 ( )t

(20), òî

� �Ax s e AIq s d s MWs
s

( ) ( , ) ( )� � � �� � � � �

0

1.

Çâ³äñè Ax s M( ) � .

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè �( )s M� 1 òà âèêîíóºòüñÿ íåð³âí³ñòü (19). Íåõàé

�( )t V� 1 º äîâ³ëüíå äîïóñòèìå êåðóâàííÿ âò³êà÷à. Øóêàºìî ìîìåíò ÷àñó t* , ùî

çàäîâîëüíÿº ñï³ââ³äíîøåííÿ

 � � � �( , , ( ))
*

s d

t

0

1� � . (22)

Çà äîïóñòèìîãî êåðóâàííÿ ïåðåñë³äóâà÷à u t( ), t s�[ , ]0 , âèáåðåìî ôóíêö³þ,

ùî íà ïðîì³æêó [ , )*0 t º ñåëåêòîðîì ìíîãîçíà÷íîãî â³äîáðàæåííÿ �2 ( )t (21),

à íà ïðîì³æêó [ , ]*t s º ñåëåêòîðîì ìíîãîçíà÷íîãî â³äîáðàæåííÿ �1 ( )t (20). Çà òà-

êîãî âèáîðó êåðóâàííÿ ïåðåñë³äóâà÷à ñïðàâåäëèâ³ ñï³ââ³äíîøåííÿ

� � �Ax s e AIq e AI K u K d sWs W s
t

( ) [ ( ) ( )] (( )
*

� � � �
�

� � � � � �1 2

0

, )

*

� ��d

t

s

�
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� � �  �
�� � � � � � ��( ) [ ( ( ) ( )) ( , )]( )
*

s e AI K u K s dW s
t

� 1 2

0

� �  � 	��  � � � � �  � � � �( ) ( , , ( ))( ( )) ( , , ( ))
*

s s M s d s M d

t

1

0

1

0

t

M
*

,� 1

äå ³íòåãðàë  � � � �( , , ( ))
*

s M d

t

1

0

� â³ä ìíîãîçíà÷íîãî â³äîáðàæåííÿ  � � �( , , ( ))s M1

ðîçóì³ºòüñÿ â ñåíñ³ Àóìàííà [14] ÿê ìíîæèíà ³íòåãðàë³â â³ä ³íòåãðîâíèõ ñå-

ëåêòîð³â. Îñê³ëüêè � Ax s M( ) � 1, òî Ax s M( ) � .

Òåîðåìà äîâåäåíà.

3. ÇÀÑÒÎÑÓÂÀÍÍß ÄÎ ÄÎÑË²ÄÆÅÍÍß ÊÎÍÔË²ÊÒÍÎ-ÊÅÐÎÂÀÍÈÕ ÏÐÎÖÅÑ²Â
Ó ÐÀÄ²ÎÒÅÕÍ²×ÍÈÕ ÊÎËÀÕ

Íà ïðèêëàäàõ äâîõ ÷îòèðèïîëþñíèõ ô³ëüòð³â ïîêàæåìî, ÿê îäåðæàí³ ðåçóëü-

òàòè çàñòîñîâóþòüñÿ äî âèâ÷åííÿ êîíôë³êòíî-êåðîâàíî¿ äèíàì³êè ðàä³î-

òåõí³÷íèõ ñèñòåì.

Ðîçãëÿíåìî ÷îòèðèïîëþñíèé ô³ëüòð (ðèñ. 1). Ïàðàëåëüíî ç ºìíîñòÿìè

C C1 2, âêëþ÷åí³ ïðîâ³äíîñò³ g g1 2, . Íà âíóòð³øí³é ã³ëö³ ðîçòàøîâàí³ ³íäóê-

òèâí³ñòü L ³ îï³ð r. Çà çàäàíèõ çîâí³øí³õ íàïðóã u t( ) òà �( )t âíóòð³øí³ ñòðóìè

I I I I IC C g g L1 2 1 2
, , , , ³ íàïðóãè U U U UC C r L1 2

, , , îäíîçíà÷íî âèçíà÷àþòüñÿ ³ç çà-

êîí³â Ê³ðõãîôà, ð³âíÿíü êîëèâàíü åëåìåíò³â òà â³äïîâ³äíèõ ïî÷àòêîâèõ çíà÷åíü.

Çðîçóì³ëî, ùî ìîæíà ðåãóëþâàòè çíà÷åííÿ âíóòð³øí³õ ñòðóì³â òà íàïðóã çà äî-

ïîìîãîþ äâîõ çîâí³øí³õ íàïðóã (êåðóâàíü): u t( ), � ( ).t Âèíèêàº ïèòàííÿ: ÷è ìîæ-

íà çà áóäü-ÿêî¿ çì³íè îäí³º¿ çîâí³øíüî¿ íàïðóãè (âòðàòè, çáóðåííÿ òîùî) çíàéòè

³íøó çîâí³øíþ íàïðóãó òàêó, ùî ó ïåâíèé ìîìåíò ÷àñó îäíå ÷è äåê³ëüêà àáñî-

ëþòíèõ çíà÷åíü âíóòð³øí³õ çì³ííèõ íå ïåðåâèùèòü ïîðîãîâîãî çíà÷åííÿ. Ïîêà-

æåìî, ÿê çà äîïîìîãîþ ðåçóëüòàò³â, îäåðæàíèõ ó ðîçä. 2, ìîæíà çíàéòè

â³äïîâ³äü íà öå ïèòàííÿ. Çàïèøåìî ð³âíÿííÿ Ê³ðõãîôà òà êîëèâàíü åëåìåíò³â

I I I I I U U U u U U uC g C g L C L r C C1 1 2 2 1 1 2
� � � � � � � � � �, , ,�

U
d

dt
LI U rI I

d

dt
C U I g U jL L r L C j C g j Cj j j j

� � � � �( ), , ( ), , , ,1 2 (23)
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Ðèñ. 1. ×îòèðèïîëþñíèé ô³ëüòð 1

U C1
I C1

I g1

C1

g 1
I L

U L

U r r

L

U C2

C2I g 2

I C2

g 2

� ( )t
u t( )



äå L r C gj j, , , — äîäàòí³ ñòàë³. Ñòàíè åëåêòðè÷íîãî êîëà õàðàêòåðèçóþòüñÿ

âåêòîðîì

x t x t x t x t I t U t U t
L C C( ) ( ( ) ( ) ( )) ( ( ) ( ) ( )) ,� �1 2 3 1 2

tr tr
(24)

ùî ñêëàäàºòüñÿ ç «åíåðãåòè÷íèõ» êîìïîíåíò, ÿê³ â³äïîâ³äàþòü ³íåðö³éíèì

åëåìåíòàì. Âèêîíóþ÷³ î÷åâèäí³ ïåðåòâîðåííÿ ó ñï³ââ³äíîøåííÿõ (23), îäåð-

æóºìî ñèñòåìó òðüîõ äèôåðåíö³àëüíî-àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü â³äíîñíî «åíåðãå-

òè÷íèõ» êîìïîíåíò (24):

d

dt
LI U rI u tL C L( ) ( ),� � �

1

d

dt
C U C U I g U g UC C L C C( ) ,1 2 1 21 2 1 2

0  �  �

U U u t tC C1 2
� � ( ) ( ),� (25)

ÿêó ðîçãëÿäàºìî íà â³äð³çêó ÷àñó [ , ]0 T . Äîïóñòèì³ íàïðóãè u t t L T( ), ( ) ( , )� � 2 0

çàäîâîëüíÿþòü îáìåæåííÿ | ( )|u t � �1, | ( )|� �t � 2 ( , )� �1 2 0� äëÿ ìàéæå âñ³õ

t T�[ , ]0 . Ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó t � 0 â³äîì³ òàê³ çíà÷åííÿ:

LI q C U C U qL C C( ) , ( ) ( )0 0 01 1 2 21 2
�  � . (26)

Íåõàé ö³ëü ãðè ó ñèñòåì³ (25), (26) ïîëÿãàº ó ïðèâåäåíí³ ñòðóìó I tL ( ) ó ìî-

ìåíò ÷àñó t s� ( ( , ])s T� 0 íà òåðì³íàëüíó ìíîæèíó [ , ]� � ( )� � 0 ó êëàñ³ äîïóñòè-

ìèõ íàïðóã ïåðåñë³äóâà÷à u t( ) çà áóäü-ÿêî¿ äîïóñòèìî¿ íàïðóãè âò³êà÷à � ( )t .

Ó ïîçíà÷åííÿõ

A

L

C C B

r

g g� 

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

�  

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

0 0

0

0 0 0

1 0

1

0 1 1

1 2 1 2, , ( ) , ,f t K K�

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

�



�

�

�
�
�

�0

0

0

1

0

1

0

0

1

1 2

�

�
�
�

(27)

ñèñòåìà ð³âíÿíü (25) ïðèéìàº âåêòîðíó ôîðìó (1) â³äíîñíî âåêòîðà ñòàí³â

x t( ) (24). Òóò n � 3, m m1 2 1� � . Ïî÷àòêîâ³ óìîâè (26) ìàþòü âèãëÿä (2).

Ñèñòåìà º ðåãóëÿðíîþ â ñèëó ðåãóëÿðíîñò³ æìóòêà ìàòðèöü � A B� . Âèãëÿä

ìàòðèöü AI G G F W, , , ,1 (5) íàâåäåíî ó [2, 3]. Ãðó ó ñèñòåì³ (25), (26) ìîæíà

³íòåðïðåòóâàòè ÿê ãðó ó äåñêðèïòîðí³é ñèñòåì³ (1), (2) ó ïîçíà÷åííÿõ (27).

Ìàºìî îáëàñò³ êåðóâàíü ïåðåñë³äóâà÷à U 0 1 1� [ , ]� � òà âò³êà÷à

V0 2 2� [ , ]� � . Ó òåðì³íàëüíîìó îáìåæåíí³ (4) ìàºìî � � diag{ , , },1 0 0 d L� � .

Óìîâè (6) íà ìàòðèö³ K K1 2, âèêîíóþòüñÿ, îñê³ëüêè F � 0. Â³äíîñíî ïî÷àòêî-

âîãî âåêòîðà q q q q� ( )1 2 3
tr (2) ïðèïóñêàºìî, ùî q3 0� . Îñê³ëüêè f t( ) —

íóëüîâèé âåêòîð, òî ìàº ì³ñöå îáìåæåííÿ (7). Çíàõîäèìî ôóíêö³îíàëè (9):

	 	 � � � �u u

s

h h h h h s K d( ) ( , , ) | | | ( ) | ,� � �1 2 3 1 1

0

1

	 � � � � �� ( ) | | | ( ) | , ( ) ( ) .h h s K d s e AI

s
Ws�  ��2 1

0

2 1 0 0

²ç òåîðåìè 1 âèò³êàº, ùî ãðó â ñèñòåì³ (25),(26) ìîæíà çàâåðøèòè ó ìîìåíò

÷àñó s òîä³ ³ ò³ëüêè òîä³, êîëè âèêîíóºòüñÿ íåð³âí³ñòü (10), ÿêà ó öüîìó âèïàäêó

ìàº âèãëÿä

[ ( ) ( ) ] .� � � � � � � �2

0

2 1 1

s

s K s K d L�    �
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Äëÿ äåìîíñòðàö³¿ çàïðîïîíîâàíîãî ìåòîäó äîñë³äæåííÿ äèôåðåíö³àëüíî¿

ãðè äåòàëüí³øå ðîçãëÿíåìî ÷îòèðèïîëþñíèé ô³ëüòð, ùî çîáðàæåíèé íà ðèñ. 2.

Ìîäåëþâàííÿ äèôåðåíö³àëüíî¿ ãðè äëÿ öüîãî êîëà çä³éñíþºòüñÿ àíàëîã³÷íî ìî-

äåëþâàííþ äëÿ êîëà, ùî çîáðàæåíå íà ðèñ. 1.

Ñòàí ñèñòåìè — öå âåêòîð x t x t x t I t U tL c( ) ( ( ) ( )) ( ( ) ( )) ,� �1 2
t r t r ùî ñêëà-

äàºòüñÿ ç åíåðãåòè÷íèõ çì³ííèõ ³íåðö³éíèõ åëåìåíò³â. ²ç ð³âíÿíü Ê³ðõãîôà òà êî-

ëèâàíü åëåìåíò³â

U U u U u U rI U
d

dt
LI I

d

dt
CU IL r C r L L L C C g� �  �  � � �� �, , , ( ), ( ), � gUC

îòðèìóºìî ð³âíÿííÿ â³äíîñíî åíåðãåòè÷íèõ êîìïîíåíò I L òà UC :

d

dt
LI rI u t t U u t tL L C( ) ( ) ( ), ( ) ( )� �  � � � , (28)

äå L r, — äîäàòí³ ñòàë³. Äëÿ ñèñòåìè äèôåðåíö³àëüíî-àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü (28),

ùî ðîçãëÿäàºòüñÿ íà â³äð³çêó ÷àñó [ , ]0 T , çàäàíî ïî÷àòêîâå çíà÷åííÿ

LI qL ( )0 1� . (29)

Ó ïîçíà÷åííÿõ A � diag{ , },L 0 B � diag{ , },r 1 K1 1 1� ( ) ,tr K2 1 1�  ( ) ,tr q �

� ( )q q1 2
tr ñèñòåìà (28), (29) ìàº âèãëÿä ðåãóëÿðíî¿ äåñêðèïòîðíî¿ ñèñòåìè

(13), (2) â³äíîñíî ñòàíó x t( ). Äëÿ îäíîçíà÷íî¿ ðîçâ’ÿçíîñò³ ñèñòåìè ïðèïóñ-

êàºìî, ùî q2 0� . Çã³äíî ç îçíà÷åííÿì äèôåðåíö³àëüíî¿ ãðè ó äåñêðèïòîðí³é ñèñ-

òåì³ (13), (2) äàìî îçíà÷åííÿ äèôåðåíö³àëüíî¿ ãðè ó ñèñòåì³ (28), (29). Äè-

íàì³÷íèì âåêòîðîì áóäå Ax t LI tL( ) ( ( ) ) .� 0 tr Òîìó òåðì³íàëüíå îáìåæåííÿ íà-

êëàäàºìî ëèøå íà ñòðóì I tL ( ). Äîïóñòèì³ çîâí³øí³ íàïðóãè u t t L T( ), ( ) ( , )� � 2 0

çàäîâîëüíÿþòü íåð³âíîñò³ | ( )|u t � �1, | ( )|� �t � 2 ( , )� �1 2 0� . Ãðó â ñèñòåì³ (28),

(29) ìîæíà çàâåðøèòè çà ÷àñ s ( )0� �s T , ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêî¿ äîïóñòèìî¿

çîâí³øíüî¿ íàïðóãè �( )t çíàéäåòüñÿ äîïóñòèìà çîâí³øíÿ íàïðóãà u t( ), äëÿ ÿêî¿

| ( )| ( ).LI s d dL � � 0

Çã³äíî ç ìåòîäîì, çàïðîïîíîâàíèì ó ðîçä. 2, çíàõîäèìî

	 	 � 	 	� �u u

rs

Lh h h h
L

r
e h h h( ) ( , ) | | ( ), ( ) ( , )� �  � �


1 2 1 1 1 21
�

�
	2

1
u h( ).
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Ðèñ. 2. ×îòèðèïîëþñíèé ô³ëüòð 2

U L

I L

U r

r

I L

I C

C

U C

I g

g
u t( ) � ( )t



²ç òåîðåìè 1 âèò³êàº, ùî ãðó â ñèñòåì³ (28), (29) ìîæíà çàâåðøèòè ó ìîìåíò

÷àñó s òîä³ ³ ò³ëüêè òîä³, êîëè âèêîíóºòüñÿ íåð³âí³ñòü

p s h h
L

r
e h e q d

rs

L

rs

L( , ) ( )| | ( )�   � �
 

� �2 1 1 1 11 � � �h h1 1 1R : . (30)

Âèêëþ÷èìî òðèâ³àëüíèé âèïàäîê çàê³í÷åííÿ ãðè â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó,

òîáòî âèêîíóºòüñÿ íåð³âí³ñòü (11), à ñàìå: | |q d1 � . Çíàõîäèìî ôóíêö³þ p s0 ( ) (12)

ÿê p s
L

r
e e q

rs

L

rs

L
0 2 1 10 1( ) { , ( ) ( ) | |}�   �

 
max � � . ßêùî L dr( )� �2 1 � , òî ãðó

ó ñèñòåì³ (28), (29) íå ìîæíà çàâåðøèòè çà ÷àñ s T�( , ]0 , îñê³ëüêè íå âèêîíóºòüñÿ

íåð³âí³ñòü (30). ßêùî L dr( )� �2 1 � , òî â ñèëó òåîðåìè 1 ãðó ìîæíà çàâåðøèòè

çà ÷àñ

s s
L

r

r q L

rd L
� �

� 

� 

 

!
"

#

$
%0

1 1 2

1 2

ln
| | ( )

( )

� �

� �
. (31)

Äî òîãî æ ïðèïóñêàºòüñÿ, ùî â³äð³çîê ÷àñó [ , ]0 T º äîñèòü âåëèêèì, òàê ùî

T s� 0 .

Ïîáóäîâó êåðóâàííÿ ïåðåñë³äóâà÷à u t( ), ùî çàáåçïå÷óº ïåðåâåäåííÿ äè-

íàì³÷íîãî âåêòîðà íà òðèâ³àëüíó òåðì³íàëüíó ìíîæèíó ( ),d � 0 çä³éñíèìî

çà ñõåìîþ äîâåäåííÿ òåîðåìè 2. Âèáåðåìî ñåëåêòîð � � �( , ) ( , )t t� �0 � (16).

Çíàéäåìî ôóíêö³þ  � � � �
�

( , , ) ( )t q q e

r

L� � 
1 1 1

1sign (18). Óìîâà (19) âèêîíàíà

äëÿ âñ³õ s, ùî çàäîâîëüíÿþòü (31), ó âèïàäêó d � 0. ßêùî �( )t — äîïóñòèìå êåðó-

âàííÿ âò³êà÷à, òî êåðóâàííÿ ïåðåñë³äóâà÷à º

u t
q t t

t t t
( )

,

( ), ,

*

*

�
 � �

�

&
'
(

� �

�

1 1 0sign

äå t* — ìîìåíò ÷àñó, ùî çàäîâîëüíÿº (22).

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Äîñë³äæåíî äèôåðåíö³àëüíó ãðó çáëèæåííÿ ó äåñêðèïòîðí³é ñèñòåì³. Äè-

íàì³êà ïîä³áíèõ ñèñòåì îïèñóºòüñÿ äèôåðåíö³àëüíî-àëãåáðà¿÷íèìè ð³âíÿííÿ-

ìè, ùî íå ðîçâ’ÿçí³ â³äíîñíî ïîõ³äíî¿. Îñíîâíå ïðèïóùåííÿ ïîëÿãàº ó ðåãó-

ëÿðíîñò³ õàðàêòåðèñòè÷íîãî æìóòêà ìàòðèöü, ùî â³äïîâ³äàº ð³âíÿííþ. Öå

ïðèïóùåííÿ äàº çìîãó ïðåäñòàâèòè ðîçâ’ÿçîê äèôåðåíö³àëüíî-àëãåáðà¿÷íîãî

ð³âíÿííÿ ó âèãëÿä³ ôîðìóëè âàð³àö³¿ ñòàëèõ. Äëÿ îòðèìàííÿ óìîâ íàáëèæåííÿ

äèíàì³÷íîãî âåêòîðà ñèñòåìè äî öèë³íäðè÷íî¿ òåðì³íàëüíî¿ ìíîæèíè âèêî-

ðèñòàíî îáìåæåííÿ íà îïîðí³ ôóíêö³îíàëè äâîõ ìíîæèí, ùî âèçíà÷àþòüñÿ

ïîâåä³íêàìè ïåðåñë³äóâà÷à ³ âò³êà÷à. Äëÿ ïîáóäîâè êåðóâàííÿ ïåðåñë³äóâà÷à,

ùî ãàðàíòóº ïðèâåäåííÿ äèíàì³÷íîãî âåêòîðà íà òåðì³íàëüíó ìíîæèíó, çà-

ñòîñîâàíî ìåòîä ðîçâ’ÿçóâàëüíèõ ôóíêö³é.

Ðåçóëüòàòè ³ëþñòðóþòüñÿ íà ïðèêëàäàõ äåñêðèïòîðíèõ ñèñòåì, ùî îïèñó-

þòü ïåðåõ³äí³ ðåæèìè ó ðàä³îòåõí³÷íèõ ô³ëüòðàõ. Ö³ ô³ëüòðè â³äíîñÿòüñÿ äî

êëàñó ÷îòèðèïîëþñíèõ ñõåì çàì³ùåííÿ õâèëåâîä³â. Ïîä³áí³ ñõåìè ìîæíà âèêî-

ðèñòàòè äëÿ õâèëåâîäó ç [15] òà êîðåêòíî ïîñòàâèòè äëÿ íüîãî ³ãðîâó çàäà÷ó

ïåðåñë³äóâàííÿ.
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L.A. Vlasenko, A.G. Rutkas, V.V. Semenets, A.O. Chikrii
ON A DESCRIPTOR PURSUIT GAME

Abstract. A pursuit differential game in a descriptor system is analyzed. The evolution of the
system is described by a linear differential algebraic equation. Solutions of the equation are
presented with the help of the formula of variation of constants by the initial data and the
control block. We use the technique of set-valued mappings and their selectors, as well as
constraints on the functionals defined by the behaviors of the pursuer and evader. The paper
contains examples to illustrate the differential game in radio engineering systems. In particular,
conflict-controlled transient states in forth-order filters are analyzed.

Keywords: descriptor system, differential algebraic equation, differential game, radio technical
filter.
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