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Àíîòàö³ÿ. Ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ðîçâ’ÿçêàìè ïàðàáîë³÷íîãî ð³âíÿí-
íÿ ç ïðàâîþ ÷àñòèíîþ âèäó � F y( ), äå �� � — ìàëèé ïàðàìåòð, ç êîåðöèòèâíèì ö³ëüîâèì
ôóíêö³îíàëîì òà îáìåæåíèì êåðóâàííÿì. Âèêîðèñòàâøè ôîðìóëó îïòèìàëüíîãî ðåãóëÿ-
òîðà íåçáóðåíî¿ çàäà÷³, îáãðóíòîâàíî ôîðìó íàáëèæåíîãî ðåãóëÿòîðà ç ïåðåìèêàííÿìè
äëÿ âèõ³äíî¿ çàäà÷³.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ, íåë³í³éíå ïàðàáîë³÷íå ð³âíÿííÿ, îïòèìàëüíèé
ðåãóëÿòîð.

ÂÑÒÓÏ

Ó øèðîêîìó ñïåêòð³ çàäà÷, ïîâ’ÿçàíèõ ç îïòèì³çàö³ºþ åâîëþö³éíèõ êåðîâà-
íèõ ïðîöåñ³â [1, 2], âåëèêå çíà÷åííÿ ìàº ïðîáëåìà ñèíòåçó îïòèìàëüíîãî êå-
ðóâàííÿ, òîáòî çíàõîäæåííÿ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ó ôîðì³ çâîðîòíîãî
çâ’ÿçêó. Äëÿ íåñê³í÷åííîâèì³ðíèõ ñèñòåì ÿê íà ñê³í÷åííîìó ïðîì³æêó ÷àñó,
òàê ³ íà ï³âîñ³ (çàäà÷à îïòèìàëüíî¿ ñòàá³ë³çàö³¿) â³äïîâ³äí³ ðåçóëüòàòè îäåðæà-
íî â ðîáîòàõ [3–8]. Îäíèì ³ç ñïîñîá³â ðîçâ’ÿçàííÿ ö³º¿ ïðîáëåìè º ðåäóêö³ÿ
äî ñê³í÷åííîâèì³ðíî¿ çàäà÷³ òà àíàë³ç â³äïîâ³äíîãî ôóíêö³îíàëüíîãî ð³âíÿí-
íÿ Áåëëìàíà, ÿêå äëÿ äåÿêèõ êëàñ³â ë³í³éíî-êâàäðàòè÷íèõ çàäà÷ äîïóñêàº ðîç-
â’ÿçàííÿ, ³ ïîò³ì ãðàíè÷íèé ïåðåõ³ä [4]. ßê íàñë³äîê, ìîæíà äîâåñòè ³ñíóâàí-
íÿ îïòèìàëüíîãî ñèíòåçó ³ çàïèñàòè äëÿ íüîãî äèôåðåíö³àëüíî-îïåðàòîðíå
àáî îïåðàòîðíå ð³âíÿííÿ Ð³êêàò³. Â îêðåìèõ âèïàäêàõ ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ
ñïåêòðîì äèôåðåíö³àëüíîãî îïåðàòîðà ³ çâåñòè ïî÷àòêîâó çàäà÷ó äî
íåñê³í÷åííî¿ ñóêóïíîñò³ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ìàëî¿ ðîçì³ðíîñò³. Òà-
êèé ï³äõ³ä âèÿâëÿºòüñÿ åôåêòèâíèì çà íàÿâíîñò³ îáìåæåíü íà êåðóâàííÿ,
êîëè ç’ÿâëÿºòüñÿ òî÷êà ïåðåìèêàííÿ ³, ÿê íàñë³äîê, ôîðìóëà çâîðîòíîãî çâ’ÿç-
êó ì³ñòèòü äîäàòêîâå ôóíêö³îíàëüíå ð³âíÿííÿ (ôîðìóëà ïàðàìåòðè÷íîãî ñèí-
òåçó) [8]. Ó ö³é ñòàòò³ âèêîðèñòàíî ï³äõ³ä äëÿ ïîøóêó ³ îá´ðóíòóâàííÿ ôîðìè
íàáëèæåíîãî ðåãóëÿòîðà â çàäà÷³ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ, ùî ñêëàäàºòüñÿ ç
ïàðàáîë³÷íîãî ð³âíÿííÿ ç ïðàâîþ ÷àñòèíîþ âèãëÿäó � F y( ), äå �� � — ìà-
ëèé ïàðàìåòð, äëÿ ðîçâ’ÿçê³â ÿêîãî ïîòð³áíî ì³í³ì³çóâàòè êîåðöèòèâíèé
ö³ëüîâèé ôóíêö³îíàë çà íàÿâíîñò³ îáìåæåíü íà êåðóâàííÿ. Îá´ðóíòóâàííþ
íàáëèæåíèõ ìåòîä³â äëÿ äîñë³äæåííÿ ð³çíèõ êëàñ³â êåðîâàíèõ ïðîöåñ³â ïðè-
ñâÿ÷åíî ðîáîòè [1–3, 9–19]. Çîêðåìà, çà â³äñóòíîñò³ îáìåæåíü íà êåðóâàííÿ íà-
áëèæåíèé ñèíòåç äëÿ åâîëþö³éíèõ ð³âíÿíü ïàðàáîë³÷íîãî òèïó îá´ðóíòîâàíî
â [14, 15]. Â³äì³íí³ñòü ïðåäñòàâëåíèõ ó ö³é ðîáîò³ ðåçóëüòàò³â ïîëÿãàº ó âðàõó-
âàíí³ òî÷êè ïåðåìèêàííÿ, êîëè íàáëèæåíå êåðóâàííÿ âèõîäèòü íà îáìåæåííÿ.
Øëÿõîì âèêîðèñòàííÿ ôîðìóëè îïòèìàëüíîãî ïàðàìåòðè÷íîãî ñèíòåçó ç ïåðå-
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ìèêàííÿì äëÿ íåçáóðåíî¿ çàäà÷³ �� � 0) îáãðóíòîâàíî ôîðìó íàáëèæåíîãî
îïòèìàëüíîãî ðåãóëÿòîðà ç ïåðåìèêàííÿì äëÿ âèõ³äíî¿ çàäà÷³.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×²

Çàäàíî òð³éêó ¥³ëüáåðòîâèõ ïðîñòîð³â V H V� � *ç êîìïàêòíèìè òà ù³ëüíèìè
âêëàäåííÿìè. Ïîçíà÷èìî � òà ( , )� � íîðìó òà ñêàëÿðíèé äîáóòîê ó ïðîñòîð³ H

â³äïîâ³äíî. Ïîçíà÷èìî �
V

íîðìó â ïðîñòîð³ V . Íåõàé ïðè öüîìó
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dy

dt
Ay F y u t t T

y y Ht

� � � �

� �

	



�

�� �

� ( ) ( ), [ , ],

,

0

0 0

(1)

u t U H v X H( ) ( , ) ,� � � � �{ | }� � (2)

J y u y T u t dt

T

( , ) ( ) ( ) inf .� � �
2 2

0

� (3)

Òóò ��( , )0 1 — ìàëèé ïàðàìåòð, X H� — ô³êñîâàíèé åëåìåíò, �� � òà � � �

— êîíñòàíòè, A V V: * — ë³í³éíèé íåïåðåðâíèé ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð,

Au u u
V

, � �1
2

, (4)

íåë³í³éíå â³äîáðàæåííÿ F H H:  — íåïåðåðâíå íåë³í³éíå â³äîáðàæåííÿ òàêå,
ùî çàäà÷à (1) äëÿ êîæíîãî u t U( )� ìàº ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê, íàïðèêëàä, ÿêùî
F H H:  ëîêàëüíî ë³ïøèöåâå, òîáòî � � � �R C R0 0( ) òàêå, ùî � �y z H, ,

y R z R� �, , ñïðàâåäëèâà íåð³âí³ñòü

F y F z C R y z( ) ( ) ( )� � � . (5)

Çà âèêîíàííÿ óìîâ (4), (5) â³äîìî [9], ùî çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ
(1)–(3) äëÿ âñ³õ ��( , )0 1 ìàº ðîçâ’ÿçîê. Ïðè öüîìó äëÿ íåçáóðåíî¿ çàäà÷³
��	0) äëÿ øèðîêîãî êëàñó ïî÷àòêîâèõ äàíèõ ³ ïàðàìåòð³â ìîæíà çíàéòè ôîð-
ìóëó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ó ôîðì³ çâîðîòíîãî çâ’ÿçêó [8, 14]. Òîä³ ôîð-
ìóëà îïòèìàëüíîãî ïàðàìåòðè÷íîãî ñèíòåçó ìàº âèãëÿä

u t y
t y x t

T
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 �

� �

0
(6)

äå � — êîð³íü ð³âíÿííÿ

 � � �( )( ( ), ) ,y x � (7)

y ( )� — ðîçâ’ÿçîê (1) äëÿ � � 0 ç êåðóâàííÿì u t y x� �
( )( , ).
Çàóâàæèìî, ùî òî÷êà � âèçíà÷åíà ÿê ìîìåíò äîñÿãíåííÿ êåðóâàííÿì îáìåæåííÿ (2).
Îñíîâíà ìåòà ö³º¿ ðîáîòè — ïîêàçàòè, ùî ôîðìóëà (6), (7) âèçíà÷àº êåðó-

âàííÿ ó ôîðì³ çâîðîòíîãî çâ’ÿçêó, ÿêå, ç îäíîãî áîêó, º áëèçüêèì äî îïòèìàëü-
íîãî äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ çíà÷åííü ïàðàìåòðà �, à ç ³íøîãî — âðàõîâóº ìîæëèâå
äîñÿãíåííÿ íàáëèæåíèì êåðóâàííÿì îáìåæåííÿ (2).

ÎÏÒÈÌÀËÜÍÈÉ ÐÅÃÓËßÒÎÐ ÍÅÇÁÓÐÅÍÎ¯ ÇÀÄÀ×²

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó (1)–(3) äëÿ � � 0:
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u t U H X( ) ( , )� � � �{ | },� � � (9)

J y u y T u t dt

T

( , ) ( ) ( ) inf .� � �
2 2

0

� (10)

Ââàæàòèìåìî, ùî X X� 1. Íàäàë³ { }� i i�
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ñïåêòðàëüíî¿ çàäà÷³ Ax x x V� �� , . Òîä³ çàäà÷à (8)–(10) ðîçêëàäàºòüñÿ íà
ñê³í÷åííó ê³ëüê³ñòü îäíîâèì³ðíèõ ë³í³éíî êâàäðàòè÷íèõ çàäà÷ âèãëÿäó
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| ( )|u t1 � �. (12)

Ç óðàõóâàííÿì íåîáõ³äíèõ ³ äîñòàòí³õ óìîâ îïòèìàëüíîñò³ [16] òà îáìåæåííÿ
(12) ïîêàæåìî, ùî çà âèêîíàííÿ óìîâ
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îïòèìàëüíèé ðåãóëÿòîð çàäà÷³ (8)–(10) ìàº âèãëÿä
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äå � �� 0 — êîð³íü ð³âíÿííÿ
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 i t i( ), � 2 , òà 
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Äëÿ ïðèêëàäó ðîçãëÿíåìî òåïëîâèé ïðîöåñ A � �� , V H�
0
1 0( , ),

H L� 2 0( , ). Ó öüîìó âèïàäêó îáìåæåííÿ (9) íàáóâàþòü âèãëÿäó
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X x ixi ( ) sin ,� � i i� 2 ³ óìîâè (13) ´àðàíòîâàíî âèêîíóþòüñÿ äëÿ ìíîæèíè ïî-

÷àòêîâèõ äàíèõ T y L� � � �0 0 0 00
2, , , ( , ):� � 

�
�

�

�


1 1

2
0

2

0

�
�

�
��

�

�
�� � ��e y x x dx

eT
T

( )sin .

Îòæå, äëÿ òàêî¿ çàäà÷³ ìîæåìî îòðèìàòè îïòèìàëüíèé ðåãóëÿòîð âèãëÿäó (14)

ç êîåô³ö³ºíòàìè, ùî âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëîþ (16), êîëè X x ixi ( ) sin� , � i i� 2 .

ÎÁ¥ÐÓÍÒÓÂÀÍÍß ÍÀÁËÈÆÅÍÎÃÎ ÐÅÃÓËßÒÎÐÀ

Â³äîìî [9], ùî óìîâè (4) òà (5) çàáåçïå÷óþòü äëÿ çàäà÷³ (1)–(3) ³ñíóâàííÿ
ðîçâ’ÿçêó

{ }y u W T L T H� �, ( , ) ( , , ),�  0 02

äå W T y L T V
dy

dt
L T V( , ) ( , ; )| ( , ; ) .*0 0 02 2� � �{ }
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(17)

Çàçíà÷èìî, ùî äëÿ äîâ³ëüíîãî i � 1 ôóíêö³¿ 
 i ( )� ìîíîòîííî çðîñòàþòü òà çà-
äîâîëüíÿþòü íåð³âíîñòÿì 0 � �
 �i t( ) . Òîä³ â³äîáðàæåííÿ F T H H1 0: [ , ] , 
âèçíà÷åíå ôîðìóëîþ

F t y t y X Xi

i

i i1
1

( , ) ( )( , ) ,� �
�

�

�


º íåïåðåðâíèì â³äíîñíî t ³ ãëîáàëüíî Ë³ïøèöåâèì â³äíîñíî y. Òîä³ çàäà-
÷à (17) º îäíîçíà÷íî ðîçâ’ÿçíîþ â W T( , ),0 òîáòî ³ñíóº ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê çà-

äà÷³ (17): y W T� � ( , ).0

Òåîðåìà 1. Íåõàé ïî÷àòêîâ³ äàí³ çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (13). Òîä³ äëÿ äî-
ñòàòíüî ìàëèõ �� � ð³âíÿííÿ


 � � ��( )( ( ), )y X �

ìàº êîð³íü � ��� . Äî òîãî æ ìàº ì³ñöå íåð³âí³ñòü

| |� � �� � �0 K

äëÿ äåÿêî¿ ñòàëî¿ K � 0, ùî íå çàëåæèòü â³ä �.
Äîâåäåííÿ. Îñê³ëüêè

� �F y( ) , , 0 0

òî â³äïîâ³äíî äî ðåçóëüòàò³â [9] îòðèìóºìî

y y�  â C T H([ , ]; ),0 (18)

äå y W T� ( , )0 — ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³:

dy

dt
Ay F t y
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�� �

1
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( , ),

.
(19)

Ðîçãëÿíåìî òåïåð â³äîáðàæåííÿ G, âèçíà÷åíå òàêèì ÷èíîì:

G y X( , ) ( )( ( ), )� � 
 � � ��� � .
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Âíàñë³äîê (18) â³äîáðàæåííÿ G º íåïåðåðâíèì çà ñóêóïí³ñòþ çì³ííèõ, äî
òîãî æ G( , )0 00� � , äå �0 — êîð³íü ð³âíÿííÿ


 � � �( )( ( ), ) ,y X � (20)

y ( )� — ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (19). Ç (20) îòðèìóºìî

G y X y� � � �
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, ,| ' ( )( ( ), )| ( )( ({ } { }� � � �� � �0 00 0
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 �
�� �

� � �( ( ( )), ) ( ( , ( )), ))| ' ( ),F y X F y X1 0 00{ }
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( )0

� �

� � � ��
 � � �
 � � �
 � �( )( ( ( )), ) ( ) ( )( ( ( )), ) .0 0 0 0 0F y X F y X (21)

Îñê³ëüêè äëÿ äîâ³ëüíîãî t �[ , ]0 0� âíàñë³äîê (15) ñïðàâåäëèâà íåð³âí³ñòü

1

2

2
1

2 2d

dt
y t y t y t

V
( ) ( ) ( ) ,� �� �

òî ç (21) îòðèìóºìî, ùî äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ �� 0 âèêîíóºòüñÿ íåð³âí³ñòü

G� � � �
�'

,| .{ }� � �0 0 2

Òîä³ çà òåîðåìîþ ïðî íåÿâíó ôóíêö³þ îòðèìóºìî òâåðäæåííÿ òåîðåìè 1.

Òåîðåìà 2. Ðåãóëÿòîð, âèçíà÷åíèé ôîðìóëîþ (15), ç òî÷êîþ ïåðåìèêàííÿ
� ��� ç òåîðåìè 1 º íàáëèæåíèì äî îïòèìàëüíîãî â òàêîìó ñåíñ³: äëÿ áóäü-ÿêî-

ãî �� � ³ñíóº òàêå çíà÷åííÿ �0 0� , ùî äëÿ âñ³õ � ��( , )0 0 ñïðàâåäëèâà íåð³âí³ñòü

| ( , ) ( , ( , ))| ,J y u J y u t y� � � � � �� �

äå y� — ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (1) ç êåðóâàííÿì u t y� �( , ).

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî

J y u J y u( , ) ( , ), ,� � �  0 (22)

J y u t y J y u( , ( , )) ( , ), ,� � � �  0 (23)

äå { }y u, — îïòèìàëüíèé ïðîöåñ íåçáóðåíî¿ çàäà÷³ (8)–(10). Çàçíà÷èìî, ùî
çá³æí³ñòü (23) âèïëèâàº ç òîãî, ùî äëÿ çàäà÷³ (8)–(10) äëÿ âñ³õ t T�[ , ]0
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äå �0 — êîð³íü ð³âíÿííÿ 
 � � �( ) ( ( ), ) .y x � Îñê³ëüêè � ��  0 äëÿ �  0, òî

âíàñë³äîê (18) ñïðàâåäëèâî, ùî y y�
�� �( ) ( ) 0 äëÿ �  0, äå y — ºäèíèé

ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (19). Òîä³ îòðèìóºìî, ùî y y� . Îòæå, u t y t u t y t� �( , ( )) ( , ( ))

ó ïðîñòîð³ L T H2 0( , ; ) äëÿ �  0, çâ³äêè é îòðèìóºìî (23).

Äîâåäåìî òåïåð çá³æí³ñòü (22). Ç êîåðöèòèâíîñò³ ôóíêö³îíàëó J âèïëèâàº,

ùî ç òî÷í³ñòþ äî ï³äïîñë³äîâíîñò³ ñïðàâåäëèâà ñëàáêà çá³æí³ñòü u u�  � äëÿ
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�  0 â ïðîñòîð³ L T H2 0( , ; ) . Òîä³ ç [10] îòðèìóºìî, ùî y y�  � äëÿ �  0 ñëàáêî

â ïðîñòîð³ C T H([ , ]; ),0 äå �y — ðîçâ’ÿçîê íåçáóðåíî¿ çàäà÷³ (8) ç êåðóâàííÿì �.u

Ïðè öüîìó äëÿ âñ³õ u U� J y u J y u( , ) ( , ).� � ��

Àíàëîã³÷íî äî ïîïåðåäí³õ ì³ðêóâàíü îòðèìàºìî, ùî y y�  äëÿ �  0 ñëàá-

êî â ïðîñòîð³ C T H([ , ]; )0 , äå y — ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (8) ç êåðóâàííÿì u.

Òîä³ lim ( , ) ( �, � ).J y u J y u� � � Êð³ì òîãî, lim ( , ) ( , ) ( , ).J y u J y u J y u� � �� �

Îòæå, ïðîöåñ ( �, � )y u — îïòèìàëüíèé äëÿ çàäà÷³ (8)–(10). Òåîðåìó äîâåäåíî.

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ó ðîáîò³ âèð³øóºòüñÿ ïðîáëåìà êîíñòðóþâàííÿ òà îáãðóíòóâàííÿ íàáëèæåíîãî
îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ó ôîðì³ çâîðîòíîãî çâ’ÿçêó ïðîöåñàìè, ïîâåä³íêà
ÿêèõ ìîæå áóòè îïèñàíà ð³âíÿííÿìè ïàðàáîë³÷íîãî òèïó. Îñíîâíèì îá’ºêòîì
äîñë³äæåííÿ º çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ, ùî ì³ñòèòü ïàðàáîë³÷íå ð³âíÿí-
íÿ ç îáìåæåíèì êåðóâàííÿì, ïðàâà ÷àñòèíà ÿêîãî çàçíàº ìàëèõ çáóðåíü ïîðÿä-
êó �, òà êîåðöèòèâíèé ö³ëüîâèé ôóíêö³îíàë. Ó ðîáîò³ òàêîæ ðîçãëÿíóòî íåçáó-
ðåíó çàäà÷ó, äëÿ ÿêî¿ ïðåäñòàâëåíî ôîðìóëó îïòèìàëüíîãî ðåãóëÿòîðà, ùî âðà-
õîâóº òî÷êó ïåðåìèêàííÿ, â ÿê³é êåðóâàííÿ äîñÿãàº çàäàíîãî îáìåæåííÿ. Íà
îñíîâ³ öüîãî âñòàíîâëåíî òåîðåìó, ùî îáãðóíòîâóº ôîðìóëó íàáëèæåíîãî
îïòèìàëüíîãî ðåãóëÿòîðà ç ïåðåìèêàííÿì äëÿ âèõ³äíî¿ çáóðåíî¿ çàäà÷³.
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N.V. Gorban, O.V. Kapustyan, O.A. Kapustian
APPROXIMATE OPTIMAL CONTROLLER FOR A WEAKLY NONLINEAR
EVOLUTIONARY EQUATION OF PARABOLIC TYPE

Abstract. We consider the optimal control problem for solutions of a parabolic equation with
the right-hand side of the form � F y( ), where �� � is a small parameter, with a coercive cost
functional and bounded control. Using the formula of the optimal controller of the undisturbed
problem, the form of the approximate controller with switching for the initial problem is
substantiated.

Keywords: optimal control, nonlinear parabolic equation, optimal controller.
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