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ÀÄÀÏÒÈÂÍÈÉ ÄÂÎÅÒÀÏÍÈÉ ÁÐÅÃÌÀÍ²ÂÑÜÊÈÉ ÌÅÒÎÄ
ÄËß ÂÀÐ²ÀÖ²ÉÍÈÕ ÍÅÐ²ÂÍÎÑÒÅÉ1

Àíîòàö³ÿ. Ðîçãëÿíóòî äâîåòàïíèé áðåãìàí³âñüêèé ìåòîä Ïîïîâà ç íîâèì àäàïòèâíèì ïðà-
âèëîì âèáîðó âåëè÷èíè êðîêó, ùî íå ïîòðåáóº çíàííÿ Ë³ïøèöåâèõ êîíñòàíò òà îá÷èñëåí-
íÿ çíà÷åíü îïåðàòîðà â äîäàòêîâèõ òî÷êàõ. Äëÿ âàð³àö³éíèõ íåð³âíîñòåé ç ïñåâäîìîíî-
òîííèìè òà Ë³ïøèöåâèìè îïåðàòîðàìè, ùî ä³þòü ó ñê³í÷åííîâèì³ðíîìó ë³í³éíîìó íîð-
ìîâàíîìó ïðîñòîð³, äîâåäåíî òåîðåìó çá³æíîñò³ ìåòîäó.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: âàð³àö³éíà íåð³âí³ñòü, ïñåâäîìîíîòîíí³ñòü, äèâåðãåíö³ÿ Áðåãìàíà, äâî-
åòàïíèé ìåòîä, àäàïòèâí³ñòü, çá³æí³ñòü.

ÂÑÒÓÏ

Áàãàòî ö³êàâèõ òà àêòóàëüíèõ çàäà÷ äîñë³äæåííÿ îïåðàö³é òà ìàòåìàòè÷íî¿

ô³çèêè ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿä³ âàð³àö³éíèõ íåð³âíîñòåé [1–4]. Ðîçâ’ÿçàííÿ

òàêèõ çàäà÷ º íàïðÿìîì ïðèêëàäíîãî íåë³í³éíîãî àíàë³çó, ùî àêòèâíî ðîçâè-

âàºòüñÿ [5–28]. Ç ïîÿâîþ ãåíåðóâàëüíèõ çìàãàëüíèõ íåéðîííèõ ìåðåæ (gene-

rative adversarial network, GAN) ³íòåðåñ äî àëãîðèòì³â ðîçâ’ÿçàííÿ âàð³à-

ö³éíèõ íåð³âíîñòåé âèíèê ³ ó ñïåö³àë³ñò³â â ãàëóç³ ìàøèííîãî íàâ÷àííÿ [11].

Íàéâ³äîì³øèì óçàãàëüíåííÿì ìåòîäó ïðîºêö³¿ ãðàä³ºíòà äëÿ âàð³àö³éíèõ

íåð³âíîñòåé º åêñòðàãðàä³ºíòíèé ìåòîä Êîðïåëåâè÷ [12]. Äîñë³äæåííþ öüîãî

àëãîðèòìó ïðèñâÿ÷åíî âåëèêó ê³ëüê³ñòü ïóáë³êàö³é. Çîêðåìà, çàïðîïîíîâàíî ìî-

äèô³êàö³¿ åêñòðàãðàä³ºíòíîãî àëãîðèòìó ç îäíèì ìåòðè÷íèì ïðîºêòóâàííÿì íà

äîïóñòèìó ìíîæèíó [13–16]. Åôåêòèâíèì ñó÷àñíèì âàð³àíòîì åêñòðàãðà-

ä³ºíòíîãî ìåòîäó º ïðîêñèìàëüíèé äçåðêàëüíèé ìåòîä Íåì³ðîâñüêîãî [17]. Öåé

ìåòîä ìîæíà ïðî³íòåðïðåòóâàòè ÿê âàð³àíò åêñòðàãðàä³ºíòíîãî ìåòîäó ç ïðîºê-

òóâàííÿì ó ñåíñ³ äèâåðãåíö³¿ Áðåãìàíà [18]. Â³í äàº çìîãó ³íîä³ åôåêòèâíî âèêî-

ðèñòàòè ñòðóêòóðó äîïóñòèìî¿ ìíîæèíè çàäà÷³. Íàïðèêëàä, äëÿ ñèìïëåêñà ÿê

â³äñòàíü ìîæíà âèáðàòè äèâåðãåíö³þ Êóëüáàêà–Ëåéáëåðà (äèâåðãåíö³ÿ Áðåãìà-

íà, ïîáóäîâàíà çà â³ä’ºìíîþ åíòðîï³ºþ) òà îòðèìàòè îïåðàòîð ïðîºêòóâàííÿ íà

ñèìïëåêñ, ùî îá÷èñëþºòüñÿ ÿâíî.

Òàêîæ ö³êàâèé ìåòîä äâî¿ñòî¿ åêñòðàïîëÿö³¿ äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ âàð³àö³éíèõ

íåð³âíîñòåé çàïðîïîíóâàâ Þ.ª. Íåñòåðîâ [19]. Àäàïòèâí³ âàð³àíòè ïðîêñèìàëü-

íîãî äçåðêàëüíîãî ìåòîäó Íåì³ðîâñüêîãî äîñë³äæåíî â [20–22]. Íà ïî÷àòêó

1980-õ ðîê³â Ë.Ä. Ïîïîâ çàïðîïîíóâàâ ìîäèô³êàö³þ àëãîðèòìó Åððîó–Ãóðâ³öà

äëÿ ïîøóêó ñ³äëîâèõ òî÷îê îïóêëî-óãíóòèõ ôóíêö³é [23]. Ó ðîáîò³ [24]

äîñë³äæåíî ìîäèô³êàö³þ ìåòîäó Ïîïîâà äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ âàð³àö³éíèõ íåð³âíî-

ñòåé ç ìîíîòîííèìè îïåðàòîðàìè. Ó ñòàòò³ [25] çàïðîïîíîâàíî äâîåòàïíèé ïðî-
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êñèìàëüíèé àëãîðèòì äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ ð³âíîâàæíîãî ïðîãðàìóâàííÿ, ùî º

àäàïòàö³ºþ ìåòîäó ç ðîáîòè [23] äî çàãàëüíèõ íåð³âíîñòåé Ê³ Ôàíÿ. Ó ïðà-

öÿõ [26–28] äîñë³äæåíî äâîåòàïíèé ïðîêñèìàëüíèé äçåðêàëüíèé ìåòîä, ùî º

ìîäèô³êàö³ºþ äâîåòàïíîãî ïðîêñèìàëüíîãî àëãîðèòìó [25] ç çàñòîñóâàííÿì äè-

âåðãåíö³¿ Áðåãìàíà çàì³ñòü Åâêë³äîâî¿ â³äñòàí³. Çàóâàæèìî, ùî îñòàíí³ì ÷àñîì

àëãîðèòì Ïîïîâà äëÿ âàð³àö³éíèõ íåð³âíîñòåé ñòàâ â³äîìèì ñåðåä ñïåö³àë³ñò³â ç

ìàøèííîãî íàâ÷àííÿ ï³ä íàçâîþ «Extrapolation from the Past» [11].

Öÿ ñòàòòÿ ïðîäîâæóº ðîáîòè [16, 22, 26]. Âîíà ïðèñâÿ÷åíà âèâ÷åííþ äâî-

åòàïíîãî áðåãìàí³âñüêîãî ìåòîäó [26] ç íîâèì àäàïòèâíèì ïðàâèëîì âûáîðó âå-

ëè÷èíè êðîêó, ùî íå ïîòðåáóº çíàííÿ Ë³ïøèöåâèõ êîíñòàíò òà îá÷èñëåíü çíà-

÷åíü îïåðàòîðà â äîäàòêîâèõ òî÷êàõ (áåç ïðîöåäóð òèïó ë³í³éíîãî ïîøóêó). Äëÿ

âàð³àö³éíèõ íåð³âíîñòåé ç ïñåâäîìîíîòîííèìè òà Ë³ïøèöåâèìè îïåðàòîðàìè,

ùî ä³þòü ó ñê³í÷åííîâèì³ðíîìó ë³í³éíîìó íîðìîâàíîìó ïðîñòîð³, äîâåäåíî

òåîðåìó çá³æíîñò³ ìåòîäó.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×²

Íåõàé E — ñê³í÷åííîâèì³ðíèé ä³éñíèé ë³í³éíèé ïðîñò³ð ç íîðìîþ || ||� (íå îáî-

â’ÿçêîâî Åâêë³äîâîþ). Äâî¿ñòèé ïðîñò³ð ïîçíà÷èìî E * . Äëÿ a E� * òà b E� ïî-

çíà÷àòèìåìî ( , )a b çíà÷åííÿ ë³í³éíî¿ ôóíêö³¿ a â òî÷ö³ b . Äâî¿ñòà íîðìà || ||
*

�

íà E * âèçíà÷åíà ñòàíäàðòíî: || || max ( , ): || ||
*

a a b b� �{ }1 , ùî çàáåçïå÷óº âèêî-

íàííÿ íåð³âíîñò³ Øâàðöà: ( , ) || || || ||
*

a b a b� äëÿ âñ³õ a E� * , b E� .

Íåõàé C — íåïîðîæíÿ ï³äìíîæèíà ïðîñòîðó E; A – îïåðàòîð, ùî ä³º ç E

â E * . Ðîçãëÿíåìî âàð³àö³éíó íåð³âí³ñòü:

çíàéòè x C� : ( , )Ax y x� � 0 � �y C, (1)

ìíîæèíó ðîçâ’ÿçê³â ÿêî¿ ïîçíà÷èìî S .

Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíàíî òàê³ óìîâè:

• ìíîæèíà C E	 îïóêëà òà çàìêíåíà;

• îïåðàòîð A E E: *
 — ïñåâäîìîíîòîííèé òà Ë³ïøèöåâèé ç êîíñòàíòîþ

L� 0 íà ïðîñòîð³ C;

• ìíîæèíà S íåïîðîæíÿ.

Çàóâàæåííÿ 1. Çàçíà÷èìî, ùî ïñåâäîìîíîòîíí³ñòü îïåðàòîðà A íà ìíîæèí³

C ïîëÿãàº â òîìó, ùî äëÿ âñ³õ x, y C� ç íåð³âíîñò³ ( , )Ax y x� � 0 âèïëèâàº

( , )Ay y x� � 0 . Ìîíîòîíí³ñòü îïåðàòîðà A íà ìíîæèí³ C îçíà÷àº, ùî äëÿ âñ³õ x,

y C� âèêîíóºòüñÿ ( , )Ax Ay x y� � � 0 . Îïåðàòîð T m m: � �
 âèãëÿäó

Tx e Cx dAx x� � ��( )( )( , ) � , x m�� ,

äå A – äîäàòíüî âèçíà÷åíà ìàòðèöÿ, � � 0 , C – íåâ³ä’ºìíî âèçíà÷åíà ìàòðè-

öÿ, d m�� , â çàãàëüíîìó âèïàäêó íå áóäå ìîíîòîííèì, àëå â³í ïñåâäîìîíî-

òîííèé òà Ë³ïøèö³â íà �
m .

Ðîçãëÿíåìî äóàëüíó âàð³àö³éíó íåð³âí³ñòü [5]:

çíàéòè x C� : ( , )Ay x y� � 0 � �y C. (2)

Ìíîæèíó ðîçâ’ÿçê³â (2) ïîçíà÷èìî S d . Çàçíà÷èìî, ùî ìíîæèíà S d îïóêëà

òà çàìêíåíà. Íåð³âí³ñòü (2) ³íîä³ íàçèâàþòü ñëàáêîþ àáî äóàëüíîþ ïîñòàíîâ-

êîþ (1), à ðîçâ’ÿçêè (2) — ñëàáêèìè ðîçâ’ÿçêàìè (1) [5]. Äëÿ ïñåâäîìîíîòîííèõ

îïåðàòîð³â A çàâæäè ìàòèìåìî S S d	 . Çà íàøèõ ïðèïóùåíü ìàºìî S Sd � [5].
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Óâåäåìî êîíñòðóêö³¿ äëÿ ôîðìóëþâàííÿ àëãîðèòìó ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ (1).

Íåõàé îïóêëà ôóíêö³ÿ �: E 
 �  ��� � { } çàäîâîëüíÿº óìîâè:

• int dom � 	 E — íåïîðîæíÿ îïóêëà ìíîæèíà;

• ôóíö³ÿ � ð³âíîì³ðíî íåïåðåðâíî äèôåðåíö³éîâíà íà int dom �;

• ôóíö³ÿ � ñèëüíî îïóêëà â³äíîñíî íîðìè || ||� ç êîíñòàíòîþ ñèëüíî¿ îïóê-

ëîñò³ 1:

� � �( ) ( ) ( ( ), ) || ||a b b a b a b� � � � � �
1

2

2 � �a dom �, b�int dom �.

Äèâåðãåíö³ÿ Áðåãìàíà, â³äïîâ³äíà ôóíêö³¿ � , çàäàºòüñÿ ôîðìóëîþ

V a b a b b a b( , ) ( ) ( ) ( ( ), )� � � � �� � � � �a dom �, b�int dom �.

Ïðèêëàäè ïðàêòè÷íî âàæëèâèõ äèâåðãåíö³é Áðåãìàíà íàâåäåíî â [29]. Ðîç-

ãëÿíåìî äâà îñíîâíèõ ïðèêëàäè. Äëÿ �( ) || ||� � �
1

2 2
2 , äå || ||� 2 — Åâêë³äîâà íîðìà,

ìàòèìåìî

V x y x y( , ) || ||� �
1

2 2
2 .

Äëÿ � �� � � �m m
ix x{ }: 0 òà ôóíêö³¿ â³ä’ºìíî¿ åíòðîï³¿ �( ) lnx x xi i

i

m

�
�
�

1

(âîíà ñèëüíî îïóêëà ç êîíñòàíòîþ 1 â³äíîñíî � 1-íîðìè íà ñèìïëåêñ³

S x x xm
m

i ii

m� � � �
��{ }� : ,0 1

1
) îòðèìàºìî äèâåðãåíö³þ Êóëüáàêà–Ëåéáëåðà

V x y x x y x yi i i

i

m

i i

i

m

( , ) ln ( / ) ( )� � �
� �
� �

1 1

, x m� �� , y m m� �� �� �= int ( ) .

Ìàº ì³ñöå êîðèñíà 3-òî÷êîâà òîòîæí³ñòü [29]

V a c V a b V b c b c a b( , ) ( , ) ( , ) ( ( ) ( ), )� � � � �� �� � .

²ç ñèëüíî¿ îïóêëîñò³ ôóíêö³¿ � âèïëèâàº îö³íêà

V a b a b( , ) || ||� �
1

2

2 � �a dom � , b�int dom � .

Íåõàé K 	 dom � — íåïîðîæíÿ çàìêíåíà îïóêëà ìíîæèíà, ïðè÷îìó

K � ��int dom � . Ðîçãëÿíåìî ñèëüíî îïóêë³ çàäà÷³ ì³í³ì³çàö³¿ âèãëÿäó

P a a y x V y xx
K

y K( ) min ( , ) ( , )� � � ��arg { } � �a E * , x �int dom � . (3)

Â³äîìî [29], ùî åêñòðåìàëüíà çàäà÷à (3) ìàº ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê z �
� �K int dom � , ïðè÷îìó

� � � � �� � �( , ) ( ( ) ( ), )a y z z x y z� � 0 � �y K.

Îñòàííþ íåð³âí³ñòü ç óðàõóâàííÿì 3-òî÷êîâî¿ òîòîæíîñò³ ìîæíà çàïèñàòè ó

âèãëÿä³

� � � � � �( , ) ( , ) ( , ) ( , )a y z V y x V y z V z x 0 � �y K.

Â³äîáðàæåííÿ P E Kx
K : * 
 � int dom � íàçèâàþòü ïðîêñ-â³äîáðàæåííÿì.

Çàóâàæåííÿ 2. Òî÷êà P ax
K ( ) â Åâêë³äîâîìó âèïàäêó çá³ãàºòüñÿ ç Åâêë³äî-

âîþ ìåòðè÷íîþ ïðîºêö³ºþ P x a y x aK y K( ) min || ( ) ||� � � ��arg 2 .
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Çàóâàæåííÿ 3. Äëÿ éìîâ³ðíîñíîãî ñèìïëåêñó S m òà äèâåðãåíö³¿ Êóëüáà-

êà–Ëåéáëåðà ìàòèìåìî

P a
x e

x e

x e

x e

x e

x e
x
S

a

j
a

j

m

a

j
a

j

m

m
a

j

m

j j

m

( ) , , ,�

� �� �
1

1

2

1

1 2

�
a

j

m j

��

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

1

, a m�� , x S m�ri( ) .

Íàäàë³ áóäåìî ïðèïóñêàòè, ùî Ñ 	 int dom � .

Ó ñòàòò³ [26] äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ (1) çàïðîïîíîâàíî àëãîðèòì

y P Ay

x P Ay

n x

C
n

n x

C
n

n

n

� �

� �

�

�
�

��

�

�

( ),

( ),

�

�

1

1

(4)

äå âåëè÷èíà � çàäàâàëàñü â³äïîâ³äíî äî âèìîãè � � �
�

�
�

�

�
�0 2 1

1
, ( )

L
. Òîáòî âè-

êîðèñòîâóâàëàñü ³íôîðìàö³ÿ ïðî êîíñòàíòè ë³ïøèöåâîñò³ îïåðàòîðà A.

Â³äîìî [26], ùî ïîñë³äîâíîñò³ ( )xn òà ( )yn , ÿê³ ïîðîäæåí³ (4), çá³ãàþòüñÿ äî

ðîçâ’ÿçêó (1). Ó âèïàäêó êîìïàêòíîñò³ ìíîæèíè C E	 òà ìîíîòîííîñò³ îïå-

ðàòîðà A ìàº ì³ñöå îö³íêà

G z Ay z y
R x LV x y

N
N

y C
N

C( ) max( , )
( ) ( , )

� � �
�

�

�� 1
1 1 0 ,

äå z
y

N
N

nn

N

� �� 1 — óñåðåäíåíèé âèõ³ä ðîáîòè àëãîðèòìó (4), R xC ( )1 �

�
�

max ( , )
y C

V y x1 [27].

Âèêîðèñòîâóþ÷è ³òåðàö³éíó ñõåìó (4) òà ðîáîòè [16, 22], ïîáóäóºìî äâî-

åòàïíèé áðåãìàí³âñüêèé àëãîðèòì ç àäàïòèâíèì âèáîðîì âåëè÷èíè �, ùî íå ïî-

òðåáóº çíàííÿ Ë³ïøèöåâèõ êîíñòàíò òà îá÷èñëåíü çíà÷åíü îïåðàòîðà A ó äîäàò-

êîâèõ òî÷êàõ (òîáòî áåç ïðîöåäóð òèïó ë³í³éíîãî ïîøóêó).

ÀËÃÎÐÈÒÌ Ç ÀÄÀÏÒÈÂÍÈÌ ÐÅÃÓËÞÂÀÍÍßÌ

Îïèøåìî çàïðîïîíîâàíèé àëãîðèòì äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ âàð³àö³éíî¿ íåð³âíîñò³ (1).

Àëãîðèòì 1. «Åêñòðàïîëÿö³ÿ ç ìèíóëîãî» ç àäàïòèâíèì ðåãóëþâàííÿì.

Âèáèðàºìî y E0 � , x1 �int dom � , ��
�

�
�

�

�
�0

1

3
, òà ÷èñëî �1 0� . Ïîêëàäåìî n �1.

1. Îá÷èñëèòè

y P Ayn x

C
n n

n

� � �( )� 1 .

2. Îá÷èñëèòè

x P Ayn x

C
n n

n
� � �1 ( )� .

ßêùî y x xn n n� � �1 , òî ÑÒÎÏ, ³íàêøå ïåðåéòè äî êðîêó 3.

3. Îá÷èñëèòè

�
� �

n
n

n n

n n

y y

Ay Ay
Ay

�

�

�
�

�

�

�
�
�

�
�
 1

1

1

min ,
|| ||

|| ||
,

*

ÿêùî n n

n

Ay� �
�

�
�

�
�

1 ,

� ³íàêøå.

(5)

Ïîêëàñòè n n:� �1 òà ïåðåéòè äî êðîêó 1.
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Çàóâàæåííÿ 4. ßêùî �( ) || ||� � �
1

2 2
2 , òî àëãîðèòì 1 íàáóâàº âèãëÿäó

y P x Ayn C n n n� � �( )� 1 ,

x P x Ayn C n n n� � �1 ( )� ,

�
� �

n
n

n n

n n

y y

Ay Ay
A

�

�

�
�

�

�

�
�
�

�
�
 1

1 2

1 2

min ,
|| ||

|| ||
, ÿêùî y Ayn n

n

� �
�

�
�

�
�

1 ,

� ³íàêøå,

äå ��
�

�
�

�

�
�0

1

3
, , �1 0� .

Çàóâàæåííÿ 5. Ðîçãëÿíåìî âàð³àö³éíó íåð³âí³ñòü íà ñòàíäàðòíîìó ñèìï-

ëåêñ³:

çíàéòè x S m� : ( , )Ax y x� � 0 � �y S m .

Âèáèðàºìî äèâåðãåíö³þ Êóëüáàêà–Ëåéáëåðà ³ îòðèìóºìî òàêó âåðñ³þ àëãîðèòìó:

y
x Ay

x Ay

i
n i

n
n n i

j
n

n n j

j

m
�

�

�

�

�
�
�

exp( ( ) )

exp( ( ) )

�

�

1

1

1

, i m�1, ,� ,

x
x Ay

x Ay

i
n i

n
n n i

j
n

n n j

j

m

�

�

�
�

��

1

1

exp( ( ) )

exp( ( ) )

�

�

, i m�1, ,� ,

�
� �

n
n

j

m
j
n

j
n

j m n j n j

y y

Ay Ay�

�
�

� �
�

�

�

�
1

1
1

1 1

min ,
max |( ) ( )

,
|

, ,

�

�
�

�
�

�

�
�

 
�

�

�

�
�
�

�
�
�

�ÿêùî

³íàêøå,

Ay Ayn n

n

1

�

äå ( )Ayn i �� — i-òà êîîðäèíàòà âåêòîðà Ayn
m�� .

Ïîñë³äîâí³ñòü ( )� n , ùî çàäàºòüñÿ ïðàâèëîì (5), íåçðîñòàþ÷à òà îáìåæåíà

çíèçó ÷èñëîì min ,�
�

1
L

�
�
�

�
�
 

. Îòæå, ³ñíóº lim
n

n

�

�� 0 .

Äëÿ ïîñë³äîâíîñòåé ( )xn , ( )yn , ùî ïîðîäæåí³ àëãîðèòìîì 1, ìàþòü ì³ñöå

íåð³âíîñò³

� � ��� n n nAy y y( , )1 V y x V y x V y yn n n n( , ) ( , ) ( , )� � � �y Ñ, (6)

� � ��� n n nAy y x( , )1 V y x V x x V y xn n n n( , ) ( , ) ( , )� �� �1 1 � �y Ñ. (7)

Íåð³âí³ñòü (7) äàº çìîãó îá´ðóíòóâàòè ïðàâèëî çóïèíêè àëãîðèòìó 1. Ä³éñíî,

äëÿ x x yn n n� � �1 ç íåð³âíîñò³ (7) âèïëèâàº

( , )Ax y xn n� � 0 � �y Ñ,

òîáòî x Sn � .

Ïåðåéäåìî äî äîâåäåííÿ çá³æíîñò³ àëãîðèòìó 1.
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ÄÎÂÅÄÅÍÍß ÇÁ²ÆÍÎÑÒ² ÀËÃÎÐÈÌÓ

Äîâåäåìî îñíîâíó îö³íêó, ùî çâ’ÿçóº â³äñòàí³ ì³æ ïîðîäæåíèìè àëãîðèò-

ìîì 1 òî÷êàìè òà äîâ³ëüíèì åëåìåíòîì ìíîæèíè ðîçâ’ÿçê³â S .

Ëåìà 1. Äëÿ ïîñë³äîâíîñòåé ( )xn , ( )yn , ùî ïîðîäæåí³ àëãîðèòìîì 1, ìàº

ì³ñöå íåð³âí³ñòü

V z x V z x V x yn n
n

n
n n( , ) ( , ) ( , )�

�
�� � �

�

�
��

�

�
�� �1

1
11 2�

�

�
(8)

� �
�

�
��

�

�
�� �

� �
�1

1 1
1�

�

�
�

�

�

n

n
n n

n

n
n nV y x V x y( , ) ( , ) ,

äå z S� .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé z S� . Ç ïñåâäîìîíîòîííîñò³ îïåðàòîðà A âèïëèâàº

( , )Ay z yn n� � 0 . (9)

²ç íåð³âíîñò³ (7) âèïëèâàº

V z x V z x V x x Ay z xn n n n n n n( , ) ( , ) ( , ) ( , )� � �� � � �1 1 1� . (10)

Äî ïðàâî¿ ÷àñòèíè íåð³âíîñò³ (10) äîäàìî äîäàíîê � n n nAy y z( , )� � 0 .

Îòðèìàºìî

V z x V z x V x xn n n n( , ) ( , ) ( , )� �� �1 1 � � �� n n n nAy y x( , )1 . (11)

²ç óìîâè (6) âèïëèâàº

� � �� �� n n n nAy x y( , )1 1 V x x V y x V x yn n n n n n( , ) ( , ) ( , )� �� �1 1 . (12)

Îö³íèìî çâåðõó � �V x xn n( , )1 â íåð³âíîñò³ (11) çà äîïîìîãîþ (12) ³ îòðèìàºìî

V z x V z x V x y V y xn n n n n n( , ) ( , ) ( , ) ( , )� �� � � �1 1
(13)

� � �� �� n n n n nAy Ay y x( , )1 1 .

Âèêîðèñòàºìî ïðàâèëî îá÷èñëåííÿ � n�1 ³ îö³íèìî çâåðõó äîäàíîê

� n n n n nAy Ay y x( , )� �� �1 1 . Ìàòèìåìî

� �n n n n n n n n n nAy Ay y x Ay Ay y x( , ) | | | | | | | |
*

� � � � � �� � � �1 1 1 1

� � � �
�

� ��
�

�

n

n
n n n ny y x y

1
1 1|| || || ||

� � � � � �
�

� ��
�

�

n

n
n n n n n ny x x y x y

1
1 1( || || || || ) || ||

� � � � �
� �

�
�

�
�

�
�

�

�
�

�

�

n

n
n n

n

n
n n

n

n

y x x y
2 21

2

1
1

2

1

|| || || || || x yn n� � �1
2||

� � �
� �

�
�

��
�

�
�

�

�
�

�

�

n

n
n n

n

n
n n

n

n
nV y x V x y V x

1 1
1

1
12( , ) ( , ) ( , yn ) . (14)

Çàñòîñóºìî (14) â (13) òà îòðèìàºìî

V z x V z x V x y V y xn n n n n n( , ) ( , ) ( , ) ( , )� �� � � �1 1

� � �
� �

�
�

��
�

�
�

�

�
�

�

�

n

n
n n

n

n
n n

n

n
nV y x V x y V x

1 1
1

1
12( , ) ( , ) ( , yn ) ,

ùî é ïîòð³áíî áóëî äîâåñòè. �
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Íàãàäàºìî åëåìåíòàðíèé ôàêò ïðî âëàñòèâîñò³ ÷èñëîâèõ ïîñë³äîâíîñòåé.

Ëåììà 2. Íåõàé ( )an , ( )bn — äâ³ ïîñë³äîâíîñò³ íåâ³ä’ºìíèõ ÷èñåë, ùî çà-

äîâîëüíÿþòü íåð³âí³ñòü

a a bn n n� � �1 äëÿ âñ³õ n� � .

Òîä³ ³ñíóº ãðàíèöÿ lim
n

na

�

³ bnn� ! ��.

Ñôîðìóëþºìî îñíîâíèé ðåçóëüòàò ðîáîòè.

Òåîðåìà 1. Íåõàé ìíîæèíà C E	 — îïóêëà òà çàìêíåíà, îïåðàòîð

A E E: *
 — ïñåâäîìîíîòîííèé òà Ë³ïøèö³â ç êîíñòàíòîþ L� 0 òà S �� . Òîä³

ïîñë³äîâíîñò³ ( )xn òà ( )yn , ùî ïîðîäæåí³ àëãîðèòìîì 1, çá³ãàþòüñÿ äî äåÿêî¿

òî÷êè z S� .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé z S"� . Ïîêëàäåìî

a V z x V x yn n
n

n
n n� " �

�
�( , ) ( , )�

�

� 1
1 ,

b V y xn
n

n
n n

n

n

n

n

� �
�

�
��

�

�
�� � � �

�

�

�

� �

1 1 2
1

1

2 1

�
�

�
�

�

�
�

�

�
( , )

�
��

�

�
�� �V x yn n( , )1 .

Íåð³âí³ñòü (8) íàáóâàº âèãëÿäó

a a bn n n� � �1 .

Îñê³ëüêè ³ñíóº lim
n

n

�

�� 0 , ìàºìî

1
1

�
�

�
�

�

n

n


 �1 ��( , )0 1 ³ 1 2 1 3 0 11

2 1

� � 
 � ��

� �

�
�

�
�

�

�
�n

n

n

n

( , ) äëÿ n 
�.

Ç ëåìè 2 âèïëèâàº, ùî ³ñíóº ãðàíèöÿ

lim ( ( , ) ( , ))
n

n
n

n
n nV z x V x y


� �
�" � �

�

� 1
1

³

1 1 2
1

1

2 1

�
�

�
��

�

�
�� � � �

�

�
��

�

�

� �

�
�

�
�

�

�
�

�

�

n

n
n n

n

n

n

n

V y x( , )
�

�
��

�

�
�
�

�

�
�
�! ���

�

�

� V x yn n

n

( , )1

1

.

Çâ³äñè îòðèìóºìî

lim ( , ) lim ( , )
n

n n
n

n nV y x V x y

� 
�

�� �1 0 (15)

òà çá³æí³ñòü ÷èñëîâèõ ïîñë³äîâíîñòåé ( ( , ))V z xn" äëÿ âñ³õ z S"� . ²ç (15) âè-

ïëèâàº

lim || || lim || ||
n

n n
n

n ny x x y

� 
�

�� � � �1 0 . (16)

Ç íåð³âíîñò³

V z x z xn n( , ) || ||" � "�
1

2

2

òà (16) âèïëèâàº îáìåæåí³ñòü ïîñë³äîâíîñòåé ( )xn , ( )yn , à ç íåð³âíî-

ñòåé (11), (12) òà ãðàíè÷íèõ ñï³ââ³äíîøåíü (15) âèïëèâàº

lim ( , )
n

n nV x x

�

� �1 0

òà

lim || ||
n

n nx x

�

� � �1 0 . (17)
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Ðîçãëÿíåìî ï³äïîñë³äîâí³ñòü ( )xnk
, ùî çá³ãàºòüñÿ äî äåÿêî¿ òî÷êè z E� .

Âî÷åâèäü z C� . ²ç ãðàíè÷íèõ ñï³ââ³äíîøåíü (16) âèïëèâàº, ùî y znk

 ³

x znk�

1 . Ïîêàæåìî, ùî z S� . Ìàòèìåìî

( , ) ( ( ) ( ), )Ay y x x x y xn n
n

n n nk k

k

k k k
� � � �� ��

�
� �1

1
1 1

1

�
� � � 0 � �y C. (18)

Çä³éñíèâøè â (18) ãðàíè÷íèé ïåðåõ³ä ç óðàõóâàííÿì (17), îòðèìàºìî

( , )Az y z� � 0 � �y C,

òîáòî z C� .

Ïîêàæåìî, ùî x zn 
 (òîä³ ç || ||x yn n� 
 0 âèïëèâº, ùî y zn 
 ). Â³äîìî,

ùî ³ñíóº ãðàíèöÿ

lim ( , ) lim ( ( ) ( ) ( ( ), ))
n

n
n

n n nV z x z x x z x

� 
�

� � � � �� � � .

Îñê³ëüêè lim ( , )
n

nV z x
k
�

� 0 , òî ³ lim ( , )
n

nV z x

�

� 0 . Çâ³äñè || ||x zn � 
 0 . �

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ñòàòòÿ ïðîäîâæóº ðîáîòè [16, 22, 26]. Ó í³é çàïðîïîíîâàíî òà äîñë³äæåíî

äâîåòàïíèé áðåãìàí³âñüêèé ìåòîä [26], â³äîìèé ÿê «Extrapolation from the

Past», ç íîâèì àäàïòèâíèì ïðàâèëîì âèáîðó âåëè÷èíè êðîêó, ùî íå ïîòðåáóº

çíàííÿ Ë³ïøèöåâèõ êîíñòàíò ³ îá÷èñëåíü çíà÷åíü îïåðàòîðà â äîäàòêîâèõ

òî÷êàõ (òîáòî áåç ïðîöåäóð òèïó ë³í³éíîãî ïîøóêó). Äëÿ âàð³àö³éíèõ

íåð³âíîñòåé ç ïñåâäîìîíîòîííèìè òà Ë³ïøèöåâèìè îïåðàòîðàìè, ùî ä³þòü ó

ñê³í÷åííîâèì³ðíîìó ë³í³éíîìó íîðìîâàíîìó ïðîñòîð³, äîâåäåíî òåîðåìó

çá³æíîñò³.

Ó íàñòóïíèõ ðîáîòàõ ìè ïëàíóºìî ðîçãëÿíóòè ñïåö³àëüíèé ìóëüòèáëîêî-

âèé âàð³àíò àäàïòèâíîãî äâîåòàïíîãî áðåãìàí³âñüêîãî ìåòîäó.
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V.V. Semenov, S.V. Denisov, A.V. Kravets
ADAPTIVE TWO-STEP BREGMAN METHOD FOR VARIATIONAL INEQUALITIES

Abstract. The authors analyze the two-step Popov method with Bregman divergence and a
new adaptive rule for choosing the step size, which does not require knowledge of Lipschitz
constants and calculation of operator values at additional points. For variational inequalities
with pseudo-monotone and Lipschitz continuous operators acting in a finite-dimensional
normed linear space, a convergence theorem for the method is proved.

Keywords: variational inequality, pseudomonotonicity, Bregman divergence, two-step method,
adaptivity, convergence.
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