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Àíîòàö³ÿ. Ðîçãëÿíóòî âèêîðèñòàííÿ ï³äñòàíîâêè ÿê ïðèì³òèâíîãî åëåìåíòà äëÿ ôîðìó-
âàííÿ öèêë³÷íî¿ áàçèñíî¿ ìàòðèö³ ïåðåòâîðåííÿ êëàñó Ôóð’º. Çàñòîñîâàíî öèêë³÷íó
ï³äñòàíîâêó äëÿ áëî÷íî-öèêë³÷íî¿ ñòðóêòóðèçàö³¿ ãàðìîí³÷íîãî áàçèñó, ùî íàäàº çìîãó
ñèíòåçóâàòè àëãîðèòìè øâèäêèõ äèñêðåòíèõ ïåðåòâîðåíü êëàñó Ôóð’º äîâ³ëüíèõ îáñÿã³â
íà îñíîâ³ öèêë³÷íèõ çãîðòîê. Ïîêàçàíî, ùî âíàñë³äîê çì³íè ïîðÿäêó öèêë³â òà ¿õí³õ ïåð-
øèõ åëåìåíò³â ó öèêë³÷íèõ ï³äñòàíîâêàõ çìåíøóºòüñÿ ê³ëüê³ñòü îá÷èñëåíü öèêë³÷íèõ
çãîðòîê ó øâèäêèõ àëãîðèòìàõ äèñêðåòíèõ ïåðåòâîðåíü êëàñó Ôóð’º.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: öèêë³÷íà ï³äñòàíîâêà, äèñêðåòíå êîñèíóñíå ïåðåòâîðåííÿ, ñèíòåç àëãî-
ðèòìó, áëî÷íî-öèêë³÷íà ñòðóêòóðà áàçèñó, öèêë³÷í³ çãîðòêè.

ÂÑÒÓÏ

Ó áàãàòüîõ ïðèêëàäíèõ çàñòîñóâàííÿõ âèêîðèñòîâóþòü êîìá³íàòîðí³ ìíîæèíè ÿê

çàñîáè ìàòåìàòè÷íîãî àíàë³çó, ðîçðîáëåííÿ îá÷èñëþâàëüíîãî ìåòîäó òà ìîäåëþ-

âàííÿ [1, 2]. Íàéá³ëüø ïîøèðåíèìè ñåðåä êîìá³íàòîðíèõ ñê³í÷åííèõ ìíîæèí

ï³äñòàíîâîê, ÿê³ âèä³ëÿþòü ó êëàñè ç óðàõóâàííÿì ïåâíèõ óìîâ, º ï³äñòàíîâêè ç

ð³çíèõ åëåìåíò³â, ï³äñòàíîâêè ç ïîâòîðåííÿìè ç n åëåìåíò³â, k ç ÿêèõ º ð³çíèìè,

öèêë³÷í³ ï³äñòàíîâêè, ï³äñòàíîâêè êîðòåæ³â, êîìïîçèö³¿ ï³äñòàíîâîê òà ³íø³ [3, 4].

Àíàë³ç ³ äîñë³äæåííÿ îñîáëèâîñòåé êîìá³íàòîðíèõ îá’ºêò³â ó êîíêðåòíèõ

ïðèêëàäíèõ çàñòîñóâàííÿõ ñïðèÿþòü ï³äâèùåííþ åôåêòèâíîñò³ ðîçâ’ÿçàííÿ çà-

äà÷, îñîáëèâî ó âèïàäêó êîìá³íàòîðíî¿ ãåíåðàö³¿ òà îïòèì³çàö³¿.

Ó ðîçðîáëåíí³ øâèäêèõ ïåðåòâîðåíü êëàñó Ôóð’º (äèñêðåòíèõ êîñèíóñíèõ

³ ñèíóñíèõ ïåðåòâîðåíü, äèñêðåòíèõ ïåðåòâîðåíü Õàðòë³), ùî º êëþ÷îâèìè ó

öèôðîâîìó îáðîáëåíí³ ñèãíàë³â, âèêîðèñòîâóþòü ïðîð³äæåííÿ òà ïåðåñòàíîâêè

äàíèõ ïåðåòâîðåííÿ ç ìåòîþ ïåðåôîðìóâàííÿ îá÷èñëåíü äëÿ îòðèìàííÿ àëãîðèò-

ìó ç ìåíøîþ îá÷èñëþâàëüíîþ ñêëàäí³ñòþ. Áàãàòîâàð³àíòí³ñòü àëãîðèòì³â åôåê-

òèâíèõ îá÷èñëåíü (ç îñíîâîþ äâà, ðîçùåïëåíîþ îñíîâîþ, çì³øàíîþ îñíîâîþ,

íåïàðíîãî ÷è ñêëàäåíîãî îáñÿãó) îõîïëþº ð³çíîìàí³òí³ êîìá³íàòîðí³ ìíîæèíè,

ùî âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ ¿õíüîãî ñèíòåçó.

Îäíèì ç ï³äõîä³â ðåàë³çàö³¿ øâèäêèõ ïåðåòâîðåíü êëàñó Ôóð’º º ïðèâåäåííÿ

îá÷èñëåííÿ äî âèêîíàííÿ öèêë³÷íèõ çãîðòîê [5], ùî ´ðóíòóºòüñÿ íà äåêîìïîçèö³¿

áàçèñíî¿ ìàòðèö³ ó íàá³ð öèêë³÷íèõ ñòðóêòóð. Ó öüîìó ï³äõîä³ âèêîðèñòàíî

øâèäê³ àëãîðèòìè îá÷èñëåííÿ çãîðòîê, ñåðåä ÿêèõ íàéá³ëüø â³äîìèìè º àëãîðèò-
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ìè Â³íîãðàäà ìàëèõ îáñÿã³â, àëãîðèòì Àãàðâàëà–Êóë³, àëãîðèòì ïîë³íîì³àëüíèõ

ïåðåòâîðåíü [6], àëãîðèòì áëî÷íèõ ïñåâäîöèðêóëÿíò³â [7], àëãîðèòì ïàðèñåêö³¿

(Ï³òàñ³) [8] àáî àïàðàòí³ ñèñòîë³÷í³ àðõ³òåêòóðè êîíâîëüâåð³â ç ðîçïîä³ëåíîþ

àðèôìåòèêîþ [9]. Ó ðåçóëüòàò³ âèêîðèñòàííÿ ãíó÷êî¿ îðãàí³çàö³¿ âèêîíàííÿ ïåðå-

òâîðåíü íà îñíîâ³ ñôîðìîâàíî¿ áëî÷íî-öèêë³÷íî¿ ñòðóêòóðè áàçèñó ïåðåòâîðåííÿ

êëàñó Ôóð’º çìåíøóºòüñÿ îá÷èñëþâàëüíà ñêëàäí³ñòü, âèêîíóºòüñÿ ïàðàëåëüíå

îá÷èñëåííÿ çãîðòîê, ïîêðàùóþòüñÿ òåõí³÷í³ ïîêàçíèêè (ïëîùà, çàòðèìêà) îá÷èñ-

ëþâà÷à ó ïðîöåñ³ ïðîºêòóâàííÿ íàäâåëèêèõ ³íòåãðàëüíèõ ñõåì [10].

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×²

Ó á³ëüøîñò³ ïóáë³êàö³é [5, 11] äëÿ ôîðìóâàííÿ öèêë³÷íî¿ áàçèñíî¿ ìàòðèö³ ïå-
ðåòâîðåííÿ êëàñó Ôóð’º âèêîðèñòîâóþòü ïðèì³òèâíèé åëåìåíò � i , ÿêèé âèçíà-
÷àºòüñÿ çà âèðàçîì

� �i
n T n Tmod , ( )� , (1)

äå �( )T — ôóíêö³ÿ Åéëåðà, T — ïåð³îä áàçèñíî¿ ôóíêö³¿ ïåðåòâîðåííÿ. Îäíàê,

çàñòîñóâàííÿ ïðèì³òèâíîãî åëåìåíòà � i îáìåæóºòüñÿ äëÿ îáñÿã³â ïåðåòâîðåíü N ,

ùî äîð³âíþþòü ïðîñòîìó ÷èñëó àáî êîíêðåòíèì ÷èñëîâèì çíà÷åííÿì [12].

Ó ðîáîò³ [13] âèêîðèñòàíî öèêë³÷íó ï³äñòàíîâêó äëÿ ñèíòåçó øâèäêèõ àëãî-

ðèòì³â îá÷èñëåííÿ ïåðåòâîðåíü êëàñó Ôóð’º íà îñíîâ³ öèêë³÷íèõ çãîðòîê. Îñíî-

âîþ ïîáóäîâè öèêë³÷íî¿ ï³äñòàíîâêè º ðÿäêè àáî ñòîâïö³ êâàäðàòíî¿ ìàòðèö³, ùî

ì³ñòÿòü ö³ëî÷èñåëüí³ àðãóìåíòè ôóíêö³é áàçèñó äèñêðåòíîãî ïåðåòâîðåííÿ êëàñó

Ôóð’º. Äëÿ êîìïàêòí³øîãî ïðåäñòàâëåííÿ ï³äñòàíîâêè âèêîðèñòîâóþòü

ïîñë³äîâí³ñòü ó âèãëÿä³ öèêëó, ùî ì³ñòèòü ñòèñëèé îïèñ áëî÷íî-öèêë³÷íî¿ ñòðóê-

òóðè ÿäðà ïåðåòâîðåííÿ êëàñó Ôóð’º. Öå íàäàº çìîãó íàäàë³ ñèíòåçóâàòè åôåê-

òèâíèé àëãîðèòì îá÷èñëåííÿ ïåðåòâîðåíü êëàñó Ôóð’º ÷åðåç öèêë³÷í³ çãîðòêè.

Îòæå, àêòóàëüíèì º äîñë³äæåííÿ îñîáëèâîñòåé âèçíà÷åííÿ òà âèêîðèñòàííÿ

öèêë³÷íî¿ ï³äñòàíîâêè äëÿ ôîðìóâàííÿ áëî÷íî-öèêë³÷íî¿ ñòðóêòóðè ÿäðà ïåðå-

òâîðåííÿ êëàñó Ôóð’º, ùî çàáåçïå÷èòü çìåíøåííÿ ê³ëüêîñò³ öèêë³÷íèõ çãîðòîê

â àëãîðèòìàõ îá÷èñëåííÿ øâèäêèõ ïåðåòâîðåíü êëàñó Ôóð’º.

ÂÈÇÍÀ×ÅÍÍß ÖÈÊË²×ÍÎÃÎ ÐÎÇÊËÀÄÓ Ï²ÄÑÒÀÍÎÂÊÈ

Ó ñó÷àñíèõ äîñë³äæåííÿõ ç óçàãàëüíåííÿ øâèäêèõ äèñêðåòíèõ ïåðåòâîðåíü

êëàñó Ôóð’º íàé÷àñò³øå âèêîðèñòîâóþòü òåîð³þ àëãåáð. Ðîçãëÿíåìî êâàäðàòí³

ìàòðèö³ C k na ( , ), ùî ì³ñòÿòü ö³ëî÷èñåëüí³ àðãóìåíòè ôóíêö³é áàçèñó ïåðåòâî-

ðåíü êëàñó Ôóð’º,

C k n k n T n k Ta mod( , ) [( ) ], , , , ,� � � �0 1 1� . (2)

Ìíîæèíà ö³ëî÷èñåëüíèõ åëåìåíò³â ( )T �1 , ùî º àðãóìåíòàìè ôóíêö³é áàçè-

ñó, òà àëãåáðà¿÷íà îïåðàö³ÿ äîáóòêó çà ìîäóëåì çàäàþòü àëãåáðà¿÷íó ñòðóêòóðó.

Äëÿ ïðîñòîãî îáñÿãó T àëãåáðà¿÷íà ñòðóêòóðà, çã³äíî ç âëàñòèâîñòÿìè, º Àáåëå-

âîþ öèêë³÷íîþ ãðóïîþ. Òîìó òàáëè÷íå ïîäàííÿ àëãåáðà¿÷íî¿ îïåðàö³¿

a modk n k n T n k T, ( ) , , , , ,� � � �0 1 1� , (3)

â³äïîâ³äàº òàáëèö³ Êåë³, â ÿê³é â ðåçóëüòàò³ ïåðåñòàâëåííÿ ñòîâïö³â òà ðÿäê³â

íà îñíîâ³ ïðèì³òèâíîãî åëåìåíòà äâîâèì³ðíèé ìàñèâ ðåçóëüòàò³â îïåðàö³é º

Ãàíêåëåâèì öèðêóëÿíòîì (òàáë. 1).

Äëÿ ñèíòåçó øâèäêèõ àëãîðèòì³â îá÷èñëåííÿ ïåðåòâîðåíü êëàñó Ôóð’º

ó ñòðóêòóðèçàö³¿ áàçèñó ó âèãëÿä³ íàáîðó áëî÷íî-öèêë³÷íèõ ï³äìàòðèöü [14] âè-

êîðèñòîâóþòü ïåðåñòàâëåííÿ ðÿäê³â òà ñòîâïö³â çà äîïîìîãîþ ï³äñòàíîâîê � i .

Ï³äñòàíîâêó âèçíà÷àþòü çà äâîìà ðÿäêàìè àáî ñòîâïöÿìè áàçèñíî¿ ìàòðèö³ (2)

ö³ëî÷èñåëüíèõ àðãóìåíò³â çà ìîäóëåì T .
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Äëÿ ñêëàäåíîãî îáñÿãó ïåðåòâîðåííÿ N N N N k� � � ��1 2 , äå N i — ïðîñò³

÷èñëà, ðåçóëüòàòè îïåðàö³é (3) â³äïîâ³äàþòü êâàäðàòí³é ìàòðèö³ àðãóìåíò³â ôóíêö³é

áàçèñó ïåðåòâîðåíü êëàñó Ôóð’º, ùî ñêëàäàºòüñÿ ç ìíîæèíè ï³äìàòðèöü. Îäíà

ï³äìíîæèíà ï³äìàòðèöü ì³ñòèòü åëåìåíòè, ÿê³ º âçàºìíî ïðîñòèìè ìíîæíèêàì ðîç-

êëàäó îáñÿãó ( , ),N i k na �1, à ³íøà — åëåìåíòè, êðàòí³ ïåâíèì ìíîæíèêàì N i ñêëà-

äåíîãî îáñÿãó ïåðåòâîðåííÿ. Ñê³í÷åííà ìíîæèíà ç êðàòíèõ åëåìåíò³â ï³äìàòðèöü

ë³í³éíî â³äîáðàæàºòüñÿ ó ìíîæèíó íàòóðàëüíîãî ðÿäó. Ìíîæèíà íàòóðàëüíîãî ðÿäó

ç îïåðàö³ºþ (3) º àëãåáðà¿÷íîþ ñòðóêòóðîþ, ùî â³äïîâ³äàº öèêë³÷í³é ãðóï³. Òîìó

ï³äìàòðèö³, ùî ì³ñòÿòü åëåìåíòè, êðàòí³ ïåâíèì ìíîæíèêàì N i , º Ãàíêåëåâèìè

öèðêóëÿíòàìè. Îòæå, äëÿ ñêëàäåíîãî îáñÿãó çà â³äïîâ³äíîþ ï³äñòàíîâêîþ � i áàçèñ-

íà ìàòðèöÿ ñêëàäàòèìåòüñÿ ç ï³äìàòðèöü ó ìàòðè÷í³é ñòðóêòóð³ áàçèñó ïåðåòâîðåíü

êëàñó Ôóð’º, ùî ïðåäñòàâëÿþòü íàá³ð Ãàíêåëåâèõ öèðêóëÿíò³â. Çàëåæíî â³ä îáñÿãó

ïåðåòâîðåííÿ N öèêë³÷íà ï³äñòàíîâêà P h( ) ìîæå ñêëàäàòèñÿ ç êîíêðåòíî¿ ê³ëüêîñò³

öèêë³â â³äïîâ³äíî¿ äîâæèíè t m, ..., , ùî çàïèñóþòüñÿ ó âèãëÿä³ äîáóòêó öèêë³â

P h t
m m m( ) ( , ( ), ( ), ..., ( )) ( , ( ), ( ), .� �1 1 1 12 1 2

� � � � �� a a a .., ( ))�
m

m
�1 a , (4)

äå h — çàãàëüíà ê³ëüê³ñòü åëåìåíò³â ï³äñòàíîâêè, t m h m, ..., ;� a — åëåìåíò
àðãóìåíòó. Êîæåí åëåìåíò àðãóìåíò³â ôóíêö³é áàçèñó ïåðåòâîðåííÿ a = am k n,
ì³ñòèòüñÿ ò³ëüêè â îäíîìó öèêë³. Íàÿâí³ñòü ê³ëüêîñò³ öèêë³â ó öèêë³÷í³é
ï³äñòàíîâö³ (4), íàäàº çìîãó çìåíøèòè îá÷èñëþâàëüíó ñêëàäí³ñòü àëãîðèòìó
ïåðåòâîðåííÿ êëàñó Ôóð’º.

ÎÁ×ÈÑËÅÍÍß ÑÒÀÍÄÀÐÒÍÎ¯ ÖÈÊË²×ÍÎ¯ Ï²ÄÑÒÀÍÎÂÊÈ

Ó ñòàíäàðòíîìó âèãëÿä³ öèêë³÷íî¿ ï³äñòàíîâêè, ùî ì³ñòèòü ê³ëüê³ñòü öèêë³â

á³ëüøå îäíîãî, âèêîðèñòîâóþòü çàïèñ, ó ÿêîìó öèêëè çàïèñóþòü àáî â ïîðÿäêó

çðîñòàííÿ ¿õí³õ ì³í³ìàëüíèõ åëåìåíò³â, ïðè÷îìó â êîæíîìó öèêë³ ïåðøèì º éîãî

íàéìåíøèé åëåìåíò [15] àáî íàâïàêè, öèêëè çàïèñóþòü ó ïîðÿäêó çðîñòàííÿ

¿õí³õ ìàêñèìàëüíèõ åëåìåíò³â, ïðè÷îìó â êîæíîìó öèêë³ ïåðøèì º éîãî

íàéá³ëüøèé åëåìåíò. Íàïðèêëàä, öèêë³÷íà ï³äñòàíîâêà â ïåðøîìó âèïàäêó ìàº

âèãëÿä P ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , , )7 1 4 2 6 3 7 5� , ó äðóãîìó — P ( ) ( ) ( , ) ( ) ( , , )7 2 4 1 6 7 5 3� .

ª ð³çí³ êîìá³íàòîðí³ ï³äõîäè äî îá÷èñëåííÿ ñòàíäàðòíî¿ öèêë³÷íî¿ ï³äñòàíîâêè.

Ó [16] ðîçãëÿíóòî àëãîðèòìè ç ïåðåáîðîì åëåìåíò³â ï³äñòàíîâêè. Ðåêóðñèâíèé àëãî-

ðèòì, ùî âèêîðèñòîâóº ïîøóê ó ãëèáèíó â ãðàô³ ç âèáîðîì íåâèêîðèñòàíèõ âåðøèí,

îïèñàíî â ðîáîò³ [17]. Îäíàê, éîãî ðåàë³çàö³ÿ ç âèêîðèñòàííÿì ðåêóðñ³¿ ïîòðåáóº

çíà÷íèõ âèòðàò ÷àñó äëÿ îäåðæàííÿ öèêë³÷íî¿ ï³äñòàíîâêè âåëèêèõ îáñÿã³â.

Âèçíà÷åííÿ öèêë³÷íî¿ ï³äñòàíîâêè äëÿ ñèíòåçó øâèäêèõ àëãîðèòì³â îá÷èñ-

ëåííÿ ïåðåòâîðåíü êëàñó Ôóð’º íà îñíîâ³ öèêë³÷íèõ çãîðòîê âêëþ÷àº îá÷èñëþ-

âàëüí³ âèòðàòè, ÿê³ çàëåæàòü â³ä ïåð³îäó T ïåð³îäó áàçèñíî¿ ôóíêö³¿. Ó ðî-

áîò³ [18] îïèñàíî îñîáëèâîñò³ ôîðìóâàííÿ òâ³ðíèõ ìàñèâ³â äëÿ ñèíòåçó øâèäêèõ
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n

k

1 2 3 � T � 2 T � 1

1 a11 a12 a13 � a1 2( )T � a1 1( )T �

2 a12 a13 a14 � a1 1( )T � a11

3 a13 a14 a15 � a11 a12

� � � � � � �

T � 1 a1 1( )T � a11 a12 � a1 3( )T � a( )T �2

Ò à á ë è ö ÿ 1. Òàáëèöÿ àëãåáðà¿÷íî¿ îïåðàö³¿ íàä àðãóìåíòàìè ôóíêö³é áàçèñó



àëãîðèòì³â äèñêðåòíèõ êîñèíóñíèõ ïåðåòâîðåíü ÷îòèðüîõ âèä³â (ÄÊÏ I–IV) íà

îñíîâ³ öèêë³÷íèõ çãîðòîê. Íàâåäåìî çíà÷åííÿ ïåð³îäó Ò áàçèñíî¿ ôóíêö³¿ ïåðå-

òâîðåííÿ çàëåæíî â³ä îáñÿãó ïåðåòâîðåííÿ N äëÿ äèñêðåòíèõ êîñèíóñíèõ ïåðå-

òâîðåíü ð³çíèõ âèä³â: T N� 2 äëÿ ÄÊÏ–I; T N� 4 äëÿ ÄÊÏ–II; T N� 4 äëÿ

ÄÊÏ–III; T N� 8 äëÿ ÄÊÏ–IV.

Äî îá÷èñëþâàëüíèõ âèòðàò ï³ä ÷àñ ôîðìóâàííÿ ñòàíäàðòíî¿ öèêë³÷íî¿

ï³äñòàíîâêè ç ïåðåáîðîì åëåìåíò³â âõîäÿòü:

1) T îïåðàö³é çà ôîðìóëîþ (3) äëÿ îäíîãî îá÷èñëåííÿ ðÿäêà àáî ñòîâïöÿ

ï³äñòàíîâêè, à ³íøèé ðÿäîê àáî ñòîâïåöü ï³äñòàíîâêè â³äïîâ³äàº íàòóðàëüí³é

ïîñë³äîâíîñò³;

2) â³ä T äî T T* ( / )2 äîñòóï³â äî åëåìåíò³â äëÿ ôîðìóâàííÿ P h( ).

Ââàæàþòü, ùî ìàêñèìàëüíà ê³ëüê³ñòü öèêë³â º ìåíøîþ í³æ ( / )T 2 . Ê³ëüê³ñòü

äîñòóï³â T áóäå ì³í³ìàëüíîþ ó âèïàäêó, êîëè öèêë³÷íà ï³äñòàíîâêà ì³ñòèòü îäèí

öèêë ³ ïåðøèé ðÿäîê º íàòóðàëüíîþ ïîñë³äîâí³ñòþ. Âèïàäîê, êîëè öèêë³÷íà

ï³äñòàíîâêà ì³ñòèòü ëèøå îäí³ òðàíñïîçèö³¿ ç öèêëàìè äîâæèíè 2, íå ðîçãëÿ-

äàºòüñÿ, îñê³ëüêè ñèíòåçîâàíèé àëãîðèòì ïåðåòâîðåííÿ íà îñíîâ³ öèêë³÷íèõ çãîð-

òîê ìàº íàéá³ëüøó îá÷èñëþâàëüíó ñêëàäí³ñòü.

Ðîçãëÿíåìî âèêîíàííÿ áëî÷íî-öèêë³÷íî¿ ñòðóêòóðèçàö³¿ áàçèñó äëÿ ÄÊÏ-²².

Öå ïåðåòâîðåííÿ çàñòîñîâóþòü äëÿ ñòèñíåííÿ çîáðàæåíü òà â áàãàòüîõ ñòàíäàð-

òàõ â³äåîêîäóâàííÿ, îñîáëèâî éîãî ö³ëî÷èñåëüíó àïðîêñèìàö³þ [9, 19, 20]. Ïå-

ðåòâîðåííÿ ÄÊÏ-II îïèñóþòü ôîðìóëîþ

X k
N

x n
n k

N
k Nc

n

N
2

0

1
2 2 1

2
0 1( ) ( )cos

( )
, , , ,�

��

	



�

�
 � �

�

�

�
�

� 1, (5)

äå x n( ) — âõ³äí³ äàí³ ïåðåòâîðåííÿ, X kc2 ( ) — ÷àñòîòí³ ñêëàäîâ³ âèêîíàííÿ

ïåðåòâîðåííÿ. Â³äïîâ³äíî, k-òà êîìïîíåíòà ÄÊÏ-II äëÿ êîæíîãî n-ãî áàçèñíî-

ãî âåêòîðà ìàòèìå âèãëÿä

c k n n Nk n, cos ( ( ) ) / ( ))� � �2 1 2� . (6)

Îá÷èñëåííÿ ñòàíäàðòíî¿ öèêë³÷íî¿ ï³äñòàíîâêè âèêîíàºìî çà ö³ëî÷èñåëüíèìè

àðãóìåíòàìè ñ k na ( , ) êîìïîíåíò ñk n, ( , , , , )k n N� � �0 1 1 áàçèñó

c c k nk n a, ( , )� ��, (7)

äå c k n k na ( , ) ( )� �2 1 , �� �� / ( )2N äëÿ ö³ëîãî çíà÷åííÿ N îáñÿãó ÄÊÏ-²I.

Ôóíêö³ÿ cos ( ( ) ) / ( ))k n n N2 1 2� � � º ïåð³îäè÷íîþ â³äíîñíî 4N âèá³ðîê,

òîìó, â³äïîâ³äíî äî (3) áàçèñíà ìàòðèöÿ àðãóìåíò³â êîñèíóñó ì³ñòèòèìå åëåìåí-

òè àðãóìåíò³â ó òàêîìó âèãëÿä³:

C k n c k n N n k Na a
II mod( , ) [ ( , ) ( )], , , , ,� � �4 0 1 1� . (8)

Ôóíêö³ÿ cos ( ( ) ) / ( ))k n n N2 1 2� � � º ñèìåòðè÷íîþ â³äíîñíî àðãóìåíòó 2N , òîìó

åëåìåíòè àðãóìåíò³â ìàòðèö³ (8) ìîæíà çìåíøèòè çà òàêîþ óìîâîþ:

c k n N c k n Na a
II mod( , ) [ ( , ) ]� �4 4 , ÿêùî ( ( , ) )ñ k n N Na mod 4 2� . (9)

Íàïðèêëàä, äëÿ ôîðìóâàííÿ öèêë³÷íî¿ ï³äñòàíîâêè ÄÊÏ-²² îáñÿãó N � 20 âè-

áåðåìî ñòîâïö³ ç n � 0 ³ n �1 áàçèñíî¿ ìàòðèö³ àðãóìåíò³â (8), çìåíøåíèõ

çà (9), ç k N� � �0 1 2 1, , , , ùî çàäàþòü ï³äñòàíîâêó
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Íà îñíîâ³ ï³äñòàíîâêè çà àëãîðèòìîì ç ïåðåáîðîì åëåìåíò³â îá÷èñëèìî ñòàí-

äàðòíó öèêë³÷íó ï³äñòàíîâêó

P ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (40 0 13 9 27 2 618 26 412 36 28 515 35 25 7 2117 29� )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (8 24 10 30 113319 23 13 39 37 31 14 38 34 22 16 32 20).

Ïåðåñòàâëåííÿ ðÿäê³â çà ñòàíäàðòíîþ öèêë³÷íîþ ï³äñòàíîâêîþ P ( )40 òà

ñòîâïö³â çà öèêë³÷íîþ ï³äñòàíîâêîþ ç öèêë³â, ùî ì³ñòÿòü íåïàðí³ åëåìåíòè

( ) ( ) ( ) ( ) ( )13 9 27 515 35 25 7 2117 29 113319 23 13 39 37 31 ,

çàáåçïå÷óº ñòðóêòóðèçàö³þ áàçèñó ÄÊÏ-²² äëÿ N � 20 ó âèãëÿä³ íàáîðó öèêë³÷-

íèõ ï³äìàòðèöü (ðèñ. 1).

Ó ðåçóëüòàò³ àíàë³çó áëî÷íî-öèêë³÷íî¿ ñòðóêòóðè, íàâåäåíî¿ íà ðèñ. 1, äëÿ

âèêîíàííÿ îá÷èñëåííÿ ÄÊÏ-²² îáñÿãó N � 20 íåîáõ³äíî îá÷èñëèòè îäèíàäöÿòü

4-òî÷êîâèõ, ñ³ì 2-òî÷êîâèõ öèêë³÷íèõ çãîðòîê òà ÷îòèðè îäíîòî÷êîâèõ öèêë³÷-

íèõ çãîðòêè, ùî ìîæóòü ìàòè çíà÷åííÿ ìíîæíèêà �1.

ÎÑÎÁËÈÂÎÑÒ² ÔÎÐÌÓÂÀÍÍß ÖÈÊË²×ÍÎ¯ Ï²ÄÑÒÀÍÎÂÊÈ ÄËß ÁËÎ×ÍÎ-ÖÈÊË²×ÍÎ¯
ÑÒÐÓÊÒÓÐÈÇÀÖ²¯ ÁÀÇÈÑÓ ÏÅÐÅÒÂÎÐÅÍÍß

Öèêë³÷íó ï³äñòàíîâêó (4) ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê äîáóòîê ð³çíèõ öèêë³â

P h P h P h P h P hl l( ) ( ) ( ) ( ) ( )� 0 0 1 1 2 2 � , (10)

äå P hi i( ) — öèêë; hi — äîâæèíà öèêëó; l — çàãàëüíà ê³ëüê³ñòü öèêë³â; h h� �0

� � �h hl1 � .
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Ðèñ. 1. Áëî÷íî-öèêë³÷íà ñòðóêòóðèçàö³ÿ áàçèñó ÄÊÏ-²² îáñÿãó N � 20 çà ñòàíäàðòíîþ öèêë³÷íîþ
ï³äñòàíîâêîþ



Ó ñòðóêòóð³ áàçèñó ïåðåòâîðåííÿ (äèâ. ðèñ. 1) íàÿâí³ öèêë³÷í³ ï³äìàòðèö³,

ùî ìàþòü îäíàêîâèé íàá³ð åëåìåíò³â, ÿê³ íàëåæàòü îäíîìó öèêëó. Îäíàê, ö³

öèêë³÷í³ ï³äìàòðèö³ ïî÷èíàþòüñÿ ç ð³çíèõ åëåìåíò³â, òîìó â àëãîðèòì³ îá÷èñëåí-

íÿ ïîòð³áíî âèêîíàòè á³ëüøó ê³ëüê³ñòü öèêë³÷íèõ çãîðòîê. Ìàòðè÷íà ñòðóêòóðà

áàçèñó ïåðåòâîðåííÿ ó ðàç³ ïåðåñòàâëåííÿ ïîñë³äîâíîñò³ öèêë³â P hi i( ) â (10) íå

çì³íèòü ðåçóëüòàò ïåðåòâîðåíü çà óìîâè â³äïîâ³äíîãî ïåðåñòàâëåííÿ ïîñë³äîâ-

íîñò³ åëåìåíò³â ó âõ³äíèõ äàíèõ x n( ).

Îòæå, ôîðìóþ÷è öèêë³÷íó ï³äñòàíîâêó (4, 10) ç ìåòîþ çìåíøåííÿ îá÷èñëþ-

âàëüíî¿ ñêëàäíîñò³ ïåðåòâîðåííÿ, ïîòð³áíî ïåðåôîðìóâàòè ñòàíäàðòíó öèêë³÷íó

ï³äñòàíîâêó çã³äíî ç íàâåäåíîþ íèæ÷å óìîâîþ: êîæåí íàñòóïíèé öèêë, ÿêùî â³í

³ñíóº, ïî÷èíàºòüñÿ ç ïåðøîãî åëåìåíòà, ùî äîð³âíþº ( – )2 1N ia , äå a i1 — ïåð-

øèé åëåìåíò ïîïåðåäíüîãî i-ãî öèêëó:

P hi i i i i
h

i( ) ( , ( ), ( ), , ( ))� �a a a a1 1
2

1
1

1� � �� ,
(11)

P h N N N Ni i i i i
h

�
�� � � � �1 1 1

2
1

12 2 2 2( ) ( , ( ), ( ), ... , (a a a� � � a i1 )).

Áëîê-ñõåìó àëãîðèòìó ôîðìóâàííÿ öèêë³÷íî¿ ï³äñòàíîâêè ç ðîçì³ùåííÿì

ïîñë³äîâíîñò³ öèêë³â, ùî â³äïîâ³äàþòü óìîâ³ (11), íàâåäåíî íà ðèñ. 2. Çíàõîäæåí-

íÿ öèêë³÷íî¿ ï³äñòàíîâêè âèçíà÷àºòüñÿ äâîìà ñòîâïöÿìè A òà B áàçèñíî¿ ìàòðèö³

àðãóìåíò³â ôóíêö³é ÄÊÏ-²² îáñÿãó N � 0, ÿê³ ïîçíà÷åí³ íà áëîê-ñõåì³ ÿê ìàñèâè

A[ ] ³ B [ ]. Ïîðÿäîê ïåðåáîðó ïåðøèõ åëåìåíò³â çàäàºòüñÿ ìàñèâîì

Et N N N N N[ ] , , ( ), , ( ), , ( ), ,� � � � �{ }0 1 2 1 2 2 2 3 2 3 2 â³äïîâ³äíî äî (11), sub [] —

ìàñèâ åëåìåíò³â öèêë³÷íî¿ ï³äñòà-

íîâêè ç â³äïîâ³äíèìè äîâæèíàìè

öèêë³â block[]. Çã³äíî ç áëîê-ñõåìîþ

àëãîðèòìó, ÿêùî åëåìåíò k º â ìà-

ñèâ³ Et N[ ] ³ â³äïîâ³äàº óìîâ³

A k[ ]�sub, òî íàÿâíèé öèêë ç ïåð-

øèì åëåìåíòîì, ùî â³äïîâ³äàº

óìîâ³ (11). Åëåìåíòè, ÿê³ ì³ñòÿòüñÿ â

ïîïåðåäí³õ öèêëàõ, íàäàë³ ç Et N[ ]

íå âèêîðèñòîâóþòüñÿ. Ó ðåçóëüòàò³

âèêîíàííÿ ôóíêö³é çà áëîê-ñõåìîþ

àëãîðèòìó îòðèìóºìî ìàñèâè sub òà

block, ÿê³ âèçíà÷àþòü öèêë³÷íó

ï³äñòàíîâêó P h( ).

Â³äïîâ³äíî äî áëîê-ñõåìè (äèâ.

ðèñ. 2) ðåàë³çîâàíî ôóíêö³þ

make hasharr_ () ôîðìóâàííÿ öèê-

ë³÷íî¿ ï³äñòàíîâêè P h( ) äëÿ ñèíòåçó

àëãîðèòì³â øâèäêèõ äèñêðåòíèõ ïå-

ðåòâîðåíü êëàñó Ôóð’º äîâ³ëüíèõ

îáñÿã³â íà îñíîâ³ öèêë³÷íèõ çãîð-

òîê. Íàïðèêëàä, äëÿ ÄÊÏ-²² îáñÿãó

N � 20 ñôîðìîâàíà öèêë³÷íà ï³äñòà-

íîâêà ï³ñëÿ âèêîíàííÿ ôóíêö³¿

make hasharr_ () ìàòèìå âèãëÿä

P ( )40 � (0) (1 3 9 27) (39 37 31 13) (2 6 18 26) (38 34 22 14) (4 12 36 28)

(5 15 35 25) (7 21 17 29) (33 19 23 11) (8 24) (32 16) (10 30) (20).
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Start

sub � {0, 1}
block ={0}
B_idx = 0

i = 2 … 2N

sub[i] � B [B_idx])

j = {2 … 2N | A [ j] = sub[i]}

A [ j] � sub [block.last(1)�1]

k � {Et | A [k] � sub}0

Yes

j � k

sub [ j] =A [ j]

block.add(i – 1)

sub

block

B_idx = j
No

delete (Etn � k)

from Et

Ðèñ. 2. Áëîê-ñõåìà àëãîðèòìó ôîðìóâàííÿ öèêë³÷-
íî¿ ï³äñòàíîâêè



Ïåðåñòàâëåííÿ ðÿäê³â çà ñôîðìîâàíîþ öèêë³÷íîþ ï³äñòàíîâêîþ P ( )40 òà

ñòîâïö³â çà öèêë³÷íîþ ï³äñòàíîâêîþ ç öèêë³â, ùî ì³ñòÿòü íåïàðí³ åëåìåíòè

(1 3 9 27) (39 37 31 13) (5 15 35 25) (7 21 17 29) (33 19 23 11),

çàáåçïå÷óº ñòðóêòóðèçàö³þ áàçèñó ÄÊÏ-²² îáñÿãó N � 20 ó âèãëÿä³ íàáîðó

öèêë³÷íèõ ï³äìàòðèöü (ðèñ. 3).

Ó ðåçóëüòàò³ àíàë³çó áëî÷íî-öèêë³÷íî¿ ñòðóêòóðè, íàâåäåíî¿ íà ðèñ. 3, äëÿ

åôåêòèâíîãî îá÷èñëåííÿ ÄÊÏ-²² îáñÿãó N � 20 ïîòð³áíî îá÷èñëèòè ø³ñòü 4-òî÷-

êîâèõ, ñ³ì 2-òî÷êîâèõ öèêë³÷íèõ çãîðòîê òà ÷îòèðè îäíîòî÷êîâèõ öèêë³÷íèõ çãîðò-

êè. ²íàêøå êàæó÷è, ê³ëüê³ñòü 4-òî÷êîâèõ çãîðòîê çìåíøèëàñÿ â³äíîñíî áëî÷-

íî-öèêë³÷íî¿ ñòðóêòóðèçàö³¿, íàâåäåíî¿ íà ðèñ. 1, ó ðåçóëüòàò³ íàÿâíîñò³ öèêë³â

ç ïåðøèìè åëåìåíòàìè (1 ³ 29, 2 ³ 28, 7 ³ 33), ùî â³äïîâ³äàþòü óìîâ³ (11). Äëÿ 2-òî÷-

êîâèõ öèêë³÷íèõ çãîðòîê íàÿâí³ñòü öèêë³â ç ïåðøèìè åëåìåíòàìè 8 ³ 32 çàëèøàºòüñÿ

òàêîþ ñàìîþ, áî âðàõîâóºòüñÿ ïîïåðåäíÿ íàÿâí³ñòü ³äåíòè÷íèõ çãîðòîê ó ïðîöåñ³

àíàë³çó áëî÷íî-öèêë³÷íî¿ ñòðóêòóðè áàçèñó ÄÊÏ-²² îáñÿãó N � 20.

Ó òàáë. 2 íàâåäåíî äëÿ ïîð³âíÿííÿ çíà÷åííÿ çàãàëüíî¿ ê³ëüêîñò³ öèêë³÷íèõ

çãîðòîê äëÿ îá÷èñëåííÿ ÄÊÏ-II êîðîòêèõ îáñÿã³â N ç áëî÷íî-öèêë³÷íîþ ñòðóêòó-

ðèçàö³ºþ çà ñòàíäàðòíîþ öèêë³÷íîþ ï³äñòàíîâêîþ òà çà ñôîðìîâàíîþ öèêë³÷-

íîþ ï³äñòàíîâêîþ, ùî â³äïîâ³äàº óìîâ³ (11).

Çàãàëüíà ê³ëüê³ñòü öèêë³÷íèõ çãîðòîê ó âèïàäêó îá÷èñëåííÿ ÄÊÏ-²² îáñÿãó

N � 20 äîð³âíþº 17 6 7 4� � � , â ÿêó âõîäÿòü 4-òî÷êîâ³, 2-òî÷êîâ³ òà îäíîòî÷êîâ³

öèêë³÷í³ çãîðòêè.
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Ðèñ. 3. Áëî÷íî-öèêë³÷íà ñòðóêòóðèçàö³ÿ áàçèñó ÄÊÏ-²² îáñÿãó N � 20 çà ñôîðìîâàíîþ öèêë³÷íîþ
ï³äñòàíîâêîþ, ùî â³äïîâ³äàº óìîâ³ (11)



Àíàë³ç òàáë. 2 ïîêàçóº, ùî â ðåçóëüòàò³ ôîðìóâàííÿ áëî÷íî-öèêë³÷íî¿ ñòðóê-

òóðè áàçèñó ÄÊÏ-²² çà öèêë³÷íîþ ï³äñòàíîâêîþ, ùî â³äïîâ³äàº óìîâ³ (11), äëÿ

îáñÿã³â ïåðåòâîðåííÿ N i� 2 ( , , )i � �4 5 çàãàëüíà ê³ëüê³ñòü öèêë³÷íèõ çãîðòîê íå

çì³íþºòüñÿ, äëÿ ïðîñòèõ îáñÿã³â N çàãàëüíà ê³ëüê³ñòü öèêë³÷íèõ çãîðòîê çìåí-

øóºòüñÿ â³ä îäèíèö³ ³ á³ëüøå, à äëÿ ñêëàäåíèõ N çàãàëüíà ê³ëüê³ñòü öèêë³÷íèõ

çãîðòîê çìåíøóºòüñÿ â ìåæàõ 40–70 %.

Ïðîãðàìíà ðåàë³çàö³ÿ ñèíòåçó àëãîðèòì³â ÄÊÏ-²² íàäàº çìîãó ôîðìóâàòè

ð³çí³ ï³äñòàíîâêè çà ðÿäêàìè àáî ñòîâïöÿìè êâàäðàòíî¿ ìàòðèö³ ö³ëî÷èñåëüíèõ

àðãóìåíò³â ôóíêö³é áàçèñó, àäæå, â³äïîâ³äíî äî òåîð³¿, ïðèì³òèâíèé åëåìåíò

ìîæå áóòè ³ íå îäèí. Öå äàñòü ìîæëèâ³ñòü îïòèì³çóâàòè ñòðóêòóðó ï³ä ÷àñ

ïðîºêòóâàííÿ, çìåíøèòè îá÷èñëþâàëüíó ñêëàäí³ñòü òà çàáåçïå÷èòè âèñîê³ ïîêàç-

íèêè øâèäêîä³¿ äëÿ ìàëèõ îáñÿã³â ïåðåòâîðåíü ÄÊÏ-²² [21].

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Äëÿ ñòðóêòóðèçàö³¿ áàçèñó ïåðåòâîðåííÿ ó âèãëÿä³ íàáîðó áëî÷íî-öèêë³÷íèõ

ï³äìàòðèöü âèçíà÷åííÿ ïðèì³òèâíèõ åëåìåíò³â çà ï³äñòàíîâêàìè º á³ëüø åôåêòèâ-
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Ò à á ë è ö ÿ 2. Çíà÷åííÿ çàãàëüíî¿ ê³ëüêîñò³ öèêë³÷íèõ çãîðòîê äëÿ îá÷èñëåííÿ

ÄÊÏ-II ìàëèõ îáñÿã³â N

Îáñÿã N

ÄÊÏ-²²

Çàãàëüíà ê³ëüê³ñòü öèêë³÷íèõ çãîðòîê Ð³çíèöÿ çàãàëüíèõ
ê³ëüêîñòåé öèêë³÷íèõ

çãîðòîêçà ñòàíäàðòíîþ
öèêë³÷íîþ ï³äñòàíîâêîþ

çà öèêë³÷íîþ ï³äñòàíîâêîþ,
çà óìîâîþ (11)

10 14 7 7

11 5 4 1

12 17 15 2

13 14 10 4

14 16 12 4

15 26 16 10

16 5 5 0

17 5 4 1

18 28 15 13

19 10 4 6

20 36 17 19

21 31 24 7

22 14 7 7

23 5 4 1

24 26 24 2

25 12 9 3

26 44 16 28

27 19 16 3

28 24 20 4

29 5 4 1

30 89 34 55

31 10 4 6

32 6 6 0

33 35 16 15

34 14 7 7

35 37 18 19



íèì ïîð³âíÿíî ç³ çíàõîäæåííÿì ïðèì³òèâíèõ åëåìåíò³â � i (1) òà âèçíà÷åííÿì ïå-

ðåñòàâëåíî¿ ïîñë³äîâíîñò³ a Ti
t mod ( , , )t T� � �0 1 ç ï³äíåñåííÿì � i äî ñòåïåíÿ.

Öå ñïðè÷èíÿº ïðèøâèäøåííÿ ñèíòåçó øâèäêèõ àëãîðèòì³â äèñêðåòíèõ ïåðåòâî-

ðåíü êëàñó Ôóð’º äîâ³ëüíèõ îáñÿã³â íà îñíîâ³ öèêë³÷íèõ çãîðòîê.

Ñèíòåç øâèäêèõ àëãîðèòì³â äèñêðåòíîãî êîñèíóñíîãî ïåðåòâîðåííÿ íà

îñíîâ³ öèêë³÷íèõ çãîðòîê ç óðàõóâàííÿì óìîâè (11) ó ïðîöåñ³ îá÷èñëåííÿ

öèêë³÷íî¿ ï³äñòàíîâêè ñïðè÷èíÿº çìåíøåííÿ ê³ëüêîñò³ öèêë³÷íèõ çãîðòîê ³,

â³äïîâ³äíî, çíèæåííÿ îá÷èñëþâàëüíî¿ ñêëàäíîñò³ ïåðåòâîðåííÿ, ÿêà âèçíà÷àºòüñÿ

îáñÿãîì ïåðåòâîðåííÿ (ê³ëüê³ñòü åëåìåíò³â äîð³âíþº ïðîñòîìó ÷èñëó, ñêëàäåíèé,

òàêèé, ùî äîð³âíþº ö³ëîìó ñòåïåíþ äâ³éêè). Çíà÷åííÿ îá÷èñëþâàëüíî¿ ñêëàä-

íîñò³ àëãîðèòìó îá÷èñëåííÿ ïåðåòâîðåíü êëàñó Ôóð’º íà îñíîâ³ öèêë³÷íèõ çãîð-

òîê, êð³ì êîíêðåòíîãî îáñÿãó ïåðåòâîðåííÿ, âèçíà÷àºòüñÿ ê³ëüê³ñòþ öèêë³÷íèõ

çãîðòîê, ¿õí³ì îáñÿãîì, àëãîðèòìîì øâèäêèõ öèêë³÷íèõ çãîðòîê òà áëî÷íî-öèê-

ë³÷íîþ ñòðóêòóðîþ áàçèñó.

Ïðîãðàìíà ðåàë³çàö³ÿ áëî÷íî-öèêë³÷íî¿ ñòðóêòóðèçàö³¿ áàçèñó ïåðåòâîðåííÿ

íà îñíîâ³ öèêë³÷íèõ ï³äñòàíîâîê íàäàº çìîãó âèáðàòè öèêë³÷íó ï³äñòàíîâêó, ùî

ì³í³ì³çóº ê³ëüê³ñòü òà îáñÿã öèêë³÷íèõ çãîðòîê, íåîáõ³äíèõ äëÿ îá÷èñëåííÿ,

é îïòèì³çóº òîïîëîã³þ íà ñèñòåìíîìó åòàï³ ïðîºêòóâàííÿ ³íòåãðàëüíèõ ñõåì îá-

÷èñëþâà÷³â äèñêðåòíîãî ïåðåòâîðåííÿ êëàñó Ôóð’º.
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I. Prots’ko, M. Mishchuk
BLOCK-CYCLIC STRUCTURING OF THE BASIS OF FOURIER CLASS
TRANSFORMS BASED ON CYCLIC SUBSTITUTION

Abstract. A cyclic substitution is used for block-cyclic structuring of the harmonic basis,
which allows synthesizing the algorithms for fast discrete transforms of Fourier class of
arbitrary size based on cyclic convolutions. The peculiarities of the form of recording of cyclic
substitution for formation of block-cyclic structure of the basis are investigated. A special form
of cyclic substitution notation is shown to reduce the amount of computation of cyclic
convolutions in fast algorithms of discrete Fourier transforms.

Keywords: cyclic substitution, discrete cosine transform, synthesis of algorithm, block-cyclic
structure, cyclic convolutions.
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