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Àíîòàö³ÿ. Óçàãàëüíåíî ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü Ìàð÷óêà–Ïåòðîâà ïðîòèâ³ðóñíî¿ ³ìóííî¿
â³äïîâ³ä³ äëÿ êîìïëåêñíîãî óðàõóâàííÿ äèôóç³éíèõ çáóðåíü, çîñåðåäæåíèõ âïëèâ³â, òåì-
ïåðàòóðíî¿ ðåàêö³¿ îðãàí³çìó òà ëîã³ñòè÷íî¿ ïîïóëÿö³éíî¿ äèíàì³êè â³ðóñíèõ åëåìåíò³â ³
àíòèò³ë íà ðîçâèòîê ³íôåêö³éíîãî çàõâîðþâàííÿ. Ðîçðîáëåíî ïîêðîêîâó ïðîöåäóðó ÷è-
ñåëüíî-àñèìïòîòè÷íîãî ðîçâ’ÿçàííÿ â³äïîâ³äíèõ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ çàäà÷ ³ç çàï³çíåííÿ-
ìè. Íàâåäåíî ðåçóëüòàòè êîìï’þòåðíîãî ìîäåëþâàííÿ, ÿê³ ³ëþñòðóþòü âïëèâ «ìîäåëüíî-
ãî» çíèæåííÿ ìàêñèìàëüíîãî ð³âíÿ ê³ëüêîñò³ àíòèãåí³â â åï³öåíòð³ çàðàæåííÿ âíàñë³äîê
¿õíüîãî äèôóç³éíîãî «ðîçñ³þâàííÿ», òåìïåðàòóðíî¿ ðåàêö³¿ îðãàí³çìó òà ëîã³ñòè÷íî¿ ïîïó-
ëÿö³éíî¿ äèíàì³êè â³ðóñ³â íà õàðàêòåð ïåðåá³ãó ³íôåêö³éíîãî çàõâîðþâàííÿ, çîêðåìà ³ çà
íàÿâíîñò³ çîñåðåäæåíèõ äæåðåë àíòèãåí³â. Çàçíà÷åíî, ùî òàêà ñèñòåìíà ä³ÿ âêàçàíèõ ÷èí-
íèê³â ìîæå ñïðè÷èíèòè çíèæåííÿ ïî÷àòêîâî íàäêðèòè÷íî¿ êîíöåíòðàö³¿ àíòèãåí³â äî
ð³âíÿ, ï³ñëÿ ÿêîãî ¿õíþ íåéòðàë³çàö³þ ³ âèâåäåííÿ ç îðãàí³çìó áóäå çàáåçïå÷åíî íàÿâíèì
ð³âíåì ³ìóííîãî çàõèñòó, ùî º âàæëèâèì ï³ä ÷àñ ïðèéíÿòòÿ ð³øåíü ùîäî íåîáõ³äíîñò³ çà-
ñòîñóâàííÿ çîâí³øíüîãî «ë³êóâàëüíîãî» âïëèâó.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ìîäåëü ïðîòèâ³ðóñíî¿ ³ìóííî¿ â³äïîâ³ä³, äèíàì³÷í³ ñèñòåìè ³ç çàï³çíåííÿì,
àñèìïòîòè÷í³ ìåòîäè, ñèíãóëÿðíî çáóðåí³ çàäà÷³, çîñåðåäæåí³ âïëèâè, ëîã³ñòè÷íà äèíàì³êà.

ÂÑÒÓÏ

Ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ ïðîöåñó ðåàãóâàííÿ ³ìóííî¿ ñèñòåìè íà âèÿâëåí³

â îðãàí³çì³ çáóäíèêè õâîðîáè, ÿêå äàº çìîãó ïðîãíîçóâàòè ïåðåá³ã ³íôåêö³é-

íîãî çàõâîðþâàííÿ â ð³çíèõ óìîâàõ òà ç óðàõóâàííÿì ð³çíèõ âïëèâ³â, º âàæ-

ëèâèì åëåìåíòîì ó ñïåö³àë³çîâàíèõ åêñïåðòíèõ ñèñòåìàõ äëÿ ï³äòðèìêè

ïðèéíÿòòÿ ð³øåíü ï³ä ÷àñ ðîçðîáëåííÿ åôåêòèâíèõ ïðîãðàì ë³êóâàííÿ, êåðó-

âàííÿ ôóíêö³îíóâàííÿì ³ìóííî¿ ñèñòåì òîùî. Â îñíîâó êëàñè÷íîãî ï³äõîäó

äî ïîáóäîâè ìîäåëåé ïðîöåñ³â ³íôåêö³éíèõ òà áàêòåð³àëüíèõ çàõâîðþâàíü ïî-

êëàäåíî òàê çâàíó êëîíàëüíî-ñåëåêö³éíó òåîð³þ Ô. Áåðíåòà [1]. Çîêðåìà, ó çà-

ïðîïîíîâàí³é Ã.². Ìàð÷óêîì íàéïðîñò³ø³é ìîäåë³ ³íôåêö³éíîãî çàõâîðþâàí-

íÿ [1] áàçîâ³ ìåõàí³çìè ³ìóííîãî çàõèñòó îðãàí³çìó îïèñóþòüñÿ ñèñòåìîþ

íåë³í³é- íèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ³ç çàï³çíåííÿì, ùî âèçíà÷àþòü øâèä-

êîñò³ çì³íè ê³ëüêîñò³ àíòèãåí³â, ïëàçìàòè÷íèõ êë³òèí, àíòèò³ë òà äåÿêî¿ ì³ðè

óðàæåííÿ îðãàíà-ì³øåí³. Â [1], ïîì³æ ³íøîãî, òàêîæ ïîêàçàíî, ùî ñòàö³îíàð-

íèé ðîçâ’ÿçîê íàéïðîñò³øî¿ ìîäåë³, ÿêèé îïèñóº ñòàí çäîðîâîãî îðãàí³çìó, º

àñèìïòîòè÷íî ñò³éêèì òà çáåð³ãàº òàêó ñò³éê³ñòü ó âèïàäêó ïî÷àòêîâîãî çàðà-

æåííÿ îðãàí³çìó äîçîþ àíòèãåí³â V 0 , ùî íå ïåðåâèùóº äåÿêîãî ð³âíÿ ³ìóí-

íîãî áàð’ºðà V � . Á³ëüø ñêëàäíà ìîäåëü Ìàð÷óêà–Ïåòðîâà ïðîòèâ³ðóñíî¿

³ìóííî¿ â³äïîâ³ä³ [1] ïîáóäîâàíà äëÿ óðàõóâàííÿ, îêð³ì ãóìîðàëüíîãî, ùå é

ìåõàí³çì³â ³ìóííîãî çàõèñòó êë³òèííîãî òèïó.
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Çàçíà÷èìî, ùî ÿê ó çãàäàíèõ ìîäåëÿõ, òàê ³ ó ¿õí³õ â³äîìèõ ìîäèô³êàö³ÿõ òà

á³ëüøîñò³ ³íøèõ ìîäåëÿõ ³ìóíîëîã³¿ [2, 3] íå âðàõîâóþòüñÿ åôåêòè, ÿê³ âèíèêàþòü

óíàñë³äîê íåð³âíîì³ðíîãî ðîçïîä³ëó êîíöåíòðàö³é ä³ºâèõ ôàêòîð³â ïðîöåñó â ñåðå-

äîâèù³ îðãàí³çìó. Â [4–6] áóëî çàïðîïîíîâàíî ï³äõ³ä äëÿ óðàõóâàííÿ âïëèâó íà

ðîçâèòîê ïðîöåñó ³íôåêö³éíîãî çàõâîðþâàííÿ ïðîñòîðîâî ðîçïîä³ëåíèõ äèôó-

ç³éíèõ çáóðåíü. Òàêîæ áóëî ïðî³ëþñòðîâàíî åôåêò çíèæåííÿ ìàêñèìàëüíîãî çíà-

÷åííÿ êîíöåíòðàö³¿ àíòèãåí³â ó åï³öåíòð³ çàðàæåííÿ âíàñë³äîê ¿õíüîãî äèôóç³éíîãî

«ïåðåðîçïîä³ëó», ÿêèé áóëî îòðèìàíî ç âèêîðèñòàííÿì ìîäåë³. Â [7] áàçîâó (íàé-

ïðîñò³øó) ìîäåëü ìîäèô³êîâàíî äëÿ óðàõóâàííÿ âïëèâó íà äèíàì³êó ³íôåêö³éíîãî

çàõâîðþâàííÿ äèôóç³éíèõ çáóðåíü â óìîâàõ ââåäåííÿ â îðãàí³çì ôàðìàêîëîã³÷íèõ

ë³êàðñüêèõ ðå÷îâèí.

Ó [8, 9] çàïðîïîíîâàíèé ï³äõ³ä äî ìîäèô³êàö³¿ íàéïðîñò³øî¿ ìîäåë³ óçàãàëü-

íåíî äëÿ óðàõóâàííÿ ð³çíîãî ðîäó, çîêðåìà, êåðóâàëüíèõ çîñåðåäæåíèõ âïëèâ³â

³ìóíîòåðàï³¿, à â [10, 11] — ùå é äëÿ óìîâ íàÿâíîñò³ êîíâåêö³¿ òà òåìïåðàòóðíî¿

ðåàêö³¿ îðãàí³çìó. Òåîðåòè÷í³ äîñë³äæåííÿ ³ñíóâàííÿ òà ºäèíîñò³ óçàãàëüíåíèõ

ðîçâ’ÿçê³â ïîä³áíèõ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé ³ç çîñåðåäæåíèìè âïëèâàìè íàâåäåíî

â [12, 13]. Ó [13] äîñë³äæóâàëèñü ìîæëèâ³ñòü îïòèì³çàö³¿ ïîä³áíèõ ìîäåëåé

ó êëàñàõ óçàãàëüíåíèõ âïëèâ³â ñê³í÷åííîãî ïîðÿäêó, à â [14] — ¿õíÿ êåðîâàí³ñòü.

Á³ëüø ñêëàäí³ ìîäåë³ ôàðìàêîëîã³÷íî¿ êîðåêö³¿ ô³çè÷íèõ ñòàí³â îðãàí³çìó çà äî-

ïîìîãîþ çîñåðåäæåíèõ âïëèâ³â âèâ÷àëèñü ó [15, 16].

Çàçíà÷èìî, ùî, îêð³ì ³ìóí³òåòó ãóìîðàëüíîãî òà êë³òèííîãî òèïó, âàæëè-

âèì âíóòð³øí³ì ìåõàí³çìîì çàõèñòó º òåìïåðàòóðíà ðåàêö³ÿ îðãàí³çìó íà âèÿâ-

ëåí³ õâîðîáîòâîðí³ ì³êðîîðãàí³çìè. Çàõèñíà ä³ÿ öüîãî ìåõàí³çìó ïîâ’ÿçàíà

ç äåïðåñèâíèì âïëèâîì ï³äâèùåííÿ òåìïåðàòóðè íà çíà÷íó ÷àñòèíó ïàòîãåííèõ

ì³êðîîðãàí³çì³â. Êð³ì òîãî, ç ï³äâèùåííÿì òåìïåðàòóðè ó ïåâíèõ ìåæàõ

çá³ëüøóºòüñÿ øâèäê³ñòü ô³çèêî-õ³ì³÷íèõ ðåàêö³é, ùî çóìîâëþº ï³äâèùåííÿ àê-

òèâíîñò³ ôåðìåíò³â òà ñòèìóëþº ³ìóííó ðåàêòèâí³ñòü [1]. Äëÿ åôåêòèâíîãî ïðî-

ãíîçóâàííÿ ðîçâèòêó ³íôåêö³éíîãî çàõâîðþâàííÿ âàæëèâî âðàõîâóâàòè âïëèâ

òåìïåðàòóðíî¿ ðåàêö³¿ îðãàí³çìó íà äèíàì³êó ³ìóííî¿ â³äïîâ³ä³.

Ðîçâèòîê çàõâîðþâàííÿ ó ìîäåëÿõ ïðîòèâ³ðóñíî¿ òà ïðîòèáàêòåð³àëüíî¿

â³äïîâ³ä³ âèçíà÷àºòüñÿ äèíàì³êîþ ê³ëüêîñò³ àíòèãåí³â. Çà â³äñóòíîñò³ ³ìóííèõ ìå-

õàí³çì³â íåéòðàë³çàö³¿ ïðîïîðö³éíå íàÿâí³é ê³ëüêîñò³ çðîñòàííÿ ïîïóëÿö³¿ â³ðóñ³â

óíàñë³äîê ðîçìíîæåííÿ ó ìîäåëÿõ º íåîáìåæåíèì. Ïðîòå, ïðèðîäíî ââàæàòè, ùî ïî-

ïóëÿö³ÿ â³ðóñíèõ åëåìåíò³â íå ìîæå çðîñòàòè íåîáìåæåíî, îñê³ëüêè çà áóäü-ÿêèõ

óìîâ íàÿâí³ â îðãàí³çì³ ðåñóðñè äëÿ ¿õíüîãî ðîçìíîæåííÿ º îáìåæåíèìè.

Ìåòîþ çàïðîïîíîâàíî¿ ðîáîòè º ðîçâèòîê ï³äõîä³â ³ç [4–11] äëÿ âðàõóâàííÿ

äèôóç³éíèõ çáóðåíü, çîñåðåäæåíèõ âïëèâ³â, òåìïåðàòóðíî¿ ðåàêö³¿ îðãàí³çìó òà

ëîã³ñòè÷íî¿ ïîïóëÿö³éíî¿ äèíàì³êè â³ðóñíèõ åëåìåíò³â, àíòèò³ë äëÿ êîìïëåê-

ñíîãî óçàãàëüíåííÿ ìîäåë³ ïðîòèâ³ðóñíî¿ ³ìóííî¿ â³äïîâ³ä³ [1] â åêñïåðòíèõ

ñèñòåìàõ ï³äòðèìêè ïðèéíÿòòÿ ð³øåíü.

ÓÇÀÃÀËÜÍÅÍÍß ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÍÎ¯ ÌÎÄÅË² ÏÐÎÒÈÂ²ÐÓÑÍÎ¯ ²ÌÓÍÍÎ¯ Â²ÄÏÎÂ²Ä²

Ó [5] çàïðîïîíîâàíî ìîäèô³êàö³þ ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³ äèíàì³êè ïðîòèâ³ðóñíî¿

³ìóííî¿ â³äïîâ³ä³ äëÿ âðàõóâàííÿ ìàëèõ äèôóç³éíèõ çáóðåíü. Óçàãàëüíèìî òàêó

ìîäèô³êàö³þ ìîäåë³ Ìàð÷óêà–Ïåòðîâà ââåäåííÿì äîäàòêîâèõ ÷ëåí³â, ùî îïèñó-

þòü ð³çí³ çîñåðåäæåí³ âïëèâè, òåìïåðàòóðíó ðåàêö³þ îðãàí³çìó, à òàêîæ

ëîã³ñòè÷íå çðîñòàííÿ ïîïóëÿö³é â³ðóñíèõ åëåìåíò³â, àíòèò³ë òà ³ìóííèõ êë³òèí.

Ïðîñòîðîâî-÷àñîâó äèíàì³êó ìîäåëüíèõ êîìïîíåíò â³äïîâ³äíîãî ïðîöåñó ïðî-

òèâ³ðóñíî¿ ³ìóííî¿ â³äïîâ³ä³ â îáëàñò³ G x t x t� � �� � �� � � ��{ }( , ) : , 0 îïè-

øåìî òàêîþ ñèíãóëÿðíî-çáóðåíîþ ñèñòåìîþ íåë³í³éíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ

ð³âíÿíü ³ç çàï³çíåííÿìè:
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�2DCV
, �2Dm — êîåô³ö³ºíòè äèôóç³éíîãî ïåðåðîçïîä³ëó â³äïîâ³äíèõ êîìïîíåíò
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Âðàõîâóþ÷è íàâåäåí³ â [1] ðåçóëüòàòè ³äåíòèô³êàö³¿ ïàðàìåòð³â ìîäåë³ ïðî-

òèâ³ðóñíî¿ ³ìóííî¿ â³äïîâ³ä³ íà ï³äñòàâ³ äàíèõ êë³í³êî-ëàáîðàòîðíèõ ñïîñòåðå-

æåíü, áóäåìî ââàæàòè, ùî âèêîðèñòàí³ â ìîäåë³ çàï³çíåííÿ â ÷àñ³ ìîæíà ïðåä-

ñòàâèòè ó âèãëÿä³ � �i ik� 	 �, äå k Ni � , i �1 6, , ��� 0 . Ç îãëÿäó íà òå, ùî ïðîöåñè

ä³ëåííÿ êë³òèí-ïîì³÷íèê³â HE ³ HB , à òàêîæ T-åôåêòîð³â ³ B-ë³ìôîöèò³â º äî-

ñèòü ñõîæèìè, ââàæàòèìåìî òðèâàëîñò³ öèêë³â ä³ëåííÿ öèõ êë³òèí îäíàêîâèìè,

òîáòî k k k k k k6 1 2 3 4 5� � � � � .

Òàêîæ ââàæàòèìåìî, ùî ñèñòåìà (1) º çíåðîçì³ðåíîþ [8, 9]. Âèêîðèñòîâóþ-

÷è ìåòîä êðîê³â, çâîäèìî çàäà÷ó (1), (2) ³ç çàï³çíåííÿìè äî ïîñë³äîâíîñò³ çàäà÷

áåç çàï³çíåíü [4–11]. Ïðè öüîìó íà ïðîì³æêó 0 6� �t � ìàºìî:
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ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÀ ÐÎÇÂ’ßÇÊÓ
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²íø³ êîåô³ö³ºíòè òà ââåäåí³ ó (7) ôóíêö³¿ àíàëîã³÷íî ìîæíà âèðàçèòè ÷åðåç

â³äîì³ ïàðàìåòðè âèõ³äíî¿ ìîäåë³ òà ðàí³øå çíàéäåí³ çíà÷åííÿ øóêàíèõ ôóíêö³é.

Ó ïðîöåñ³ ³òåðàö³é ðîçâ’ÿçîê êîæíî¿ ³ç òàêèõ çàäà÷ îòðèìóºìî ÷èñåëüíèìè

ìåòîäàìè (íàïðèêëàä, ìåòîäàìè Ðóíãå–Êóòà), âèêîðèñòîâóþ÷è âæå â³äîì³ äàí³

ç ðîçâ’ÿçàíü çàäà÷ íà ïîïåðåäí³õ åòàïàõ.

Çàçíà÷èìî, ùî çàïðîïîíîâàíèé ï³äõ³ä áåç ïåðåøêîä ìîæå áóòè «ïåðåíåñå-

íèé» íà ³íø³, çîêðåìà, ñê³í÷åíí³ îáëàñò³. Ïðè öüîìó çðîçóì³ëî, ùî çàì³ñòü íàâå-

äåíèõ ðàí³øå ïîòð³áíî ñêîðèñòàòèñü á³ëüø ñêëàäíèìè ðîçêëàäàìè (äèâ., íà-

ïðèêëàä, [10, 17]). Îö³íþâàííÿ çàëèøêîâèõ ÷ëåí³â R
n k

Vf

( )
, R

n k

MV

( )
, R

n k

HE

( )
, R

n k

HB

( )
,

R
n k
E
( )

, R
n k
B
( )

, R
n k
P
( )

, R
n k
F
( )

, R
n k

CV

( )
, R

n k
m
( )

, R
n k( )
� òà âèçíà÷åííÿ ïðîñòîðîâî-÷àñîâèõ

ïðîì³æê³â çá³æíîñò³ äëÿ ïðîãíîçóâàííÿ êîíêðåòíèõ ïðîöåñ³â âèêîíóºòüñÿ íà

îñíîâ³ ïðèíöèïó ìàêñèìóìó, àíàëîã³÷íî [4–11].

ÐÅÇÓËÜÒÀÒÈ ×ÈÑËÎÂÈÕ ÅÊÑÏÅÐÈÌÅÍÒ²Â

Ó [1], ÿê ³ ó âèïàäêó íàéïðîñò³øî¿ ìîäåë³ ³íôåêö³éíîãî çàõâîðþâàííÿ, äëÿ ìî-

äåë³ ïðîòèâ³ðóñíî¿ ³ìóííî¿ â³äïîâ³ä³ îá´ðóíòîâàíî ³ñíóâàííÿ òàê çâàíîãî ³ìóííî-

ãî áàð’ºðà. Á³îëîã³÷íî öåé áàð’ºð ³íòåðïðåòóºòüñÿ òàêèì ÷èíîì, ùî â ïðîöåñ³ çà-

ðàæåííÿ îðãàí³çìó ìàëîþ äîçîþ àíòèãåí³â, ÿêà íå ïåðåâèùóº ³ìóííîãî áàð’ºðà,

çàõâîðþâàííÿ íå ðîçâèâàºòüñÿ, à ê³ëüê³ñòü àíòèãåí³â ç ÷àñîì çíèæóºòüñÿ ìàéæå

äî íóëÿ. Òàêèé âèïàäîê â³äïîâ³äàº óìîâàì ùîäåííîãî êîíòàêòó îðãàí³çìó ç ìà-

ëèìè äîçàìè àíòèãåí³â, íåéòðàë³çàö³ÿ ÿêèõ çàáåçïå÷óºòüñÿ íàÿâíîþ ó çäîðîâîìó

îðãàí³çì³ ê³ëüê³ñòþ àíòèò³ë. ßêùî äîçà çàðàæåííÿ ïåðåâèùóâàòèìå ³ìóííèé
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áàð’ºð, â îðãàí³çì³ ðîçâèâàòèìåòüñÿ çàõâîðþâàííÿ, õàðàêòåð ïåðåá³ãó ÿêîãî áóäå

çàëåæàòè â³ä ñèëè ³ìóííî¿ â³äïîâ³ä³. Íîðìàëüíà ³ìóííà â³äïîâ³äü çäàòíà çà-

ïîá³ãòè ðîçâèòêó õâîðîáè àáî øâèäêî çíèçèòè ¿¿ çàãîñòðåííÿ òà ïðèïèíèòè ¿¿

ïîäàëüøèé ðîçâèòîê. Ó [1] çàçíà÷åíî, ùî â öèõ âèïàäêàõ ñåíñ ë³êóâàííÿ ïîëÿ-

ãàº ó çíèæåíí³ êîíöåíòðàö³¿ àíòèãåí³â äî ð³âíÿ, ï³ñëÿ ÿêîãî ¿õíÿ íåéòðàë³çàö³ÿ

òà âèâåäåííÿ ç îðãàí³çìó çä³éñíþâàòèìåòüñÿ íåçàëåæíî â³ä ñèëè ³ìóííî¿

â³äïîâ³ä³. Ïðè öüîìó âèá³ð ò³º¿ ÷è ³íøî¿ ïðîãðàìè ë³êóâàííÿ ìàº, çîêðåìà,

óçãîäæóâàòèñü ç ïðîãíîçîâàíèì õàðàêòåðîì ïåðåá³ãó ³íôåêö³éíîãî çàõâîðþâàííÿ.

Òîæ êîìï’þòåðíå ìîäåëþâàííÿ áóëî îð³ºíòîâàíå íà äîñë³äæåííÿ îñîáëèâîñòåé

ïåðåá³ãó â³ðóñíèõ çàõâîðþâàíü â óìîâàõ ð³çíèõ ñèòóàö³éíèõ ñòàí³â ç óðàõóâàí-

íÿì äèôóç³éíèõ çáóðåíü, ð³çíèõ çîñåðåäæåíèõ âïëèâ³â, òåìïåðàòóðíî¿ ðåàêö³¿

îðãàí³çìó, à òàêîæ ëîã³ñòè÷íîãî çðîñòàííÿ ïîïóëÿö³¿ â³ðóñ³â.

Âïëèâ äèôóç³éíîãî «ïåðåðîçïîä³ëó» íà ðîçâèòîê ³íôåêö³éíîãî çàõâîðþâàí-

íÿ ïðî³ëþñòðîâàíî íà ðèñ. 1. Òóò ïðåäñòàâëåíî ïðîñòîðîâî-÷àñîâ³ ìîäåëüí³ äè-

íàì³êè çðîñòàííÿ ê³ëüêîñò³ àíòèãåí³â ç ðîçâèòêîì ³íôåêö³éíîãî çàõâîðþâàííÿ

ó âèïàäêàõ, êîëè íå âðàõîâàíî (ðèñ. 1, à) òà âðàõîâàíî (ðèñ. 1, á) äèôóç³éí³ çáó-

ðåííÿ çà óìîâè, ùî â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó ³ìóííîþ ñèñòåìîþ àíòèãåíè

â îðãàí³çì³ ùå íå âèÿâëåí³ (òîáòî V x
f
0 0( ) � ), àëå ó ìîìåíòè ÷àñó tV ( )1 , tV (2) ,

tV (3) � 0 ìàþòü ì³ñöå ð³çê³ çðîñòàííÿ ¿õíüî¿ êîíöåíòðàö³¿ (íàïðèêëàä, óíàñë³äîê

ðóéíóâàííÿ ðàí³øå ³íô³êîâàíèõ êë³òèí) ó òî÷êàõ xV ( )1 , xV (2) , xV (3) :

�
	 


V s V s
x x t t

A e eV s V s V s V s�
�

� � � �
� 1

3
2 2

( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) . Â óìîâàõ, êîëè íå âðàõîâàíî

äèôóç³éíîãî «ðîçñ³þâàííÿ», ïåðåá³ã ³íôåêö³éíîãî çàõâîðþâàííÿ, îïèñàíèé ó ìî-

äåë³, «ëîêàë³çóºòüñÿ» â îêðåìèõ çîíàõ çàðàæåííÿ òà ìàº â öèõ çîíàõ á³ëüø «ãîñò-

ðèé» õàðàêòåð. Ó âèïàäêó âðàõóâàííÿ äèôóç³éíîãî «ïåðåðîçïîä³ëó» çîíà çàðàæåí-

íÿ ç ÷àñîì ðîçøèðþºòüñÿ íà âñþ îáëàñòü ìîäåë³. Ïðè öüîìó çàãîñòðåííÿ ïåðåá³ãó

çàõâîðþâàííÿ â ïî÷àòêîâèõ çîíàõ çàðàæåííÿ çíèæóºòüñÿ âíàñë³äîê «ðîçñ³þâàííÿ»

àíòèãåí³â òà â³äïîâ³äíîãî çíèæåííÿ ìàêñèìàëüíèõ çíà÷åíü ¿õíüî¿ êîíöåíòðàö³¿.

Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíî äèíàì³êó êîíöåíòðàö³¿ àíòèãåí³â ó åï³öåíòð³ çàðàæåííÿ çà

ð³çíî¿ ³íòåíñèâíîñò³ äèôóç³éíîãî «ïåðåðîçïîä³ëó» çà òèõ ñàìèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâ

ó ñèòóàö³¿, êîëè ìàº ì³ñöå îäíå çîñåðåäæåíå äæåðåëî àíòèãåí³â. ßê ³ ñë³ä áóëî

î÷³êóâàòè, ó ðàç³ çá³ëüøåííÿ ³íòåíñèâíîñò³ äèôóç³éíîãî ïåðåðîçïîä³ëó ìàêñèìàëüí³

çíà÷åííÿ êîíöåíòðàö³¿ àíòèãåí³â ó åï³öåíòð³ çàðàæåííÿ çíèæóþòüñÿ, à ¿õíÿ íåé-

òðàë³çàö³ÿ çä³éñíþâàòèìåòüñÿ ³ çà ìåíøî¿ ñèëè ³ìóííî¿ â³äïîâ³ä³.
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Ðèñ. 1. Ïðîñòîðîâî-÷àñîâà äèíàì³êà ê³ëüêîñò³ àíòèãåí³â çà íàÿâíîñò³ äåê³ëüêîõ ¿õí³õ çîñåðåäæå-
íèõ äæåðåë äëÿ � � 0.0 (à) ³ � � 0.03 (á)

à

t
X

Vf

t
X

Vf

á



Ïðîñòîðîâî-÷àñîâà äèíàì³êà ê³ëüêîñò³ àíòèãåí³â ç ðîçâèòêîì ³íôåêö³éíîãî

çàõâîðþâàííÿ ó âèïàäêó, êîëè ìàº ì³ñöå ïî÷àòêîâå çàðàæåííÿ îðãàí³çìó â äåÿ-

êîìó îñåðåäêó â óìîâàõ áåç óðàõóâàííÿ òà ç óðàõóâàííÿì äèôóç³éíèõ çáóðåíü,

ïðî³ëþñòðîâàíî â³äïîâ³äíî íà ðèñ. 3, à ³ ðèñ. 3, á. Íàâåäåí³ ðåçóëüòàòè êîìï’þ-

òåðíîãî ìîäåëþâàííÿ î÷³êóâàíî çàñâ³ä÷óþòü, ùî ó âèïàäêó âðàõóâàííÿ äè-

ôóç³éíîãî «ðîçñ³þâàííÿ» àíòèãåíè çà ïåâíèé ÷àñ «ïåðåðîçïîä³ëÿþòüñÿ» ó âñ³é

ä³ëÿíö³, äå åôåêòèâíî íåéòðàë³çóþòüñÿ íàÿâíèìè òóò àíòèò³ëàìè òà ñïåöèô³÷íè-

ìè ³ìóííèìè êë³òèíàìè, ùî âàæëèâî âðàõîâóâàòè ï³ä ÷àñ ôîðìóâàííÿ

ðàö³îíàëüíî¿ ïðîãðàìè ë³êóâàííÿ.

Íà ðèñ. 4 ïîêàçàíî âïëèâ ìàêñèìàëüíî ìîæëèâî¿ ê³ëüêîñò³ óðàæåíèõ â³ðóñàìè

êë³òèí CV
�� îðãàíó-ì³øåí³. ßê ³ ñë³ä áóëî î÷³êóâàòè, ìàêñèìóì êîíöåíòðàö³¿ àíòè-

ãåí³â, ùî äîñÿãàºòüñÿ â îðãàí³çì³ ïðîòÿãîì çàõâîðþâàííÿ, çíèæóºòüñÿ ç³ çìåíøåí-

íÿì çíà÷åííÿ CV
�� . Çàçíà÷èìî, ùî íåâðàõóâàííÿ òàêîãî åôåêòó â ïðîöåñ³ ïðîãíî-

çóâàííÿ ðîçâèòêó çàõâîðþâàííÿ ìîæå ñïðè÷èíèòè ôîðìóâàííÿ á³ëüø âèòðàòíî¿
ïðîãðàìè ë³êóâàííÿ, ùî áåçïåðå÷íî çíèçèòü ¿¿ åôåêòèâí³ñòü.
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Ðèñ. 2. Äèíàì³êà ê³ëüêîñò³ àíòèãåí³â ó åï³öåíòð³ çàðàæåííÿ çà ð³çíî¿ ³íòåíñèâíîñò³ äèôóç³éíîãî
«ïåðåðîçïîä³ëó» çà íàÿâíîñò³ çîñåðåäæåíîãî äæåðåëà àíòèãåí³â äëÿ � � 0.010 (êðèâà 1 ), � � 0.025
(êðèâà 2 ), � � 0.50 (êðèâà 3 )

t

Vf 	
�10 5

Ðèñ. 3. Ïðîñòîðîâî-÷àñîâà äèíàì³êà ê³ëüêîñò³ àíòèãåí³â çà íàÿâíîñò³ ïî÷àòêîâîãî îñåðåäêó
çàðàæåííÿ äëÿ � � 0.0 (à) ³ � � 0.1 (á)

à

t
X

Vf

t
X

Vf

á



Âïëèâ ï³äâèùåííÿ òåìïåðàòóðè íà ðîçâèòîê ³íôåêö³éíîãî çàõâîðþâàííÿ

ïðî³ëþñòðîâàíî íà ðèñ. 5. Ìàéæå óñ³ õâîðîáîòâîðí³ ì³êðîîðãàí³çìè çàçíàþòü äåï-

ðåñèâíîãî âïëèâó ï³äâèùåíî¿ òåìïåðàòóðè, ùî ïðîÿâëÿºòüñÿ ÿê ó çíèæåíí³ òåìï³â

¿õíüîãî ðîçìíîæåííÿ, òàê ³ â çäàòíîñò³ ïðîíèêàòè â êë³òèíè îðãàíà-ì³øåí³. ²íòåí-

ñèâí³ñòü òàêîãî âïëèâó íåîäíàêîâà äëÿ ð³çíèõ âèä³â ì³êðîîðãàí³çì³â, ùî âàæëèâî

âðàõîâóâàòè ï³ä ÷àñ ôîðìóâàííÿ â³äïîâ³äíî¿ ïðîãðàìè ë³êóâàííÿ. Çà á³ëüø âèñîêèõ

çíà÷åíü ³íòåíñèâíîñò³ âïëèâó åôåêòèâí³ñòü ìåõàí³çìó ï³äâèùåííÿ òåìïåðàòóðè

â ñèñòåì³ ñàìîçàõèñòó îðãàí³çìó çðîñòàº (ðèñ. 6), ùî çàáåçïå÷óº çíà÷íå ïîñëàáëåí-

íÿ «ãîñòðîòè» ïåðåá³ãó çàõâîðþâàííÿ.

Âàæëèâèì ôàêòîðîì âïëèâó òåìïåðàòóðíî¿ ðåàêö³¿ îðãàí³çìó íà ðîçâèòîê

³íôåêö³éíîãî çàõâîðþâàííÿ º ìîìåíò çàïóñêó ìåõàí³çìó ï³äâèùåííÿ òåìïåðàòóðè

àáî «òåìïåðàòóðíà ÷óòëèâ³ñòü» íà âèÿâëåí³ â³ðóñí³ ÷àñòèíêè, ÿêà âèçíà÷àºòüñÿ äåÿ-

êèì ïîðîãîâèì çíà÷åííÿì ( )V Ff
� êîìïëåêñ³â «â³ðóñ-àíòèò³ëî».
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Ðèñ. 4. Äèíàì³êà êîíöåíòðàö³¿ àíòèãåí³â ó åï³öåíòð³ çàõâîðþâàííÿ çà ð³çíèõ çíà÷åíü ìàêñèìàëüíî

ìîæëèâî¿ ê³ëüêîñò³ CV
� � óðàæåíèõ â³ðóñîì êë³òèí: CV

� � � 0.00010 (êðèâà 1), CV
� � � 0.00025 (êðèâà 2),

CV
� � � 0.00050 (êðèâà 3), CV

� � � 0.00075 (êðèâà 4), CV
� � � 0.00100 (êðèâà 5)

Ðèñ. 5. Ïðîñòîðîâî-÷àñîâà äèíàì³êà ê³ëüêîñò³ àíòèãåí³â çà íàÿâíîñò³ ïî÷àòêîâîãî îñåðåäêó
çàðàæåííÿ äëÿ h1 1� � (à) ³ h1

� � 15 (á)

à

t
X

Vf

t
X

Vf

Vf

t

á



Íà ðèñ. 7 ïðî³ëþñòðîâàíî âïëèâ

ð³çíèõ ïîðîãîâèõ çíà÷åíü ( )V Ff
� íà

äèíàì³êó ê³ëüêîñò³ àíòèãåí³â ó åï³-

öåíòð³ çàðàæåííÿ, à íà ðèñ. 8 ïðîäå-

ìîíñòðîâàíî ïðîñòîðîâî-÷àñîâó äè-

íàì³êó ê³ëüêîñò³ àíòèãåí³â ó âèïàäêó

( )*V Ff � 0.00001. Íàâåäåí³ ðåçóëüòà-

òè êîìï’þòåðíîãî ìîäåëþâàííÿ

çàñâ³ä÷óþòü î÷³êóâàíèé åôåêò ïîñëàá-

ëåííÿ «ãîñòðîòè» çàõâîðþâàííÿ ï³ä

÷àñ ï³äâèùåííÿ òåìïåðàòóðè.

Á³ëüø ðàíí³é çàïóñê ìåõàí³çìó

ï³äâèùåííÿ òåìïåðàòóðè â êîì-

ïëåêñí³é ñèñòåì³ ñàìîçàõèñòó ïåâíîþ

ì³ðîþ óáåçïå÷óº îðãàí³çì â³ä ìîæëè-
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Ðèñ. 6. Äèíàì³êà ê³ëüêîñò³ àíòèãåí³â ó åï³öåíòð³ çàõâîðþâàííÿ çà ð³çíî¿ ³íòåíñèâíîñò³ äåïðåñèâ-
íîãî âïëèâó ï³äâèùåííÿ òåìïåðàòóðè íà øâèäê³ñòü ðîçìíîæåííÿ â³ðóñ³â: h1

� � 1 (êðèâà 1 ), h1
� � 2

(êðèâà 2 ), h1
� � 5 (êðèâà 3), h1

� � 10 (êðèâà 4 ), h1
� � 15 (êðèâà 5)

Ðèñ. 7. Äèíàì³êà ê³ëüêîñò³ àíòèãåí³â ó åï³öåíòð³ çàðàæåííÿ çà ð³çíèõ ïîðîãîâèõ çíà÷åíü ( )*V Ff :

( )V Ff
� � 0.0000010 (êðèâà 1 ), ( )V Ff

� � 0.0000025 (êðèâà 2 ), ( )V Ff
� � 0.0000050 (êðèâà 3 ),

( )V Ff
� � 0.0000075 (êðèâà 4 ), ( )V Ff

� � 0.0000100 (êðèâà 5 )

Ðèñ. 8. Ïðîñòîðîâî-÷àñîâà äèíàì³êà ê³ëüêîñò³
àíòèãåí³â ó âèïàäêó ( )V Ff

� � 0.00001

t
X

Vf

t

Vf 	
�10 6

t

Vf



âèõ ð³çêèõ çàãîñòðåíü çàõâîðþâàííÿ òà ãàðàíòóº á³ëüø ïëàâíå «ïðîõîäæåííÿ»

ïåð³îä³â çàãîñòðåííÿ õâîðîáè.

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Íà îñíîâ³ óçàãàëüíåííÿ ìîäåë³ Ìàð÷óêà–Ïåòðîâà ïðîòèâ³ðóñíî¿ ³ìóííî¿

â³äïîâ³ä³ ðîçâèíåíî ï³äõ³ä äëÿ êîìïëåêñíîãî óðàõóâàííÿ äèôóç³éíèõ çáóðåíü,

çîñåðåäæåíèõ âïëèâ³â, òåìïåðàòóðíî¿ ðåàêö³¿ îðãàí³çìó òà ëîã³ñòè÷íî¿ ïîïó-

ëÿö³éíî¿ äèíàì³êè â³ðóñíèõ åëåìåíò³â ³ àíòèò³ë íà ðîçâèòîê ³íôåêö³éíîãî çàõâî-

ðþâàííÿ. Ðîçðîáëåíî ñïåö³àëüíó ïîêðîêîâó ïðîöåäóðó ÷èñåëüíî-àñèìïòîòè÷íîãî

ðîçâ’ÿçàííÿ â³äïîâ³äíèõ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ çàäà÷ ³ç çàï³çíåííÿìè, ùî çàáåçïå-

÷óº ìîæëèâ³ñòü êîíñòðóþâàòè åôåêòèâíèé îá÷èñëþâàëüíèé àëãîðèòì äîïîâíåí-

íÿ â³äîìèõ áàçîâèõ «íåçáóðåíèõ» ðîçâ’ÿçê³â ð³çíîãî òèïó ïîïðàâêàìè.

Ðåçóëüòàòè êîìï’þòåðíîãî ïðîãíîçóâàííÿ ðîçâèòêó ³íôåêö³éíîãî çàõâîðþ-

âàííÿ íà îñíîâ³ çàïðîïîíîâàíîãî óçàãàëüíåííÿ ìîäåë³ ïðîòèâ³ðóñíî¿ ³ìóííî¿

â³äïîâ³ä³ â ð³çíèõ ñèòóàö³éíèõ ñòàíàõ ï³äòâåðäæóþòü î÷³êóâàíå çìåíøåííÿ

ê³ëüêîñò³ àíòèãåí³â ó åï³öåíòð³ çàðàæåííÿ âíàñë³äîê ¿õíüîãî äèôóç³éíîãî

«ðîçñ³þâàííÿ», à îòæå, ³ çàãîñòðåííÿ ïåðåá³ãó çàõâîðþâàííÿ. Òàêîæ ó ðîáîò³ íà-

âåäåíî ðåçóëüòàòè ÷èñëîâèõ åêñïåðèìåíò³â, ÿê³ ³ëþñòðóþòü åôåêòè äîäàòêîâîãî

çìåíøåííÿ ê³ëüêîñò³ àíòèãåí³â ó çîí³ çàðàæåííÿ (à îòæå, ³ «ãîñòðîòè» çàõâîðþ-

âàííÿ) âíàñë³äîê ï³äâèùåííÿ òåìïåðàòóðè îðãàí³çìó ÿê ñàìîçàõèñíî¿ ðåàêö³¿ íà

âèÿâëåí³ â³ðóñí³ ÷àñòèíêè òà ëîã³ñòè÷íî¿ ïîïóëÿö³éíî¿ äèíàì³êè â³ðóñ³â. Îòæå,

ïðîãíîçîâàíå çìåíøåííÿ, çîêðåìà, ³ íàäêðèòè÷íî¿ ê³ëüêîñò³ àíòèãåí³â ó ðåçóëüòàò³

âðàõóâàííÿ òåìïåðàòóðíî¿ ðåàêö³¿, äèôóç³éíîãî «ðîçñ³þâàííÿ» ä³ºâèõ ôàêòîð³â òà

ïðèðîäíî¿ ëîã³ñòè÷íî¿ ïîïóëÿö³éíî¿ äèíàì³êè â³ðóñ³â ó çîí³ çàðàæåííÿ óìîæëèâ-

ëþº á³ëüø åôåêòèâíó ìîäåëü ¿õíüîãî çíåøêîäæåííÿ íàÿâíèìè â îðãàí³çì³ ³ìóííè-

ìè àãåíòàìè. Òàêèì ÷èíîì, êîìïëåêñíå âðàõóâàííÿ âïëèâó äèôóç³éíîãî

«ðîçñ³þâàííÿ» ä³ºâèõ ôàêòîð³â, òåìïåðàòóðíî¿ ðåàêö³¿ îðãàí³çìó, ëîã³ñòè÷íî¿ ïîïó-

ëÿö³éíî¿ äèíàì³êè â³ðóñ³â, ³íøèõ çàõèñíèõ ìåõàí³çì³â, à òàêîæ ð³çíèõ çîñåðåäæåíèõ

âïëèâ³â ï³ä ÷àñ ïðîãíîçóâàííÿ ðîçâèòêó ïðîöåñó â³ðóñíîãî çàõâîðþâàííÿ ³ ôîðìó-

âàííÿ ïðîãðàìè ë³êóâàííÿ çàáåçïå÷óº ìîæëèâ³ñòü çàñòîñóâàííÿ á³ëüø îùàäëèâèõ

ïðîöåäóð, íàïðèêëàä, ³ìóíîòåðàï³¿ ç³ âñòàíîâëåííÿì ðàö³îíàëüíî¿ êîíöåíòðàö³¿ äî-

íîðñüêèõ àíòèò³ë ó êîæí³é ³í’ºêö³¿, ñïîñîáó òà îïòèìàëüíî¿ ÷àñòîòè ¿¿ ââåäåííÿ.

Ïåðñïåêòèâíèì º ðîçâèíåííÿ çàïðîïîíîâàíîãî ï³äõîäó íà ìîäåë³ ³ìóííî¿

â³äïîâ³ä³ ó âèïàäêó áàêòåð³àëüíî¿ òà â³ðóñíî-áàêòåð³àëüíî¿ ³íôåêö³é, à òàêîæ

ç óðàõóâàííÿì çàõèñíèõ ³ìóííîô³ç³îëîã³÷íèõ ðåàêö³é îðãàí³çìó. Â ïåðñïåêòèâ³

ïëàíóºòüñÿ òàêîæ óðàõóâàííÿ ñêóï÷åííÿ ïëàçìàòè÷íèõ êë³òèí ó ë³ìôîâóçëàõ,

ùî º ïåâíèì àíàëîãîì ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé òèïó «ô³ëüòðàö³ÿ–êîíâåêö³ÿ–äè-

ôóç³ÿ–ìàñîîáì³í» ó íàíîïîðèñòèõ ñåðåäîâèùàõ [19], êåðóâàííÿ ³ìïóëüñíèìè

ñèñòåìàìè â êîíôë³êòíèõ ñèòóàö³ÿõ òà êîíôë³êòíî êåðîâàíèõ ³ãðàõ ³ç çàï³çíåí-

íÿì [20, 21] ç âèêîðèñòàííÿì ñóïåðêîìï’þòåð³â SCIT [22] ³ ðåçåðâ³â

îá÷èñëþâàëüíî¿ îïòèì³çàö³¿ [23].
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S.V. Baranovsky, A.Ya. Bomba, S.I. Lyashko
GENERALIZATION OF THE ANTIVIRAL IMMUNE RESPONSE MODEL FOR COMPLEX
CONSIDERATION OF DIFFUSION PERTURBATIONS, BODY TEMPERATURE RESPONSE,
AND LOGISTIC ANTIGENS POPULATION DYNAMICS

Abstract. The Marchuk–Petrov mathematical model of antiviral immune response is
generalized for complex consideration of diffusion perturbations, concentrated influences, body
temperature response, and logistic population dynamics of viral elements and antibodies to the
development of infectious disease. A step-by-step procedure for numerically asymptotic
solution of the corresponding singularly perturbed problems with delays is developed. The
authors present the results of computer simulation, which illustrate the “model” reduction of
the maximum level of antigens in the epicenter of infection due to their diffusion “scattering,”
body temperature response, and logistic population dynamics of viruses on the nature of
infectious disease, including the presence of concentrated sources of antigens. It is emphasized
that such a systemic effect of these factors can reduce the initial supercritical concentration of
antigens to a level after which their neutralization and excretion will be provided by the
existing level of immune protection, which is important in deciding whether to use external
“therapeutic” effects.

Keywords: model of antiviral immune response, dynamic systems with delay, asymptotic
methods, singularly perturbed problems, concentrated influences, logistics dynamics.
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