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Àíîòàö³ÿ. Ïðîâåäåíî àíàë³ç îñîáëèâèõ âëàñòèâîñòåé äâîõ êëàñ³â êâàäðàòè÷íèõ ³ ñêðó÷å-
íèõ êðèâèõ Åäâàðäñà, ùî âðàõîâóþòü ¿õíþ íåöèêë³÷íó ñòðóêòóðó, à òàêîæ íåïîâíîòó çà-
êîíó äîäàâàííÿ òî÷îê. Îáèäâà êëàñè êðèâèõ ì³ñòÿòü îñîáëèâ³ òî÷êè 2-ãî ³ 4-ãî ïîðÿäê³â
çà îäí³ºþ íåñê³í÷åííîþ êîîðäèíàòîþ, ùî ïîðîäæóþòü òî÷êè ç íåâèçíà÷åí³ñòþ 0 0/
â îäí³é ç êîîðäèíàò ñóìè, ÿê³ íàçâàíî íå÷³òêèìè òî÷êàìè. Ñôîðìóëüîâàíî ³ äîâåäåíî
ï’ÿòü òåîðåì, ùî äàþòü çìîãó ðîçâ’ÿçàòè ö³ íåâèçíà÷åíîñò³ ³ çàäàòè óìîâè, çà ÿêèìè çà-
êîí äîäàâàííÿ òî÷îê ó òàêèõ êëàñàõ êðèâèõ º ïîâíèì.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: êðèâà â óçàãàëüíåí³é ôîðì³ Åäâàðäñà, ïîâíà êðèâà Åäâàðäñà, ñêðó÷åíà
êðèâà Åäâàðäñà, êâàäðàòè÷íà êðèâà Åäâàðäñà, ïîðÿäîê êðèâî¿, ïîðÿäîê òî÷êè, îñîáëèâà
òî÷êà, íå÷³òêà òî÷êà, êîëåñî òî÷îê, êâàäðàòè÷íèé ëèøîê, êâàäðàòè÷íèé íåëèøîê.

ÂÑÒÓÏ

Îäíèì ³ç ïåðñïåêòèâíèõ ïðîòîêîë³â ïîñòêâàíòîâî¿ êðèïòîãðàô³¿ (Post Quantum
Crypthography, PQC) íèí³ º ïðîòîêîë â³äêðèòîãî îáì³íó êëþ÷àìè — àëãîðèòì
CSIDH [1] íà ³çîãåí³ÿõ ñóïåðñèíãóëÿðíèõ åë³ïòè÷íèõ êðèâèõ íàä ïîëåì Fp

ç ì³í³ìàëüíîþ äîâæèíîþ êëþ÷à. Ó ðåàë³çàö³ÿõ àëãîðèòìó CSIDH ðàí³øå âèêîðèñ-
òîâóâàëè øâèäêó àðèôìåòèêó ³çîãåí³é êðèâèõ Ìîíòãîìåð³. Ó ðîáîò³ [2] çàïðîïî-
íîâàíî íîâèé åôåêòèâíèé ìåòîä îá÷èñëåííÿ ³çîãåí³é íåïàðíèõ ñòóïåí³â íà ïîâíèõ
êðèâèõ Åäâàðäñà íà îñíîâ³ w-êîîðäèíàò Ôàðàøàõè–Õîññåéí³. Ó ðîáîòàõ [3, 4]
çàì³ñòü ïîâíèõ êðèâèõ Åäâàðäñà îá´ðóíòîâàíî ³ ïðî³ëþñòðîâàíî íà ïðèêëàä³
³ìïëåìåíòàö³þ àëãîðèòìó CSIDH íà êâàäðàòè÷íèõ ³ ñêðó÷åíèõ êðèâèõ Åäâàðäñà.

Çíà÷íèìè ïåðåâàãàìè ïîâíèõ êðèâèõ Åäâàðäñà ç îäíèì ïàðàìåòðîì d

��( )d � �1 ), âèçíà÷åíèõ ó ðîáîò³ [5], º ïîâíîòà òà óí³âåðñàëüí³ñòü çàêîíó äîäàâàííÿ
òî÷îê, òåõíîëîã³÷í³ñòü, àô³íí³ êîîðäèíàòè íåéòðàëüíîãî åëåìåíòà ãðóïè òî÷îê.
Ââåäåííÿ äðóãîãî ïàðàìåòðà a êðèâî¿ Ea d, â ðîáîò³ [6] äàëî çìîãó ðîçøèðèòè êëàñ
êðèâèõ Åäâàðäñà ³ ñòâîðèòè çã³äíî ç ïðèéíÿòîþ â [7–9] êëàñèô³êàö³ºþ äâà íîâèõ
êëàñè: ñêðó÷åí³ ³ êâàäðàòè÷í³ êðèâ³ Åäâàðäñà. Ö³ êëàñè óòâîðþþòü ïàðè êâàäðàòè÷-
íîãî êðó÷åííÿ, ÿê³ º ïåðñïåêòèâíèìè äëÿ ³ìïëåìåíòàö³¿ àëãîðèòìó CSIDH [4].

Îñîáëèâ³ñòþ òàêèõ êëàñ³â íåöèêë³÷íèõ êðèâèõ Åäâàðäñà (ç òðüîìà òî÷êàìè
2-ãî ïîðÿäêó) ïîð³âíÿíî ç ïîâíèìè êðèâèìè Åäâàðäñà º âòðàòà âëàñòèâîñò³ ïî-
âíîòè çàêîíó äîäàâàííÿ òî÷îê [6]. Öå îçíà÷àº, ùî ³ñíóþòü ïàðè òî÷îê, ñóìà
ÿêèõ ïîðîäæóº îñîáëèâ³ òî÷êè, äå îäíà êîîðäèíàòà º íåñê³í÷åííîþ (íóëü ó çíà-
ìåííèêó ôîðìóë äîäàâàííÿ), à òàêîæ çà äîïîìîãîþ ïðîãðàìóâàííÿ áóëî âèÿâëå-
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