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НЕПОВНОТА АРИФМЕТИКИ З ПОГЛЯДУ 
ТЕОРІЇ ДІОФАНТОВИХ МНОЖИН

Анотація. Про а налізо ва но Діофан тові мно жи ни і по ка за но, що всі ре кур сив но пе релічені
мно жи ни є Діофан то ви ми. На основі кла сич них ре зуль татів з теорії ре кур сив них
функцій на ве де но про стий варіант те о ре ми про не пов но ту ариф ме ти ки: існує поліном,
який не має цілих до дат них роз в’язків і для яко го не мож на до вес ти відсутність до дат -
них ко ренів. 

Клю чові сло ва: Діофан то ва мно жи на, ре кур сив но пе релічені мно жи ни, не пов но та ариф -
ме ти ки.  

ВСТУП

За галь новідома те о ре ма Ге де ля про не пов но ту ариф ме ти ки являє со бою ре -
зуль тат про фор маль ну ариф ме ти ку, в яко му теорія об чис лю ва ності та логіка 
по в’я зані між со бою. До ве ден ня не пов но ти має низ ку до поміжних твер джень 
і на те пер не є про стим. На основі кла сич них ре зуль татів з теорії ре кур сив них 
функцій і Діофан то вих мно жин над а но дос тат ньо про сте до ве ден ня про не -
пов но ту аріфме ти ки.  

У 1971 р. було от ри ма но виз нач ний ре зуль тат про не роз в’язність 10-ї про -
бле ми Гільбер та, а саме, чи існує ал го ритм, який за над а ним поліно мом 
p x xn( )1   з цілими коефіцієнта ми розпізнає існу ван ня роз в’язків рівнян ня 
p  0 у цілих чис лах. Уче ний ма те ма тик Ю.В. Матіясе вич по ка зав, що та ко го
алгоритму не існує [1].

Основ ний технічний ре зуль тат, от ри ма ний під час до ве ден ня не роз в’яз ності
10-ї про бле ми Гільбер та — це те о ре ма про збіг кла су Діофан то вих мно жин та кла -
су ре кур сив но пе реліче них мно жин. Про об чис лю вальні мож ли вості поліномів
свідчить та кий ре зуль тат: мож на явно вка за ти поліном від ба гать ох змінних
з цілими коефіцієнта ми та кий, що мно жи на всіх до дат них зна чень, яких він на бу -
ває за ціло чис ло вих зна чень змінних, є в точ ності мно жи на про стих чи сел. 

ДІОФАНТОВІ МНОЖИНИ 

Діофан то ви ми рівнян ня ми на зи ва ють рівнян ня виг ля ду

D a a x xn m( , )1 1 0      , (1)

де D — поліном з цілими коефіцієнта ми віднос но всіх змінних a1 , 
a x xn m, 1  , які роз би то на дві час ти ни: па ра мет ри a an1   та невідомі 
x xm1  . Під час фіксації зна чень па ра метрів от ри му ють ся кон кретні
Діофан тові рівнян ня.

У про цесі різно го ви бо ру зна чень па ра метрів одер жу ють рівнян ня, які ма -
ють роз в’яз ки, і рівнян ня, які роз в’язків не ма ють. Па ра мет ри Діофан то во го
рівнян ня (1) виз на ча ють де я ку мно жи ну , яка скла дається з усіх та ких на борів 
зна чень па ра метрів a an1  , для яких існу ють зна чен ня змінних x xm1  , які
за до воль ня ють рівнян ня (1):

a a x x D a a x xn m n m1 1 1 1 0            , , [ ( , ) ]. (2)
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